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요 약. 비조화진동자의 진동에너지와 파동함수를 수치적으로 간단히 계산할 수 있는 Discrete Variable Representation 방법을 

요약하고, Morse 진동자를 모형으로 활용하여 실제 분자계의 기본전이 및 들뜬 전이에너지를 구하는데 적용할 수 있는 최 

적의 변수 범위를 예측하였다.

주제어: 진동, 쉬레딩거 방정식, 수치 계산, 비조화

ABSTRACT. We summarize the discrete variable representation method which is a simple numerical method enabling us to 
calculate the vibrational energies and wave functions of anharmonic oscillators. The ranges of its parameters well-performing 
for the calculation of fundamental and overtone transition energies are predicted by analyzing the model of Morse oscillator.

Key words: Vibration, Schrodinger equation, Numerical calculation, Anharmonic

서 론

양자화학적 Schrodinger 방정식을 수치적으로 푸는 여러 

가지 방법들 중에서 Discrete Variable Representation (DVR) 
방법은 간단한 원리에 기반하면서 여러가지 장점을 가지 

고 있어서 널리 활용되고 있다.1 특히, 응축상 동역학 연구 

에 최근 그 중요성이 커지고 있는 진동 분광학 실험에 대 

한 이론적 해석 연구를 수행할 때 매우 유용한 방법이 양 

자/고전 혼합방법인데, 이 이론적 방법을 개발하기 위해 

서는 분자들의 여러가지 위치 상태에 대해 진동상태를 양 

자화학적으로 풀어야 한다.2,3 이러한 연구를 위해서 효과 

적이고 정확한 진동상태를 구할 수 있는 DVR 방법의 유 

용성은 매우 크다고 할 수 있다.
본 논문에서는 보통의 분자계에서 보이는 크기의 비조 

화성을 가지는 진동자들의 기본 (0-1) 전이와 들뜬 (1-2) 전 

이에너지를 효과적으로 계산할 수 있는 DVR 방법에 대해 

요약하고, Morse 진동자로 모형화된 비조화진동자들의 전 

이에너지를 DVR 방법으로 계산할 때 필요한 파라미터의 

범위를 예측하고 최적화된 값들을 찾아본다.

조화진동자

해밀토니안 작용자가 아래와 같이 주어지는 임의의 일 

차원 조화진동자를 고려해 보자.

八 P2 -以、H 0 =赤+『0(Q) (1)
匕吐

여기에서 Vo(Q) = --kQ2 이고 Q는 진동자의 평형점으로부 

터의 벗어난 변위를 나타내며 평형점에서는 그 값이 0 이 

다. P 는 그 운동량 작용자, 〃는 질량이 다. k는 힘 상수로서, 
조화포텐셜 에너지의 평형점에서의 이차 미분 값이다. 이 

제, 다음과 같이 단위가 없는 작용자들을 도입하자.

P=爲 " 司씈。 (2)

©는 조화진동자의 각진동수로서 힘 상수 k와 © = Jk/^ 의 

관계를 가진다. 위치와 운동량 작용자들의 양자역학적 교환 

자 특성, [Q, P ]=质, 에 의해 이 작용자들의 교환자는 [q, p ]=i 

를 만족함을 쉽게 확인할 수 있다. 이 작용자들을 식 ⑴에 

대입하면, 단위가 없는 조화진동자 해밀토니안 (h =瓦価硏은
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h 0 = *>2+為(q) (3)

와 같이 나타낼 수 있으며 v0(q) = q2/2 이다. 조화진동자에 

대한 보존 (Boson) 작용자는

a = -1(q + ip),衍=---(q-ip) (4)
72 72

와 같이 정의되며 이 작용자들의 교환자는 [ a, a ] = 1을 만 

족함을 알 수 있다. 변위와 운동량 작용자를 이 보존 작용 

자들로 나타내면

q = --=(&+at), p=—-(&- a t) (5)
J2 72

이 되고, 이를 식 (3)에 대입하면 조화진동자의 해밀토니안을 

다음과 같이 나타낼 수 있다.

1
h 0 = a ta + ^ (6)

이차 양자화 이론 방법을 이용하여 이 해밀토니안의 eigenstate 

의 성질을 다음과 같이 구할 수 있다.4

h o|n〉= *|n〉 (7)

여기서 肴 = n+1/2 이다. 따라서, 인접 상태간 전이에너지는

勇+1 -勇=- (8)

이 되며, 인접 상태간 전이에너지는 상태의 에너지가 증가 

해도 일정하다. 조화진동자의 eigenstate 들은 Boson 작용자 

들에 대해 다음 성질을 만족함을 보일 수 있다.4

a t|n) = "n +1 |n +1〉，a |n) = Jn\n-1〉，a |0) = 0 (9)

여기서 n = 0, 1, 2, ...이다. 이 성질들과 eigenstate 들의 직교 

성질 (〈m|n〉= Smn) 을 이용하여, p2 , q2 , q 의 조화진동자 

상태 표현을 아래와 같이 얻을 수 있다.

〈서쒸n)={-jnjn-i或心+(2n + 1)^-jn + 2jn+l爲顷邳/2 (10)

〈서쉬n〉티"njn二1或心+(2n+i)&"jn+2”n+i2)/2 (11)

〈mq| 冷={插歸 n 1 +Jn++1 Sm,程+1}/J2 (12)

운동량과 변위 작용자의 이차항 합(力2 + q2)은 대각화되어 

있음을 확인할 수 있다.

Morse 진동자

Morse 진동자의 해밀토니안은 다음과 같이 정의된다.

人 i오 八 ，- 一、
HMO =-—-+ VMO(S) (13)

여기서

Vmo(Q) = D(1-次이)2 (14)

은 Morse 포텐셜 에 너 지, D는 포텐셜 에 너 지 깊 이, 0는 평 

형점을 나타낸다. 평형점에서의 힘 상수는 k = 2a2D 로 얻어 

진다. 따라서, 평형점에서의 조화진동수는 0 = 眼/顽壮 로 

얻어진다.

단위가 없는 Morse 해밀토니안(习庭 三 Hmo 用。))의 eigenvalue 
와 eigenstate 를 고려하면

h MO 風〉=器0|队〉 (15)

속박된 상태에 대한 해밀토니안의 eigenvalue는 해석적으 

로 다음과 같이 잘 알려져 있다.5

© M° = (" + 2)-辭+2 (16)

、、、c ha he 、 、 、 _、、、，、_、、
여기서 心 ——27—D = 2D 이며 비조화성 상수라 한다. n = 0,1, 
2,..., [尸-1/2] 이며 [x] 는 x 보다 작은 최대 정수를 의미한다.

따라서, 인접상태간 전이에너지는

MO MO
勺+1 _勺=1-8(n + 1) (17)

이 되며, 인접 상태간 전이에너지는 상태의 에너지가 증가 

함에 따라 비조화성 만큼 감소하게 된다. 따라서 실험적으로 

측정 이 편리한 기본 전이 진동수 ®10-e(©1 -稣) 와 비조화 

진동수 A=e{q-©0-(©2-勻)} 의 항으로써 Morse 포텐셜 

에너지의 두 매개변수인 0와 J를 나타낼 수 있다.

e = e 10+A, S = A/(e 10+A) (18)

Morse 진동자의 전이 변위는 상태간 전이와 관련된 여 러가지 

물리량을 결정하는 중요한 인자이다. 이에 대한 해석적 해가 

m > "인 경우에 다음과 같이 주어 진다.6

n + 1
〈찌 目 %〉= JS-扁二気 1-n - m)

l(S '-1/2 - n)( S '-1/2 - m)r(2 S 1- m)m—— 

日 F(2S 1- n)n! (19)

Discrete Variable Representation (DVR)

일반적 비조화 진동자를 고려해 보자. 이 진동자의 해 
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밀토니안은 아래와 같다.

P 2
H=2- + V｛Q) (20)

아丄

식 (2)에 의해 주어진 조화 진동자의 단위가 없는 운동량과 

변위 작용자를 이용하여 식 (20)을 단위가 없는 해밀토니 

안( h 三 H/膈)의 형태로 쓸 수 있다.

h = y> 2+v (q) (2D

예를 들어 Morse 포텐셜 에너지의 경우

v MO = *，-厂厕-'[ (22)

로 나타낼 수 있다. 이제, 해밀토니안 (21)을 조화진동자의 

eigenstate representation 으로 표현할 수 있다. 조화진동자 

eigenstate 들로 구성된 무한 차원의 Hilbert 공간 대신, 근사 

적으로 유한 차원의 공간을 고려하자. 보통 바닥상태 근처 의 

비조화 진동자의 상태를 기술할 것이므로, 조화진동자의 

바닥상태로부터 N개의 상태｛|0〉, |1〉,..., |N-1〉｝가 basis를 

구성하는 Hilbert 공간을 고려하면, 다음의 completeness가 

근사적으로 성립한다. Z 加〉〈끼幻 1 . 이 completeness를 이용하 
仃=0

면, 임의의 작용자들을 조화진동자의 유한한 Hilbert 공간 

에서 행렬로 표현하는 것이 가능하다. 이제, 식 (12)를 이용 

하여 변위 작용자를 그러한 행렬로 표현한 후, 그 행렬의 

eigenvalue 방정 식 을 수치 적 으로 풀어 서 , q\qk)= 丽〉를 만 

족하는 작용자 q 의 eigenstate N개 를 구한다. Eigenstate 들 

의 complete 를 이용하여 q' 를 아래와 같이 나타낸다.

.N -1 .

q' = E 瓦帅為〃1 (23)
n = 0

이제, 포텐셜 작용자를 Taylor 전개 형태로 표현하면,

을 얻는다. 식 (26) 을 식 (10)과 결합하여 비조화 진동자 해 
，、 N-\ N-\

밀토니안의 조화진동자 표현 행렬，= XI m)〉侦〈끼 을 얻게
1 N—] n-0m-0

된다. 여기서 hnm = 2〈시위 时 + X〈끼 q)v(q)〈 qk\m) 이다. 이제 행 
렬의 eigenvalue 를 구하는 표준 수치 방법을 활용하여,

片血〉=罗V\(pn (27)

식을 만족하는 비조화 진동자의 에너지와 진동상태를 얻 

게 된다. 수치적으로 구한 비조화 진동자의 eigenstate 를 아 

래와 같이 표현하고,

N-1

|Pn〉= Z Cnk|k〉 (28)
k=0

식 (12)를 이용하면, 비조화 진동자 전이 변위를 다음과 같 

이 얻을 수 있다.

人 I 方 N-2 . . ._____
<PmlQ Pn〉=】疝 Z (CmkCn, k +1 + Cm, k +1Cn, QJE (29)

결과 및 고찰

DVR 방법을 이용하여 진동상태를 계산하기 위해 필요 

한 첫 단계는 선택된 N에 대해 변위작용자 q 의 eigenvalue 
들 N개를 구하는 것이다. N = 2〜14에 대해 수치적으로 구 

한 eigenvalue 들을 Fig. 1 에 나타내었다.
변위 작용자의 eigenvalue 들은 q = 0를 중심으로 대칭적 

으로 분포하며, N이 증가함에 따라 그 분포 범위도 늘어 

남을 볼 수 있다. 그리고 주어진 차원 N에 해당하는 변위 

eigenvalue 들은 N 개의 양자진동에너지에 해당하는 포텐 

셜 장벽 에 갇혀 있음을 알 수 있다. 즉, N 차원의 Hilbert 공 

간에서 변위 eigenvalue 의 최댓값 (q*) 은 조화 진동자가 N

& v⑺(q = 0). i
v (q) = z 一一訂一一q (24)

i = 0 z*

이 되고, 여기에 식 (23)를 대입하면,

N-1

v (q) = Z mKqnXqJ (25)
n=0

가 된다. 이 식을 이용하면, N개의 eigenvalue에 해당하는 

변위에서 포텐셜 에너지 (v(qn)) 를 계산하여 포텐셜에너지 

의 변위작용자 표현을 얻게 되고, 이를 다시 조화진동자 표 

현으로 변환하면,

N- 1 N- 1 N- 1

v(q) = Z Z |n〉Z 끼qQKqQ〈이m〉〈끼 (26)
n=0m=0 k=0

Figure 1. N 값(좌측 세로죽)에 따른 변위 작용자 q 의 eigenvalue 
(수평축, Solid circle). 곡선은 변위 q 에 따른 조화 포텐셜 에너 

지 (V (q) = //2, 우측 세로축)를 나타낸다.
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Table 1. N 차워의 DVR 계산에서 변위 작용자의 최대 eigenvalue 의 
크기

N q* N q* N q* N q*
2 0.70711 9 3.19099 16 4.68874 23 5.86431
3 1.22475 10 3.43616 17 4.87134 24 6.01593
4 1.65068 11 3.66847 18 5.04836 25 6.16427
5 2.02018 12 3.88972 19 5.22027 26 6.30955
6 2.3506 13 4.10134 20 5.38748 27 6.45194
7 2.65196 14 4.30445 21 5.55035 28 6.59161
8 2.93064 15 4.49999 22 5.7092 29 6.7287

개의 양자에너지를 가질 때 진동할 수 있는 최대 변위와 

비례함을 볼 수 있으며 몇 개의 N 에 대해 그 값들을 Table 1 
에 나타내 었다.

DVR 계산 방법에서 N 의 값이 증가할수록 유한 공간의 

completeness  의 타당성은 늘어나게 되어 좀 더 정확한 계산이 

가능할 것으로 기대된다. 그러나, Fig. 1과 Table 1 에서 볼 수 

있는 바와 같이 N이 증가할수록 변위 작용자의 eigenvalue 들 

의 값의 범위도 증가한다. 화학 결합을 비롯한 일반적인 비 

조화포텐셜에너지를 가지는 진동자의 계산을 위해서는 식 

(25)에서 볼 수 있듯이 eigenvalue 에서의 포텐셜에너지를 계 

산할 필요가 있으나, 이를 위해 양자화학 계산을 수행할 

경우 비현실적인 변위에서 양자화학 계산에 오류가 발생 

할 수 있다. 특히, 평형점보다 짧은 변위값의 경우 원자간 

반발력이 급격히 증가하여 정확한 포텐셜에너지를 얻을 수 

없는 문제가 발생한다. 뿐만 아니라, 포텐셜에너지를 구 

하기 위해서는 일반적으로 많은 양자화학 계산 시간이 소 

요되기 때문에, 그러한 양자화학 계산을 수반한 실제 분 

자계를 위한 계산에서는 임의로 큰 N을 설정하는 것이 바 

람직하지 않으며 계산의 정확성을 담보할 수 있는 적절한 

수준에서 결정되어야 한다.
일반적인 비조화 진동자의 진동 특성은 Morse 진동자 

로서 잘 대변될 수 있으므로, 식 (14)에 정의된 Morse 포텐셜 
에너지(VMo(q)/瞞 = (1-次((-蹌｝2128)를 모델로 이용하 

여 진동자의 양자화학적 기본 진동에너지와 비조화성의 

특성에 따라 N 값의 범위가 어떻게 결정되는지 살펴보기 

로 한다. 위에서 언급한 바와 같이, 포텐셜에너지의 양자 

화학적 계산이 가능한 최대의 수축 변위(如)는 그 위치에서 

의 포텐셜에너지에 의해 결정된다고 가정하자. 그러므로 

qa를 VMo(qa)=。曲 인 변위로 정의한다(여기서 a는 양자화 

학적 계산의 가능 범위를 한정하는 파라미터이다. 이 변 

위는 반발력 영역의 높은 에너지에 해당하므로, 25a >1 
을 만족해야 한다). 즉, qa는 Morse 진동에너지(膈)의 a 
배에 해당하는 포텐셜 에너지를 가지는 반발력 영역의 최 

대 수축 변위로 정의되며 (1-e-厕引，｝2=28a 를 만족한 

다. 따라서, 주어진 a 에 대해 최대 수축변위는 진동자의 

비조화성 $에 의해 아래와 같이 결정된다.

qa = qe-8-1/2 ln (1 +”28a) (30)

한편, DVR 계산의 타당성을 위해서, 관심의 진동상태(예를 

들어 3 차 비선형 분광학에서는 바닥상태로부터 이차 들뜬 

상태까지)의 파동함수가 펼쳐진 변위 영역의 포텐셜 에너 

지는 정확히 기술되어야 할 필요가 있다. 그러한 영역들의 

최대 확장 변위를 如라 표시하고, Vmo(M = 月方刃 인 변위로 

정의하자(여기서 月는 관심대상의 진동상태가 정의된 진동 

자 변위의 최대 범위를 한정하는 파라미터이며, 최대 확장 

변위에서의 에너지는 진동자의 해리 에너지보다 클 수 없 

으므로 2举 < 1을 만족해야만 한다). 따라서, 주어진 月에 대 

해 최대 확장 변위는 진동자의 비조화성 阴］ 의해 아래와 

같이 결정된다.

qLpR = qe-8-1/2 in(1 ±”2炳 (31)

여기서 qp <qR 이다. 이 두 변위값을 비조화성의 함수로서 

Fig. 2에 나타내 었다.

이 두 변위 사이의 변위들에 대한 양자화학적 상태를 

정확히 계산하기 위해서는 이 변위 구간의 포텐셜에너지 

정보가 DVR 계산에 정확히 반영되어야 한다. 따라서, 변 

위 작용자의 eigevnvalue 들의 분포는 이 변위 구간을 모두 

포함할 수 있도록 설정되어야 할 것이다. 그런데, 변위 작 

용자의 eigenvalue 들은 Fig. 1 에서 보듯이 q = 0를 중심으 

로 대칭적으로 분포하며 이 값의 분포 범위를 -q*〜q* 라고 

하면,

qa<-q*<qLp and q*<q* (32)

의 두 부등식을 만족하는 양수의 q* 가 존재 해야 함을 의미

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
5

Figure 2. Morse 진동자의 비 조화성 8의 변화에 따른 경 계 변위 

qp(붉은 선)과 q (검은 선> q = 0.
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Figure 3. Morse 진동자의 비 조화성 0)에 따른 -弟 (dashed 
lines), qfi (dash-dot lines)과 -qa(solid line). a = 20, qe = 0.

Figure 4. Morse 진동자의 비 조화성 0)에 따른 -q* (dashed 
lines), qp (dash-dot lines), -q以 (solid lines). 각 셔.이 나타내는 버卜 

는 Fig. 3 에서와 동일하다. a = 20, q = -1.0.

한다. 이 두 부등식을 q* 에 대한 부등식으로 바꾸면

max[—q% q"]< q* < -qa (33)

이 된다. max[A, B] 는 A, B 중 더 큰 수를 의미한다.

Fig. 3은 a = 20, q =0 일 때, 세 개의 진동변위영역 파라 

미터(尸 =2,3,4)에 대해 위에서 도입된 세 변위 경계값 

( -q 頌 qR, -qa )들을 진동자 비조화성 0)의 함수로서 나타낸 

그림이다. 이 그림이 보여주는 바와 같이, a = 20, q =0, 
P =4의 파라미터 경우에는 진동자의 비조화성0)이 0 에 

서 부터 약 0.04 보다 작을 때 广4.1 이 식 (33)를 만족하나, 
비조화성이 0.04 보다 커지면 식 (33)을 만족하는 q* 가 존 

재하지 않음을 알 수 있다.
따라서, 8=0〜0.1 의 비조화성을 가지는 모든 경우에 식 

(33)을 만족하는 q* 값이 존재하기 위해서는, 그림에서 보 

이듯이 좀 더 작은 p의 값이 설정되면 되는데(예를 들어, 
P =2이면 식 (33)을 만족하는 q*는 약 3.3 정도 이다), 너 

무 작은 p의 경우 1-2 들뜬 전이에너지를 계산하는데 필 

요한 포텐셜 에너지 영역을 충분히 포함하지 못해서 계산 

의 정확성을 낮추게 될 것이다. 좀 더 바람직한 방법은 적 

절한 크기의。에 대하여 qR 을 좀 더 낮추기 위해 음수의 

qe 를 도입하는 것이다.
예를 들어 다음 Fig. 4는 a와 P는 Fig. 3에서와 동일하지 

만 qe = -1.0 로 변화하여 얻은 그림이다. 이 그림은 Morse 
포텐셜 에너지의 평형점과 다른 조화진동자의 eigenstate를 

활용한 DVR 계산법의 경우 훨씬 넓은 범위의 비조화성 

(8=0〜0.1) 에 대해서 식 (33)을 만족하는 q* 가 존재함을 보 

여준다. 즉, P =3의 경우, q*R3.8〜4.5 범위에서 이 그림에 나 

타난 모든 비조화성에 대해서 식 (33)을 만족하는 값임을 

알 수 있다. 양자화학 계산을 수행할 eigenvalue 들의 갯수를 

최소화해야 할 필요성이 있으므로 이들 중 최솟값인 q*«3.8

Figure 5. Morse 진동자의 비 조화성 0)에 따른 -q (dashed 
lines), qp (dash-dot lines), -qa (solid lines). 각 선이 나타내는 바 

는 Fig. 4에서와 동일하다. a =20, q = -1.5.

이 선호된다.
Fig. 5는 a와 "는 Fig. 4에서와 동일하지만 qe = -1.5로 

변화하여 얻은 그림 이다. Fig. 4로부터 -如와 -qL 이 다소 

상승하고, qR 은 다소 하락하여 결국 식 (33)을 만족하는 

q* 의 범위는 " =3 에 대해 q*R3.8〜5.0 범위에서 존재하여 

앞에서와 같은 이유로 q*R3.8이 선호된다. qe를 계속 낮추 

면 -公와 qR의 차이는 늘어나지만, -q* 이 상승하여 식 

(33)을 만족하는 q* 의 최솟값은 점점 늘어나며 그에 해당 

하는 변위작용자 eigenvalue 의 갯수는 증가하여 양자화학 

계산의 소요 시간은 늘어나므로 바람직하지 않다. 따라서, 
최적의 q* 의 값은 3.8 로 추정되며, qe=-1.0〜-1.5 범위에서 

결정될 것이다. 따라서 Table 1을 참고하면, 5 = 0〜0.1 범위의 

비조화성을 가지는 진동자의 기본 및 1-2 전이에너지 계 

산에 최적인 DVR 의 차원 N은 12로 추정된다.
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본 논문을 통해, 비조화진동자의 양자화학적 진동상태를 

수치적으로 간단히 구할수 있는 DVR 방법에 대해 요약하 

고, 이를 실제 분자계에 적용하기 위해 필요한 파라미터 

범위를 고려하여 최적의 파라미터를 찾았다. 진동상태의 

기본전이와 1-2 전이와 관련된 실제 화학 진동현상의 비 

조화성을 Morse 진동자가 잘 대변한다고 가정하고 이를 

모델로 하여 분자계에 일반적으로 나타나는 크기의 다양한 

비조화성에 적용될 수 있도록 파라미터들이 결정되었다.
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