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요 약

다양하게 변화하는 복잡한 생존환경 하에서는 여러 요인이 동시에 사람이나 시스템의 수명에 영향

을 줄 수 있다. 본 연구에서는 여러 요인이 동시에 수명에 영향을 주면서, 영향력의 크기가 상황에 따

라 동적으로 변화하는 신뢰성 모형에 관한 연구를 수행한다. 수명에 영향을 주는 요인으로, 자연적 고

장과 더불어, 하나의 개체의 사망이나 고장으로 인한 잔여 개체에 대한 스트레스 증가, 외부 충격, 그

리고 생존 환경 스트레스 수준을 동시에 고려한다. 이들 요인들을 모두 포함하는 두 가지 모델을 고려

하고, 이변량 수명 분포를 유도한다. 또한 이들 두 모형을 서로 비교하며, 이들 모형으로부터 얻어지

는 최대값의 분포와 최소값의 분포를 비교하고자 한다. 제안된 두 가지 신뢰성 모형에서의 최대값 분

포와 최소값 분포의 비교를 위하여 확률적 순서화에 관한 개념을 소개하며, 이에 기초하여 최대값 분

포와최소값분포에대한확률적비교를수행한다.

주요용어: 결합분포, 이변량분포, 조건부고장률함수, 최대값과최소값분포, 포아송충격과정

1. 서 론

이변량 분포는 신뢰성, 생존분석, 큐잉분석, 생명보험 등의 분야에서 상호 의존적인 관측값들을 모델

링하는데 있어서 매우 중요하다 (Iyer와 Manjunath, 2004; Lee, 2014). 특히, 수명분포 모델링에 있어

서, 살아있는 개체나 시스템내의 부품의 수명은 많은 경우 상호 의존적이라 할 수 있다. 예를 들면 부부

수명 사이에는 매우 높은 상관관계가 존재한다고 알려져 있으며 (Carriere, 2000), 특히 부부의 사별이

생존자의 사망 위험률을 높이는 것으로 알려져 있다 (Jagger와 Sutton, 1991). 이러한 여러 가지 이유

로, 지금까지많은이변량분포들이연구되어왔다.

이변량 분포의 초기 연구에서는 주로 지수분포를 이변량 분포로 확장하려는 시도가 진행되었다. 예

를 들면 Gumbel (1960)등을 초기 연구의 예로 들 수 있다. 그 후, Freund (1961)는 절대연속인 이

변량 지수 분포를 제안하였다. Marshall과 Oklin (1967) 또한 이변량 지수 분포를 제안하였으나, 이

들이 제안한 분포는 절대 연속이 아니다. 또 다른 다양한 시도들이 Downton (1970), Hawkes (1972),

Block과 Basu (1974), Shaked (1984), Sarkar (1987)과 Hayakawa (1994) 등에의하여시도되었다. 또
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한 지수 분포 이외의 분포에 대한 이변량 분포로의 다양한 확장이 연구되어 왔다 (Lee, 1979; Sarhan과

Balakrishnan, 2007; Balakrishnan과 Lai, 2009).

Freund (1961) 모델에서는 동적 (dynamic) 고장 요인을 고려한 초기 연구를 수행하였는데, 지수 분

포를 따르는 시스템 내의 두 부품을 고려하고, 하나의 부품이 고장 났을 때 나머지 부품의 고장률이

증가하는 모형을 가정하고 이변량 지수분포를 유도하였다. 이러한 모델을 확장하여, 최근 Lee와 Cha

(2014)는부품의수명분포가임의의분포를따르는경우로모델을일반화한이변량분포에관한연구를

수행하였다.

하지만, 개체의 생존환경이나 시스템의 가동 환경이 일반적으로 매우 복잡하고, 여러 요인이 동시에

수명에 영향을 줄 수 있으며, 이러한 경우 영향을 주는 모든 요인들을 고려한 수명분포 모델링이 필요하

다. 이에 본 연구에서는 여러 요인이 동시에 수명에 영향을 주면서, 영향력의 크기가 상황에 따라 동적

으로변화하는이변량분포에관한연구를수행한다. 본연구에서는수명에영향을주는요인으로, 자연

적 고장과 더불어, (i)하나의 개체의 사망이나 부품의 고장으로 인한 잔여 개체나 부품의 고장 가능성 증

가 (ii)외부충격 (iii)생존환경스트레스수준을고려한다. 이들요인들을모두포함하는두가지이변량

분포 모형을 고려하고, 이변량 수명분포를 유도한다. 또한 얻어진 두 모형을 서로 비교하며, 이로부터

얻어지는최대값 (maximum)과최소값 (minimum)의분포를비교하고자한다.

본 논문의 구성은 다음과 같다. 제 2절에서는 첫 번째 이변량 모형에 관한 연구를 수행한다. 제 3절

에서는 2절에서 얻어진 결과를 이용하여 두 번째 이변량 모형에 대한 결과를 유도한다. 제 4절에서는

이들두모형에대한비교연구를수행하며, 마지막으로제 5절에서는연구의결론을제시한다.

2. 모형 I

설명의편의를위하여두부품으로구성된시스템을고려하자. 이들두부품의수명에영향을주는요

인들을모두열거하면다음과같다.

(i) 정적인 (static) 환경하에서의자연적고장

(ii) 각각의부품에독립적으로작용하는충격 (shock)에의한고장

(iii) 두부품에공통적으로작용하는충격 (shock)에의한고장

또한추가적인모델에대한가정으로서

(a1) 시스템은스트레스환경수준이확률적으로다른여러환경하에서가동된다고하자.

(a2) 하나의 부품이 고장 나면 이는 남아있는 부품의 스트레스 혹은 부하 (load)를 증가시켜서 결과적으

로남아있는부품의수명을단축시킨다고가정하자.

이제 이러한 요인들을 모두 포함하는 이변량 수명분포를 보다 명확히 기술하고자 한다. 우선, 시스

템이 가동되는 스트레스 환경의 수준을 연속형 확률변수 Z로 표현하고, 이의 확률밀도함수 (pdf)를

π(z)라 하자. Z = 1인 기저환경 수준에서 정의되는 (i) “정적인 환경 하에서의 자연적 고장”은 각 부품

1, 부품 2에 따라 고장률 함수 λ1(t)와 λ2(t)로 표현되며, 일반적으로 환경수준이 Z = z로 주어지는 경

우각부품 1, 부품 2의고장률함수는각각

zλ1(t)과 zλ2(t) (2.1)

로 주어진다고 가정한다. 모델 (2.1)에 제시되어 있는 모형은 신뢰성이론이나 생존분석에서 널리 이

용되는 비례위험모형 (proportional hazards model)에 해당한다 (Lee과 Kim, 2013). 외부 충격과정

(shock process)는 스트레스 환경의 수준 Z와 무관하다고 가정하며, 부품 1에만 영향을 주는 (즉, 발생
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하면부품1을고장나게하는)충격은강도 (intensity) β1을갖는 Poisson과정, 부품 2에만영향을주는

(즉, 발생하면 부품2를 고장 나게 하는) 충격은 강도 β2를 갖는 Poisson과정, 두 부품에 공통적으로 작

용하는 (즉, 발생하면부품1과부품2를모두고장나게하는)충격은강도 β12를갖는 Poisson과정을따

른다고 가정하며, 각 Poisson과정끼리는 서로 독립이라 가정하자. 여기서 중요한 점은 두 부품에 공통

적으로 작용하는 충격이 발생하면 두 부품이 동일시점에서 한꺼번에 고장 나게 된다. 또한 공통적인 충

격에 의하지 않은 어떤 부품의 고장이 발생한 이후에도 이러한 공통적인 충격과정은 여전히 존재한다고

가정한다.

위에서 설명한 가정 (a2) “하나의 부품이 고장 나면 남아있는 부품의 스트레스 혹은 로드 (load)를 증

가시켜서 그 부품의 수명을 단축시킨다고 가정하자”를 어떻게 확률적으로 구현할 지는 추후 상세히 기

술하기로 하고, 일단 가정 (a2)가 없다고 했을 때 나머지 모든 요인들을 고려한 수명분포를 명확히 나타

내도록 하자. 가정 (a2)가 없다고 했을 때 위의 모든 요인들을 고려했을 때의 부품 1과 부품 2의 수명

을 기저 수명 (baseline lifetime)이라 정의하고, 이를 확률변수 X∗
1와 X∗

2로 나타내자. 그러면, 두 부품

이 환경 수준을 공유하고 또한 공통적으로 작용하는 충격이 존재하므로 X∗
1와 X∗

2는 서로 독립이 아니

다. 이경우우선 Z = z로주어진경우 X∗
1와 X∗

2각각의조건부고장률함수를나타내면

zλ1(t) + β1 + β12, zλ2(t) + β2 + β12

로각각나타난다.

이제 추가적으로 가정 (a2)를 어떻게 확률적으로 구현할 지 상세히 기술하기로 하자. 이를 위하여 우

선 공변량과정 (covariate process)에 의해 정의되는 조건부 고장률함수와 조건부 생존함수에 대하여 간

략히 설명하도록 하자. 어떤 하나의 시스템이 랜덤하게 변화하는 환경 하에서 작동한다고 가정하고, 그

러한 랜덤하게 변화하는 환경을 공변량 확률과정 {Z(t), t ≥ 0}으로 나타내자. 그리고 그러한 시스템의

수명을 T라고 하자. 예를 들어 공변량 확률과정 {Z(t), t ≥ 0}는 시간에 따라 랜덤하게 변화하는 외부
온도, 전기적이고 기계적인 부하 (load) 또는 랜덤하게 변화하는 외부 스트레스 등을 나타낼 수 있다.

그러면다음과같이조건부고장률함수가정의될수있다 (Kalbfleisch와 Prentice, 1980).

r(t|z(s), 0 ≤ s ≤ t) ≡ lim
△t→0

P (t < T ≤ t+△t|Z(s) = z(s), 0 ≤ s ≤ t, T > t)

△t
.

이러한 조건부 고장률 함수는 공변량 과정 {Z(t), t ≥ 0}가 정해진 다음에 결정되게 되며, 고정되지

않은 공변량 과정 하에서는 이 또한 명백히 하나의 확률과정이 됨을 알 수 있다. 따라서 이를 종종 ‘고

장률 과정 (failure rate process)’(또는 random failure rate)이라고 한다. 보다 자세한 사항은 Kebir

(1991), Aven과 Jensen (1999), Finkelstein과 Cha (2013)을 참조하기 바란다. 그러면 이러한 조건부

고장률에기초하여조건부생존함수를다음과같이나타난다.

P (T > t|Z(s) = z(s), 0 ≤ s ≤ t) = exp

(
−
∫ t

0

r(w|z(s), 0 ≤ s ≤ w)dw

)
. (2.2)

Cha와 Mi(2007, 2011)에서는 위에서 기술한 조건부 고장률 함수를 신뢰성 모델링에 적용하여 다양

한 Shock모델이나다른확률모형에관한연구를수행하였다.

이제 본 논문에서의 연구 모형으로 돌아와서, 가정 (a2)에 대한 확률모형을 제시하고자 한다. 가정

(a2)에 의하여 하나의 부품이 고장 나면 남아있는 부품의 스트레스 혹은 로드 (load)를 증가시켜서 그

부품의 수명을 단축시킨다고 가정한다. 이러한 가정을 추가적으로 도입 했을 때의 부품 1과 부품 2의

수명을 X1와 X2로 나타내자. 이 경우에는 어떤 부품의 수명에 영향을 주는 공변량 과정이 다른 부품의

상태를 나타내는 확률과정이라 할 수 있다. 따라서 임의의 시점에서 각 부품의 상태를 나타내는 지시변
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수를다음과같이정의하자. 부품 1 (부품 2)가 t시점에작동하고있으면 Ψ1(t) = 1 (Ψ2(t) = 1)로정의

하고반면에부품 1 (부품 2)가 t시점에고장상태에있으면 Ψ1(t) = 0 (Ψ2(t) = 0)로정의한다. 편의상

i = 1이면 ī = 2, i = 2이면 ī = 1로 정의하자. 그러면 가정 (a2)에 대한 확률모형으로 다음 모형을 도

입한다.

ri(t|Ψī(s) = 1, 0 ≤ s ≤ t;Z = z)

≡ lim
△t→0

P (t < Xi ≤ t+△t|Ψī(s) = 1, 0 ≤ s ≤ t, Xi > t, Z = z)

= zλi(t) + βi + β12, i = 1, 2, z > 0, (2.3)

ri(t|Ψī(s) = 1, 0 ≤ s ≤ u; Ψī(s) = 0, u ≤ s ≤ t;Z = z)

≡ lim
△t→0

P (t < Xi ≤ t+△t|Ψī(s) = 1, 0 ≤ s ≤ u; Ψī(s) = 0, u ≤ s ≤ t, Xi > t, Z = z)

= αi(u, t− u)zλi(t) + βi + β12, t ≥ u , i = 1, 2, z > 0, αi(s, w) ≥ 1, s, w ≥ 0. (2.4)

여기서, 중요한 조건이 모든 s, w ≥ 0에 대하여, αi(s, w) ≥ 1이다. 따라서 식 (2.4)를 해석해보면, 하나

의 부품이 이전에 고장 난 경우 그렇지 않은 경우인 식 (2.3)에 비하여 정적인 환경 하에서의 자연적 고

장 가능성이 증가한다고 할 수 있다. 위 식 (2.4)에서 최초 고장 부품의 상태변화시점에 대한 효과는 변

수 “s”에 의해 모형화 될 수 있고, 이러한 상태변화시점으로부터 경과된 시간에 대한 효과는 변수 “w”로

모형화 될 수 있다. 예를 들어, 만약 최초 부품 고장 후 시간이 증가함에 따라 증가한 스트레스의 효과

가점점커지게되면 αi(s, w)는 w에대하여증가해야하고점점작아지게되면 αi(s, w)는 w에대하여

감소해야 한다. 이와 비슷하게 최초 부품의 고장 시점이 점점 늦을수록 증가된 스트레스의 효과가 점점

심하게 되면 αi(s, w)는 s에 대하여 증가해야 하고 반대로 점점 약해지면 αi(s, w)는 s에 대하여 감소해

야 한다. 명백히, 모든 s, w ≥ 0에 대하여 식 (2.4)에서 αi(s, w) = 1인 경우는 X1와 X2가 각각 X∗
1와

X∗
2인경우에해당한다.

위의 식 (2.3), 식 (2.4)의 의미를 보다 엄밀히 해석해보자. 이를 위하여 다음과 같은 Failure Rate

Order의개념을소개한다.

정의 2.1 (The Failure Rate Order) 음이 아닌 확률변수 Z1와 Z2가 절대연속인 분포함수를 가지며,

고장률 함수를 각각 r1(t)와 r2(t)로 가질 때, 다음을 만족하면 Failure Rate Order의 의미에서 Z1가

Z2보다작다고한다. ( Z1 ≤fr Z2라표기한다.)

모든 t ∈ (0,∞)에대하여, r1(t) ≥ r2(t).

식 (2.3)과 식 (2.4)의 X1와 X2에 관한 모형은 다음과 같이 Failure Rate Order의 개념에 기초하여

X∗
1와 X∗

2와의비교를통한보다엄밀한해석을할수있다.

(X∗
i |Ψī(s) = 1, 0 ≤ s < u, Ψī(s) = 0, s ≥ u, X∗

i > u, Z = z)

≥fr (Xi|Ψī(s) = 1, 0 ≤ s < u, Ψī(s) = 0, s ≥ u, Xi > u, Z = z), for all u > 0.

X∗
i의조건부생존함수는

P (X∗
i > t|Ψĩ(s) = 1, 0 ≤ s < u,Ψĩ(s) = 0, s ≥ u,X∗

i > u,Z = z)

= P (X∗
i > t|X∗

i > u) = exp

(
−
∫ t−u

0

(zλi(u+ w) + βi + β12)dw

)
, i = 1, 2,



Bivariate reliability models with multiple dynamic competing risks 715

로 주어지는 반면에, 식 (2.3)과 식 (2.4)의 모형을 가정하면, 식 (2.2)에 의하여 Xi는 다음과 같은 조건

부생존함수를가진다.

P (Xi > t|Ψĩ(s) = 1, 0 ≤ s < u, Ψĩ(s) = 0, s ≥ u,Xi > u,Z = z)

= exp

(
−
∫ t−u

0

(αi(u,w)zλi(u+ w) + βi + β12)dw

)
, i = 1, 2.

다음의 정리에서는 가정된 모형에 기초하여 X1와 X2의 결합분포를 제시하고자 한다. 이를 위하여

X1와 X2의 결합 생존함수와 결합 확률밀도함수를 각각 S(x1, x2)와 f(x1, x2)로 나타내고 X1와 X2각

각에대한주변생존함수와확률밀도함수 SX1(x1), fX1(x1)와 SX2(x2), fX2(x2)를구해보고자한다.

정리 2.1 X1와 X2의결합생존함수 S(x1, x2)는다음과같이주어진다.

S(x1, x2) =

∫ ∞

0

[ ∫ x2

x1

{zλ1(u) + β1} exp
(
−

∫ x2−u

0

(α2(u,w)zλ2(u+ w) + β2 + β12)dw

)
× exp

(
−

∫ u

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)
du

+ exp

(
−

∫ x2

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)]
π(z)dz, for 0 < x1 < x2.

S(x1, x2) =

∫ ∞

0

[ ∫ x1

x2

{zλ2(u) + β2} exp
(
−

∫ x1−u

0

(α1(u,w)zλ1(u+ w) + β1 + β12)dw

)
× exp

(
−

∫ u

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)
du

+ exp

(
−

∫ x1

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)]
π(z)dz, for 0 < x2 ≤ x1.

증명: S(x1, x2)는

P (X1 > x1, X2 > x2) =

∫ ∞

0

P (X1 > x1, X2 > x2|Z = z)π(z)dz,

이고

P (X1 > x1, X2 > x2|Z = z) = P (X1 > x1, X2 > x2|X∗
1 < X∗

2 , Z = z)P (X∗
1 < X∗

2 |Z = z)

+P (X1 > x1, X2 > x2|X∗
1 > X∗

2 , Z = z)P (X∗
1 > X∗

2 |Z = z)

+P (X1 > x1, X2 > x2|X∗
1 = X∗

2 , Z = z)P (X∗
1 = X∗

2 |Z = z). (2.5)

여기서,

P (X1 > x1,X2 > x2|X∗
1 < X∗

2 , Z = z)

=

∫ ∞

0

P (X1 > x1, X2 > x2|X∗
1 < X∗

2 , X∗
1 = u, Z = z)fX∗

1 |X∗
1<X∗

2 , Z=z(u)du. (2.6)

P (X1 > x1,X2 > x2|X∗
1 > X∗

2 , Z = z)

=

∫ ∞

0

P (X1 > x1, X2 > x2|X∗
1 > X∗

2 , X
∗
2 = u, Z = z)fX∗

2 |X∗
1>X∗

2 , Z=z(u)du. (2.7)
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P (X1 > x1,X2 > x2|X∗
1 = X∗

2 , Z = z)

=

∫ ∞

0

P (X1 > x1, X2 > x2|X∗
1 = X∗

2 = u, Z = z)fX∗
2 |X∗

1=X∗
2 , Z=z(u)du. (2.8)

(Case1) 0 < x1 < x2라고 가정하자. u < x1나 x2 ≤ u인 u에 대하여 부품 1이 처음으로 u시점에서 고

장난다는조건하에조건부결합생존함수는다음과같이명백하게주어진다.

P (X1 > x1, X2 > x2|X∗
1 < X∗

2 , X∗
1 = u, Z = z) =

0, u < x1,

1, x2 ≤ u,

반면에, x1 ≤ u < x2인 u에 대하여, 식 (2.3)과 식 (2.4)에서의 조건부 고장률함수에 대한 가정에 의하

여다음을얻을수있다.

P (X1 > x1,X2 > x2|X∗
1 < X∗

2 , X
∗
1 = u, Z = z) = P (X2 > x2|X∗

1 < X∗
2 , X

∗
1 = u, Z = z)

= P (X2 > x2|Ψ1(s) = 1, 0 ≤ s < u,Ψ1(s) = 0, s ≥ u,X2 > u,Z = z)

= exp

(
−
∫ x2−u

0

(α2(u,w)zλ2(u+ w) + β2 + β12)dw

)
, x1 ≤ u < x2.

또한 Z = z가주어지고 X∗
1 < X∗

2가주어진경우

fX∗
1 |X∗

1<X∗
2 ,Z=z(u)

=
{zλ1(u) + β1} exp

(
−
∫ u

0
(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)
P (X∗

1 < X∗
2 , Z = z)

π(z).

반면에, 부품 2가 u시점에서먼저고장난다는조건하에, 조건부결합생존함수는

P (X1 > x1, X2 > x2|X∗
1 > X∗

2 , X
∗
2 = u, Z = z) =

0, u < x2,

1, u ≥ x2,

이고

fX∗
2 |X∗

1>X∗
2 ,Z=z(u)

=
{zλ2(u) + β2} exp

(
−
∫ u

0
(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)
P (X∗

1 > X∗
2 , Z = z)

π(z).

한편, 부품 1과부품 2가 u시점에서동시에고장난다는조건하에서는조건부결합생존함수는

P (X1 > x1, X2 > x2|X∗
1 = X∗

2 , X
∗
1 = u, Z = z) =

0, u < x2,

1, x2 ≤ u,

이고

fX∗
2 |X∗

1=X∗
2 ,Z=z(u)

=
{β12} exp

(
−
∫ u

0
(zλ1(t) + zλ2(t) + β1 + β2 + β12)dw

)
P (X∗

1 = X∗
2 , Z = z)

π(z).
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이제 위에서 얻어진 식에 기초하여 식 (2.5)∼식 (2.8)을 결합하면 다음과 같이 결합생존함수를 얻을

수있다.

S(x1, x2) =

∫ ∞

0

[ ∫ x2

x1

{zλ1(u) + β1} exp
(
−

∫ x2−u

0

(α2(u,w)zλ2(u+ w) + β2 + β12)dw

)
× exp

(
−

∫ u

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)
du

+ exp

(
−

∫ x2

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)]
π(z)dz, for 0 < x1 < x2.

(Case 2) 0 < x2 ≤ x1라 가정하자. (X1, X
∗
1 )와 (X2, X

∗
2 )의 역할이 서로 대칭적이기 때문에 다음을

얻을수있다.

S(x1, x2) =

∫ ∞

0

[ ∫ x1

x2

{zλ2(u) + β2} exp
(
−

∫ x1−u

0

(α1(u,w)zλ1(u+ w) + β1 + β12)dw

)
× exp

(
−

∫ u

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)
du

+ exp

(
−

∫ x1

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)]
π(z)dz, for 0 < x2 ≤ x1.

�

앞서 얻어진 결합분포의 중요한 특징은 절대연속이 아니라는 사실이다. 공통적인 충격에 의하여 두

부품이 동시에 고장 날 수 있으므로 x1 = x2영역에서의 확률측도값이 0이 아니다. 따라서 결합확률밀

도함수를 나타낼 때 이 영역에 대한 밀도함수를 별도로 나타낼 필요가 있다. X1와 X2에 대응하는 결합

확률밀도함수는다음과같이주어진다.

보조정리 2.1 X1와 X2의결합확률밀도함수는다음과같다.

f(x1, x2) =

∫ ∞

0

[
{zλ1(x1) + β1}{α2(x1, x2 − x1)zλ2(x2) + β2 + β12}

× exp

(
−

∫ x2−x1

0

(α2(x1, w)zλ2(x1 + w) + β2 + β12)dw

)
× exp

(
−

∫ x1

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)]
π(z)dz, for 0 < x1 < x2.

f(x1, x2) =

∫ ∞

0

[
{zλ2(x2) + β2}{α1(x2, x1 − x2)zλ1(x1) + β1 + β12}

× exp

(
−

∫ x1−x2

0

(α1(x2, w)zλ1(x2 + w) + β1 + β12)dw

)
× exp

(
−

∫ x2

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)]
π(z)dz, for 0 < x2 < x1.

f(x, x) =

∫ ∞

0

[
{β12} exp

(
−
∫ x

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)]
π(z)dz.
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증명: x1 < x2혹은 x1 > x2에서의결합확률밀도함수 f(x1, x2)는

f(x1, x2) =
∂2

∂x1∂x2
S(x1, x2)

의 관계식에 의하여 얻어질 수 있다. 또한 x1 = x2 = x영역에서의 결합확률밀도함수는 동시고장 외 나

머지 원인에 의한 고장은 x시점까지 발생하지 않아야하며, x시점에서 공통적인 충격에 의해서만 동시

고장이순간적으로발생할확률을구하면되므로, 주어진식과같이얻어진다. �

S(x1, x2)에서 x1 ≡ 0또는 x2 ≡ 0으로 두면, 주변분포들을 얻을 수 있다. 주변분포들의 생존함수들

SX1(x1), SX2(x2)과확률밀도함수들 fX1(x1), fX2(x2)은다음의보조정리에서주어진다.

보조정리 2.2 X1와 X2의주변분포함수들은다음과같이주어진다.

SX1(x1) =

∫ ∞

0

[ ∫ x1

0

{zλ2(u) + β2} exp(−
∫ x1−u

0

(α1(u,w)zλ1(u+ w) + β1 + β12)dw

)
× exp

(
−

∫ u

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)
du

+ exp

(
−

∫ x1

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)]
π(z)dz.

SX2(x2) =

∫ ∞

0

[ ∫ x2

0

{zλ1(u) + β1} exp
(
−

∫ x2−u

0

(α2(u,w)zλ2(u+ w) + β2 + β12)dw

)
× exp

(
−

∫ u

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)
du

+ exp

(
−

∫ x2

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)]
π(z)dz.

fX1(x1) =

∫ ∞

0

[ ∫ x1

0

{λ2(u) + β2}{α1(u, x1 − u)zλ1(x1) + β1 + β12}

× exp

(
−

∫ x1−u

0

(α1(u,w)zλ1(u+ w) + β1 + β12)dw

)
× exp

(
−

∫ u

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)
du

+ {zλ1(x1) + β1 + β12} exp
(
−

∫ x1

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)]
π(z)dz.

fX2(x2) =

∫ ∞

0

[ ∫ x2

0

{λ1(u) + β1}{α2(u, x2 − u)zλ2(x2) + β2 + β12}

× exp

(
−

∫ x2−u

0

(α2(u,w)zλ2(u+ w) + β2 + β12)dw

)
× exp

(
−

∫ u

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)
du

+ {zλ2(x2) + β2 + β12} exp
(
−

∫ x1

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)]
π(z)dz.
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3. 모형 II

3절에서는 2절에서 고려하였던 이변량 분포 모형을 변형하여 새로운 Class의 이변량 분포를 얻고자

한다. Model II에서의 모든 가정은 Model I에서의 가정과 같으나, 다음과 같은 점에서만 차이가 있다.

Model I에서는두부품에공통적으로작용하는충격이발생하면두부품이동일시점에서한꺼번에고장

나게 되며 또한 공통적인 충격에 의하지 않은 어떤 부품의 고장이 발생한 이후에도 이러한 공통적인 충

격과정은 여전히 존재한다고 가정하였다. 따라서, 예를 들면 부품 1이 자연적 고장이나 부품 1에만 영

향을미치는충격에의하여고장난이후에도공통적인충격과정은여전히존재하여부품 2의고장에영

향을 미친다. 하지만 Model II에서는 두 부품에 공통적으로 작용하는 충격이 발생하면 두 부품이 동일

시점에서 한꺼번에 고장 나게 되지만, 공통적인 충격에 의하지 않은 어떤 부품의 고장이 발생한 이후에

는 이러한 공통적인 충격과정은 존재하지 않는다고 가정한다. 따라서 이 경우에는 예를 들면 부품 1이

자연적 고장이나 부품 1에만 영향을 미치는 충격에 의하여 고장 났다면 이후에는 공통적인 충격과정이

존재하지 않으므로 공통적인 충격이 부품 2의 고장에 영향을 미치지 않는다. 이러한 모형은 예를 들면

부부의 수명 모형에서 흔히 관찰될 수 있다. 부부가 모두 생존하고 있을 때에는 이들의 공동 활동으로

인한 동시 사망 위험이 존재하지만, 부부 두 사람 중 한 사람이 사망하고 나면 부부 공동 활동 자체가 있

을수없으므로동시사망위험이사라지게된다. 따라서위에서기술한모형은두부품증한부품이고

장나면나머지부품의고장률함수를증가시킬뿐만아니라공통충격과정의강도를 0으로만드는모델

로서, Model I보다더욱동적인모형이라할수있다. 이경우모델을수학적으로기술함에있어서의차

이는식 (2.3)과식 (2.4)에있으며, 이식들은 Model II에서다음과같이수정되어야한다:

ri(t|Ψī(s) = 1, 0 ≤ s ≤ t;Z = z)

≡ lim
△t→0

P (t < Xi ≤ t+△t|Ψī(s) = 1, 0 ≤ s ≤ t, Xi > t, Z = z)

= zλi(t) + βi + β12, i = 1, 2, z > 0, (3.1)

ri(t|Ψī(s) = 1, 0 ≤ s ≤ u; Ψī(s) = 0, u ≤ s ≤ t;Z = z)

≡ lim
△t→0

P (t < Xi ≤ t+△t|Ψī(s) = 1, 0 ≤ s ≤ u; Ψī(s) = 0, u ≤ s ≤ t, Xi > t, Z = z)

= αi(u, t− u)zλi(t) + βi, t ≥ u, i = 1, 2, z > 0, αi(s, w) ≥ 1, s, w ≥ 0. (3.2)

위의 식 (3.1)에서 볼 수 있듯이, 두 부품이 모두 작동하고 있을 때에는 공통적인 충격이 각 부품의 수

명에영향을미치지만, 식 (3.2)에서보듯이하나의부품이고장나고난이후에는공통적인충격이존재

하지 않아서 남아 있는 부품의 수명에 영향을 미치지 않는다. Model II의 결합생존함수는 다음과 같이

얻어진다.

정리 3.1 X1와 X2의결합생존함수 S(x1, x2)는다음과같이주어진다.

S(x1, x2) =

∫ ∞

0

[ ∫ x2

x1

{zλ1(u) + β1} exp
(
−

∫ x2−u

0

(α2(u,w)zλ2(u+ w) + β2)dw

)
× exp

(
−

∫ u

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)
du

+ exp

(
−

∫ x2

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)]
π(z)dz, for 0 < x1 < x2.
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S(x1, x2) =

∫ ∞

0

[ ∫ x1

x2

{zλ2(u) + β2} exp
(
−

∫ x1−u

0

(α1(u,w)zλ1(u+ w) + β1)dw

)
× exp

(
−

∫ u

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)
du

+ exp

(
−

∫ x1

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)]
π(z)dz, for 0 < x2 ≤ x1.

증명: 정리 2.1의 증명과 같으나, x1 ≤ u < x2인 u에 대하여, 식 (3.1)과 식 (3.2)에서의 조건부 고장률

함수에대한가정에의하여

P (X1 > x1, X2 > x2|X∗
1 < X∗

2 , X
∗
1 = u, Z = z) = P (X2 > x2|X∗

1 < X∗
2 , X∗

1 = u, Z = z)

= P (X2 > x2|Ψ1(s) = 1, 0 ≤ s < u, Ψ1(s) = 0, s ≥ u,X2 > u, Z = z)

= exp

(
−
∫ x2−u

0

(α2(u,w)zλ2(u+ w) + β2)dw

)
, x1 ≤ u < x2

로주어진다. 나머지과정은정리 2.1의증명과동일하다.

X1와 X2에대응하는결합확률밀도함수는다음과같이주어진다.

보조정리 3.1 X1와 X2의결합확률밀도함수는다음과같다.

f(x1, x2) =

∫ ∞

0

[
{zλ1(x1) + β1}{α2(x1, x2 − x1)zλ2(x2) + β2}

× exp

(
−

∫ x2−x1

0

(α2(x1, w)zλ2(x1 + w) + β2)dw

)
+ exp

(
−

∫ x1

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)]
π(z)dz, for 0 < x1 < x2.

f(x1, x2) =

∫ ∞

0

[
{zλ2(x2) + β2}{α1(x2, x1 − x2)zλ1(x1) + β1}

× exp

(
−

∫ x1−x2

0

(α1(x2, w)zλ1(x2 + w) + β1

)
dw)

+ exp

(
−

∫ x2

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)]
π(z)dz, for 0 < x2 < x1.

f(x, x) =

∫ ∞

0

[
{β12} exp

(
−
∫ x

0

(zλ1(t) + zλ2(t) + β1 + β2 + β12)dw

)]
π(z)dz.

�

X1와 X2의주변분포함수들은정리 3.1에서와동일한방법으로쉽게구할수있으므로생략한다.

4. 비교 연구 (Comparisons)

4절에서는 2절과 3절에서 다루었던 Model I과 Model II를 비교하는 문제를 다루도록 한다. 이를 위

하여우선다음과같은 Usual Stochastic Order의개념을소개한다.
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정의 4.1 (The Usual Stochastic Order) 확률변수 Z1와 Z2가 분포 함수를 각각 G1(t)와 G2(t)(해당

생존함수 Ḡ1(t)와 Ḡ2(t))로 가질 때, 다음을 만족하면 Usual Stochastic Order의 의미에서 Z1가 Z2보

다작다고한다. ( Z1 ≤st Z2라표기한다.)

모든 t ∈ (−∞,∞)에대하여, G1(t) ≥ G2(t) (혹은 Ḡ1(t) ≤ Ḡ2(t))

두 모델의 비교를 위하여, 편의상 Model i, i = I, II의 확률변수, 결합생존함수, 주변생존함수를 각

각 X
[i]
1 와 X

[i]
2 , S[i](x1, x2), S

[i]
X1

(x1), S
[i]
X2

(x2), i = 1, 2로 나타내기로 한다. 다음 정리는 X
[i]
1 와 X

[i]
2 ,

i = 1, 2의크기를 Usual Stochastic Order의개념에기초하여비교한다.

정리 4.1 다음관계가성립한다.

X
[1]
j ≤st X

[2]
j , j = 1, 2.

증명: 위관계식을보이기위하여

S
[1]
Xj

(xj) ≤ S
[2]
Xj

(xj), ∀xj ≥ 0, j = 1, 2,

를보이면된다. 보조정리 2.2로부터

S[1](x1) =

∫ ∞

0

[ ∫ x1

0

{zλ2(u) + β2} exp
(
−

∫ x1−u

0

(α1(u,w)zλ1(u+ w) + β1 + β12)dw

)
× exp

(
−

∫ u

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)
du

+ exp

(
−

∫ x1

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)]
π(z)dz (4.1)

로주어지며, 또한정리 3.1을이용하여,

S[2](x1) =

∫ ∞

0

[ ∫ x1

0

{zλ2(u) + β2} exp
(
−

∫ x1−u

0

(α1(u,w)zλ1(u+ w) + β1)dw

)
× exp

(
−

∫ u

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)
du

+ exp

(
−

∫ x1

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw

)]
π(z)dz. (4.2)

식 (4.1)과식 (4.2)를비교하면쉽게

S
[1]
X1

(x1) ≤ S
[2]
X1

(x1), ∀xj ≥ 0,

임을보일수있다. �

이제 두 모형에서 확률변수 X1와 X2의 최소값 (minimum)과 최대값 (maximum)을 비교하는 문제

를 다루어보자. 이러한 문제는 신뢰성 이론에서는 직렬시스템과 병렬시스템의 수명을 비교하는 문제에

해당하며, 생명보험에서는 연생보험상품에서 보험금 지급 시점을 비교하는 문제로서 현실적으로 중요한

주제이다. 우선 X1와 X2의최소값과관련하여서는다음의결론을얻을수있다.

정리 4.2 다음관계가성립한다.

min{X [1]
1 , X

[1]
2 } =st min{X [2]

1 , X
[2]
2 },
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여기서기호 “Z1 =st Z2”는두확률변수의분포가동일함을의미한다.

증명: 정리 2.1로부터,

P (min{X [1]
1 , X

[1]
2 } > x) = S[1](x, x)

=

∫ ∞

0

exp(−
∫ x1

0

(zλ1(w) + zλ2(w) + β1 + β2 + β12)dw)π(z)dz,

로 주어지며, 정리 3.1으로부터 P (min{X [2]
1 , X

[2]
2 } > x) = S[2](x, x)역시 동일한 식으로 얻어짐을 쉽게

확인할수있다. �

따라서 두 모델에서 확률변수 X1와 X2의 최소값의 분포는 동일함을 알 수 있다. 다음 정리는 확률변수

X1와 X2의최대값을비교하는결과를제시한다.

정리 4.3 다음관계가성립한다.

max{X [1]
1 , X

[1]
2 } ≤st max{X [2]

1 , X
[2]
2 }.

증명: max{X [1]
1 , X

[1]
2 } 의생존함수는

P (max{X [1]
1 , X

[1]
2 } > x) = P (X

[1]
1 > x or X

[1]
2 > x)

= P (X
[1]
1 > x) + P (X

[1]
2 > x)− P (X

[1]
1 ≥ x,X

[1]
2 > x)

= S
[1]
X1

(x) + S
[1]
X2

(x)− S[1](x, x),

마찬가지로 max{X [2]
1 , X

[2]
2 } 의생존함수는

P (max{X [2]
1 , X

[2]
2 } > x) = S

[2]
X1

(x) + S
[2]
X2

(x)− S[2](x, x),

로주어진다. 정리 4.1과정리 4.2의결과를조합하면정리 4.3의결과를얻을수있다. �

5. 결 론

본 연구에서는 여러 요인이 동시에 수명에 영향을 주면서, 영향력의 크기가 상황에 따라 동적으로 변

화하는 신뢰성 모형 (reliability model)에 관한 연구를 수행하였다. 수명에 영향을 주는 요인으로, 자연

적 고장과 더불어 하나의 개체의 사망이나 고장으로 인한 잔여 개체에 대한 스트레스 증가, 외부 충격,

그리고생존환경스트레스수준을동시에고려하였다. 이들요인들을모두포함하는두가지모델을고

려하고, 이변량수명분포를유도하였다. 첫번째모델에서는하나의부품이고장난이후에도공통적인

shock process는 여전히 존재하여 나머지 부품의 고장에 영향을 미친다. 반면, 두 번째 모델의 경우 하

나의 부품이 고장 난 이후에는 공통적인 충격과정은 존재하지 않으며, 따라서 나머지 부품의 고장에 영

향을미치지않는다. 또한이들두모형을서로비교하며, 이들모형으로부터얻어지는최대값의분포와

최소값의분포를비교하고자하였다.

지금까지 주로 연구되어 온 신뢰성 모형들은 미리 정해진 고장률 함수에 의하여 표현되는 정적

(static)인 모형들이 대부분이었다. 하지만 분포를 표현할 수 있는 보다 정밀한 확률적 도구들이 개

발됨에따라복잡한개체의생존환경이나시스템의가동환경을고려한수명분포에관한연구가증가하

는 추세이다. 특히, 여러 요인이 동시에 수명에 영향을 줄 수 있으며, 이러한 영향력이 여러 상황에 따

라동적으로변화하는경우, 이러한영향을주는모든요인들을고려한수명분포모델링이필요하다. 이
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에 본 연구에서는 다양한 동적인 고장 원인들을 포함하는 수명분포에 관한 연구를 수행하였다. 향후 연

구에서는 본 연구에서 개발된 분포들을 신뢰성 이론, 생존 분석, 생명보험 등의 분야에 적용하는 연구를

수행하는것이의미있는후속연구가되리라기대한다.
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Abstract

Under variable complex operating environment, various factors can affect the life-

times of systems. In this research, we study bivariate reliability models having multiple

dynamic competing risks. As competing risks, in addition to the natural failure, we

consider the increased stress caused by the failure of one component, external shocks,

and the level of stress of the working environment at the same time. Considering two

reliability models which take into account all of these competing risks, we derive bi-

variate life distributions. Furthermore, we compare these two models and also compare

the distributions of maximum and minimum statistics in the two models.
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and minimum distributions, Poisson shock process.
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