
1. 서  론

교량의 유한요소모델개선은 교량의 구조적 안전성을 확보

하고 비용-효율적인 유지관리를 실현하기 위해 매우 중요한 

기술이다. 교량의 열화는 건설 직후부터 사용 하중 및 환경 하

중 하에서 발생되는데, 현재 교량의 열화정도가 허용범위 안

에 있고 교량의 기능을 수행하는데 문제가 없음을 확인하는 

과정이 필요하다. 교량 유한요소모델개선은 교량의 열화를 

정량적으로 평가할 수 있는 도구로써, 교량의 실측 구조응답

이 교량 유한요소모델이 예측하는 구조응답과 유사하도록 유

한요소모델의 구조계수를 조정하고, 가장 유사해지는 구조계

수값을 추정치로 사용한다. 신뢰성 있는 유한요소모델개선 

기술은 열화를 조기에 인지하고 대응함으로써 생애주기 유지

관리 비용을 줄이고, 중대한 열화가 발생 된 교량에는 필요한 

적절한 보수/보강 정도를 정하는 기본 자료로 활용될 수 있으

며, 과소보강으로 발생할 수 있는 위험과 과다보강으로 발생

하는 비용을 줄일 수 있다. 

유한요소모델 개선을 수행한 초기의 연구들은 대부분 상시

진동으로부터 얻어진 고유진동수 및 모드형상을 사용하여 다

양한 종류의 구조물에 대해서 수행되어왔다[현수교(Wang et 

al., 2010; Macdonald and Friswell, 2007), 사장교(Brownjohn 

and Xia, 2000; Park et al., 2014), PSC Box거더교(Bayraktar 

and Can, 2010; Lin et al., 2009), PSC거더교(Brownjohn et al., 

2003), 아치교(Jaishi et al., 2007)]. 또한 모드계수로 부터 계산

할 수 있는 모드 유연도행렬(Modal Flexibility)를 사용한 연구

(Jaishi et al., 2007)와 가속도와 각속도로부터 얻어진 모드계

수를 사용한 연구(Kim et al., 2015)도 있다. 

모드계수기반의 모델개선방법의 제한점은 데이터의 개수가 

적어서 많은 수의 구조 파라미터를 최적화변수로 설정할 경우 

불량조건문제(Ill-conditioned Problem)에 봉착 할 수 있다는 

점과, 둘째 모드계수로 개선된 유한요소모델이 정적응답예측

에 사용될 경우 결과의 정확성을 보장하기 어렵다는 점이다.

이를 극복하기 위해서, 최근에는 정적 변위 및 변형율 응답

을 이용한 유한요소모델개선 연구(Ren et al., 2011; Sanayei et 
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al., 2012; Liao et al., 2012) 및 정적 응답과 동적응답을 동시에 

사용하는 연구(Xiao et al., 2013; Jung and Kim, 2013)가 수행

되었고, 모드계수로 유한요소모델개선을 수행하고 정적응답

에 대하여 검증 한 연구(Wang et al., 2010)도 있다. 

유한요소 모델개선에서 중요한 이슈 중에 하나는 유한요소

모델의 모델링오차이다. 잘못된 유한요소모델구 조는 모델개

선 결과에 큰 오차를 유발할 수 있으므로 신중하게 선택되어

야 한다. 유발가능한 모델링 오차는 (1)경계조건의 불확실성

(Q. W. Zhang, T. Y. P. Chang, 2001), (2)구조부재간 연결상태

의 불확실성 , (3) 유한요소모델의 이산화에 따른 부정확성 등

이 있다. 모델링 오차가 내재된 유한요소모델을 이용하여 모

델 개선을 수행하면 구조계수 추정치가 편향될 수 있다(Sanayei 

et al., 2012; Schlune et al., 2009).

본 연구에서는 신뢰성 높은 유한요소모델 개선을 위하여 

계측된 정적응답과 동적응답을 합리적으로 통합하는 방법을 

제안하였으며, 이를 실내실험을 통하여 검증하였다.

2. 유한요소모델개선기법

2.1 기존의 모델개선기법

기존의 모델개선기법은 1) 상시진동시험으로 교량의 모드

계수를 추정(Brincker et al., 2001; Peeters and De Roeck, 

1999) 하고, 2) 교량 유한요소모델로부터 계산된 모드계수를 

이용하여 아래 식 (1) (단, 기존의 방법은 γ=0)과 같이 최적화 

목적함수(cost function)을 구성하고, 3) 목적함수가 최소화 되

도록 구조계수를 최적화한다. 주로 사용되는 최적화기 법은 

심플렉스방법(Nelder and Mead, 1964), 유전자알고리즘(McCall, 

2005), 혹은 Hybrid방법(Jung and Kim, 2013)등이 있는데, 심

렉스방법은 그 알고리즘이 매우 간단하고 계산시간이 짧은 

장점이 있지만, 경우에 따라 국부 해에 수렴하는 단점이 있고, 

유전자알고리즘은 전역적 최적해를 주는 장점이 있지만, 계

산 시간이 많이 걸리는 단점이 있다. Hybrid방법은 초기단계

에는 유전자알고리즘을 사용하고, 일정정도 수렴한 뒤에는 

심플렉스방법을 사용하여 수렴속도를 증가시키는 방법이다. 

최근에는 모드계수에 더해 정적응답 항을 목적함수에 추가하

여(식 (1), ≠) 유한요소모델을 개선하는 연구가 시도되었

다(Xiao et al., 2013; Jung and Kim, 2013).
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여기서,  , , 는 물리량별 가중치로써 ≤ ≤ , 

 이다. 
와 

는 각각 -번째 모드와 -번째 계측

변위의 가중치로써 
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EXP, 


EXP는 각각 유한요소모델로부터 계산된 -번째 모드의 고유

진동수, 모드형상, 실험으로부터 구한 -번째 고유진동수, 모

드형상이다. MAC은 Modal Assurance Criterion이다. 
, 


EXP는 각 각 -번째 하중 경우에 대한 유한요소모델로부터 

계산된 정적응답, 실험으로부터 구한 정적응답이다.  은 사

용된 모드의 개수,  은 사용된 하중위치의 개수이다.

2.2 제안된 동적/정적응답의 통합기법

동적응답과 정적응답 계측값을 식 (1)과 같은 형태로 통합

하는 기존의 방식은 구조물의 질량행렬을 정확하게 알고 있

다는 가정에 기반을 둔다. 이는 질량행렬이 
, 

 를 계

산하는데 필요하기 때문이다. 만약 알고 있는 질량행렬이 부

정확하다면, 
, 

 값에 오차가 발생하고, 따라서 
, 


 이 오차 없이 계측되었다고 하더라도 목적함수의 동적

응답 관련항을 0으로 만들지 못한다. 가정된 질량행렬이 가지

는 오차는 강성행렬추정의 오차로 전파된다. 일반적으로 도

면으로부터 추정된 질량행렬이 실제 구조물의 값과 큰 차이

가 없다고 추측되지만, 이는 엄밀히 검증/보고된 바가 없다.

본 연구에서는 이러한 가정을 사용하지 않으면서 동적/정

적응답을 통합 할 수 있고, 구조계의 질량행렬을 추정할 수 있

는 방법을 Fig. 1과 같이 제안하였다. 

제안된 기법은 두 가지 단계로 구성되는데, 첫째, 정적하중

입력-변위출력관계로 부터 구조물의 강성행렬개선을 수행하

고, 둘째, 개선된 강성행렬과 계측된 저차의 몇 개의 고유진동

수를 이용하여 질량행렬을 개선한다. 제안된 방법은 강성행

렬개선과정에서 질량행렬에 대한 가정을 사용하지 않음으로

써 위에서 설명한 에러전파의 가능성이 없고, 강성행렬과 질

량행렬을 함께 개선할 수 있는 장점을 가진다. 

제안된 기법을 실제 교량 구조물에 적용하기 위해서 정적 

하중입력/변위출력관계를 계측하는 것이 필요하다. 이러한 

물리량의 계측은 현실적으로 거의 불가능한 것으로 인식되어

왔으나, 최근 계측장비의 발달과 대중화로 가능해졌다. 차량

하중 위치의 경우, 재하차량에 반사경을 부착하고 Robotic 

Total Station을 이용하여 반사경의 위치를 20Hz이상의 샘플

링 주파수로 계측할 수 있다(Westgate et al., 2014). 혹은 

GPS-RTK(Real Time Kinematic) 수신기를 재하차량 상부에 

설치하면 재하 차량의 위치를 cm 레벨의 정확도로 계측 할 수 

있다(Kaloop and Li, 2009). 교량의 변위응답의 경우, 망원 렌

즈/캠코더/노트북으로 구성된 Computer Vision 시스템을 이



12 한국구조물진단유지관리공학회 논문집 제20권 제3호(2016. 5)

용하면 비교적 용이하게 계측할 수 있다(Lee and Shinozuka, 

2006).

3. 모형교량 실내실험 검증

제안된 기법의 검증을 위하여, 축소모형교량을 제작하였

다. 본 모형교량은 중부내륙고속도로 시험도로구간의 삼승교

의 단순화된 모형이고, 변위계측의 용이성을 위하여 유연한 

폴리카보네이트를 사용하였다. 모형교량은 삼승교의 1/20 축

소모형으로서 길이 2 m, 폭 0.39 m 제작하였으며, 제작의 편

이성을 위해서 5개의 종거더를 3개로 줄이고, 3가지 형식의 

횡방향 부재(브레이싱, 다이아프램, 가로보)를 1가지 형식으

로 단순화하였다. 교량의 지점부는 지점부 회전강성을 모사

하기 위하여 폴리카보네이트 기둥으로 제작되었다(Fig. 2). 

축소모형교량의 유한요소모델은 ANSYS를 이용하였다. 바

닥판, 종거더, 횡거더는 얇은 판의 형태이므로, 판의 거동을 

잘 모사할 수 있는 Shell181 요소로, 지점부 기둥은 길이가 상

대적으로 긴 사각단면 부재이므로, Beam 188 요소로 모델링 

되었다(Fig. 3). 모형교량의 바닥판과 거더는 접착하여 일체 

거동하도록 제작하였으며, 유한요소모델에서는 바닥판과 거

더를 Rigid Link 요소로 연결하여 일체 거동하도록 모델링 하

였다. ANSYS는 APDL(Ansys Parametric Design Language)

을 통해 일괄처리(Batch-run)하기 용이하므로 선택되었고, 

MATLAB 상에서 유한요소모델개선 최적화 루틴이 수행되

면서, ANSYS 입력파일을 생성하고, ANSYS를 실행하고, 출

력결과를 읽어 들이도록 설정되었다. 

본 실험에서는 제안된 기법을 이용하여 모형교량의 재료 

폴리카보네이트의 탄성계수를 추정하고, UTM(Universal 

Testing Machine)으로부터 얻어진 값과 비교하여 제안된 기

법의 정확성을 검증하였다. 또한 기존의 동적응답기반 유한

요소모델개선이 수행되었고, 제안된 기법과 비교되었다. 질

량밀도에 대한 추정도 수행되었다.

3.1 폴리카보네이트의 탄성계수 측정

모형교량의 재료인 폴리카보네이트의 탄성계수(Young’s 

(a) The front view 

(b) Section of the girder and the support

Fig. 2 The Scale Model Bridge

Fig. 3 Finite element model of the scale model bridge Finite element

model of the scale model bridge

Fig. 1 Proposed FEMU approach by combining Dynamic and Static responses
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Modulus)를 Universal Testing Machine을 이용하여 측정하였

다. 모형교량 제작에 사용된 폴리카보네이트의 인장 시편 3개

에 대하여 반복 실험하였고, 응력-변형율 곡선(Fig. 4(a))의 원

점에서의 기울기를 곡선 맞춤(curve-fitting)하여 세 시편의 탄

성계수를 각각 구하였다. 그 평균값은 2.56 GPa, 표준편차는 

42 MPa였고, 그 분포를 정규분포로 가정했을 때의 확률밀도

함수는 Fig. 4(b)와 같다.

3.2 정적응답을 이용한 탄성계수 측정

Fig. 5에서 보는 바와 같이 11 kgf의 추 1개를 이용하여 내측

거더와 외측거더에서의 중앙경간 및  경간의 총 4개소에 

하중을 각각 가했으며, 중앙견간 중앙거더와 외측거더의 수

직처짐을 2개의 레이져 변위계(Optex CD4-350)를 이용하여 

계측하였다. 계측 노이즈를 포함하여 제안된 기법의 불확실

성을 관찰하기위하여, 추를 올리고 처짐값을 계측하는 과정

을 각 5회 반복하였다. Fig. 6은 내측거더- 경간에 재하 되

었을 때의 수직처짐 시계열이다.

실측변위와 유한요소모델의 예측변위가 가장 유사하게 되

는 탄성계수 값이 추정되었다. 유사성을 나타내는 기준으로 

다음과 같은 적합도(Fitness)를 사용하였다. 

(a) Stress-Strain curve

(b) Distribution of Young’s modulus

Fig. 4 Estimation of Young’s modulus of the Polycarbonate using 

by UTM

Fig. 5 Locations of loadings, displacement sensors and accelerometers

Fig. 6 Time history of displacement measurements when loaded at 

the quarter-point of the middle girder

(a) Fitness

(b) Distribution of Young’s modulus

Fig. 7 Estimated Young’s modulus using the static load input-deflection

output
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  ∥EXP∥

∥EXP∥ ×  (2)

여기서, EXP  
EXP ⋯

EXP
EXP ⋯

EXP, 
EXP, 

EXP는 각각 

실험으로부터 얻은 -번째 하중위치에서의 중앙거더에서의 

처짐과 외측거더에서의 처짐이다. 은 유한요소모델로부

터 얻은 처짐으로 구성되고, EXP와 동일한 형태를 가지는 열

벡터이다. ∥∙∥는 2-norm이다.

Fig. 7(a)는 5회 반복실험에 대한 적합도 곡선들의 평균과 

+1 수준을 보여준다. 각 적합도 곡선의 극대점에서의 탄성

계수 값이 추정치로 선택되었고, 이들이 정규 분포를 따른다

고 가정했을 때의 확률밀도함수는 Fig. 7(b)와 같다. 그림에서 

보는 바와 같이 정적 처짐을 바탕으로 구한 탄성계수의 분포

는 UTM 실험으로 부터 구한 탄성계수값에 매우 근접함을 알 

수 있다. UTM결과의 평균값과 내측/외측거더 정적 처짐으로

부터 추정된 결과 간의 오차는 1.2% 였다. 

본 실내실험으로부터 정적입출력관계로부터 모형교량의 

탄성계수를 합리적으로 추정함을 관찰하였다.

3.3 동적응답 데이터를 이용한 탄성계수 추정

동적실험은 Fig. 5와 같이 3개의 가속도센서(PCB 333B32)

를 이용하여, 4분간의 상시진동 계측을 5회 반복하였다. 계측

된 시계열과 에너지 스펙트럼 밀도(Power Spectral Density, 

PSD)는 Fig. 8에 나타나있다. 

계측된 가속도응답에 대하여 추계론적 부공간 규명법

(Stochastic Subspace Identification, SSI)을 이용하여 모드계

수를 추정하였다. 추정된 고유진동수는 Table 1에 나타나 있

고, 모드형상은 Fig. 9에 나타나있다.

(a) Acceleration Data

(b) Power Spectral Density of Acceleration

Fig. 8 Acceleration Measurements

Table 1 Estimated natural frequency using by SSI

Mode 1st mode 2nd mode 3rd mode

Average 12.40 Hz 17.40 Hz 44.82 Hz

Std. 0.002 6Hz 0.0089 Hz 0.0051 Hz

Table 2 Estimated Young’s modulus using by natural frequency

Mode Average(Std.) Difference from UTM

1st mode 2.62 GPa(1 MPa) 2.3 %

2nd mode 2.90 GPa(3 MPa) 13.5 %

3rd mode 2.46 GPa(1 MPa) -3.9 %

(a) 1st mode

(b) 2nd mode

(c) 3rd mode 

Fig. 9 Estimated mode shapes from ambient vibration measurements 

of the scale model bridge

Fig. 10 Estimation of Young’s modulus using by natural 

frequencies
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유한요소모델로부터 탄성계수와 1차-3차 고유진동수와의 

관계를 Fig. 10과 같이 구하였다. 실험으로부터 얻어진 고유

진동수와 이 관계를 이용하여 탄성계수를 추정하였으며, 5개

의 반복실험에 대해서 얻어진 탄성계수 값들의 분포를 정규

분포로 가정했을 때의 확률밀도함수는 Fig. 11과 같다. 여기

에서 보는 바와 같이, 각 모드의 고유진동수로 부터 구한 탄성

계수값에 모드별로 상당한 편차가 존재(Table 2)함을 알 수 있

다. UTM으로 추정된 탄성계수 평균값과 비교하였을 때, 1차 

모드는 유사하게(오차 2.5%) 추정되었나, 2차 모드는 크게

(13.5%), 3차 모드는 작게(오차 -3.9%) 추정 되었다. 

이러한 오차의 정확한 원인은 명확하지 않으나, 유한요소

모델의 모델링에러가 원인일 수 있다. 이론적으로 모델링에

러가 없다면 실측된 각각의 고유진동수는 모두 동일한 혹은 

유사한 탄성계수 값을 주어야하지만, 모델링오차가 있다면 

서로 다른 추정 값을 줄 수 있다. 

3.4 정적응답과 동적응답을 이용한 질량밀도 추정

정적실험에서 추정된 강성행렬과 동적실험으로부터 얻어

진 고유주파수를 이용하면 구조물의 질량밀도를 추정할 수 

있다. 유한요소모델이 예측하는 고유진동수와 실측 고유진동

수가 유사하도록 유한요소모델의 미지의 질량행렬을 조정할 

수 있으며, 가장 근접한 질량행렬값을 유한요소모델의 질량

행렬 추정치로 사용할 수 있다. 

본 실험에서는 동적실험으로 얻어진 1차 고유진동수만을 

이용하여 질량밀도를 추정하였다. 이전 절에서 토의한 것과 

같이 계측된 2차 3차 고유진동수는 유한요소모델링 오차가 

존재할 가능성이 있으므로 사용하지 않았고, 1차 고유진동수

만을 이용하여 질량행렬을 추정하였다.

유한요소모델로부터 질량밀도와 1차 고유진동수의 관계

를 Fig. 12와 같이 구하였고, 계측된 1차 고유진동수를 사용하

여 질량밀도를 추정하였다. 추정된 질량밀도의 평균은 1185 

kg/m3이었고, 표준편차는 0.506 kg/m3이었다. 이 평균값은 실

제 폴리카보네이트의 질량밀도와 1.3%의 오차를 보였다. 

4. 모델링오차에 대한 토의

동적응답을 이용한 탄성계수추정결과로부터 본 연구에서 

사용된 유한요소모델이 2차, 3차 모드를 예측하는데 있어서 

모델링오차가 존재할 가능성을 보여주었다. 본 절에서는 정

적거동에 대한 모델링오차에 대해서 토의하기 위하여, 계측

된 정적입출력관계 데이터를 몇 개의 부분집합으로 나누어 

적합도를 계산하고 각 부분집합에 대한 탄성계수 추정결과를 

비교하였다.

첫째, 4개의 하중입력경우를 모두 사용하지만 1개 센서의 

변위응답 만을 사용한 경우의 적합도를 Fig. 13에 나타내었다. 

적합도의 극대점에서의 탄성계수 값이 외/내측거더변위에 대

해서 서로 다른 값으로 존재하고, 따라서 Fig. 13(b)에서와 같

이 탄성계수분포가 서로 분리됨을 관찰할 수 있다. 외측거더

의 탄성계수분포는 UTM 결과와 매우 유사하나, 내측거더의 

탄성계수분포는 UTM결과에 비해 500 MPa 정도 높아진 것을 

알 수 있다.

둘째, 1개의 하중입력경우와 1개 센서의 변위응답 만을 사

용한 경우의 탄성계수의 분포는 Fig. 14와 같다. 탄성계수의 

분포가 더 자세히 분리되는 것을 관찰할 수 있다. 동적응답을 

이용한 탄성계수추정 결과가 모델링오차의 존재가능성을 보

였듯이, 정적응답을 이용한 탄성계수추정 결과도 비슷한 경

향을 보여주었다.

유한요소모델의 모델링 오차는 정확히 모델링하기 어려운 

Fig. 11 Normal distribution curve of estimated Young’s modulus 

using by natural frequencies
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지점조건 불확실성과 부재간 연결상태의 불확실성으로 인해 

정적/동적 거동을 막론하고 존재한다고 보는 것이 합리적이

며, 위 실험결과로부터 확인할 수 있다. 이로 인한 강성추정의 

부정확성을 최소화하기 위한 현실적인 방법은, 첫째, 되도록 

고차의 동적응답을 사용하지 않고, 둘째, 많은 정적응답 계측

값을 사용하여 평균적인 추정값을 얻는 것일 수 있다. 

5. 결  론

제안된 기법으로 실내실험 모형교량에 대하여 탄성계수와 

질량밀도를 합리적으로 추정할 수 있음을 실험적으로 확인하

였다. 모형교량의 정적응답 계측치로부터 탄성계수를 합리적

으로 추정하였고(오차 1.2%). 추정된 탄성계수와 실측 1차 고

유진동수를 이용하여 모형교량의 질량밀도를 합리적으로 추

정하였다(오차 1.3%).

동적응답을 사용한 기존의 유한요소모델기법과의 비교로

부터, 고유진동수만을 사용한 모델개선은 고차모드를 사용할 

경우 큰 오차를 가짐을 관찰하였다. 
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요 지 : 본 연구는 단경간 교량의 정적하중입력/변위출력관계를 이용한 새로운 교량 유한요소모델 개선 방법을 제안하였고, 실내 모형교량 

실험을 통해 검증하였다. 기존의 유한요소모델개선기법은 실험으로부터 얻어진 모드계수와 유한요소모델로부터 예측된 모드계수가 유사해

지도록 유한요소모델을 개선하는데, 이 과정에서 구조계의 질량행렬에 대한 가정을 필요로 한다. 제안된 기법은 질량행렬을 가정하지 않고, 오

히려 질량행렬 추정을 가능하게 하는 장점을 가진다. 제안된 기법은 두 단계로 구성된다. 첫째, 정적 하중입력-변위응답으로부터 강성행렬을 

개선하고, 둘째, 실측된 고유진동수를 이용하여 질량행렬을 개선한다. 실험검증을 위하여 실내 모형교량을 제작하였고, 제안된 기법을 이용하

여 모형교량의 탄성계수를 추정하였으며, Universal Testing Machine으로 부터 얻어진 탄성계수와 비교하였다. 또한 기존의 유한요소모델개

선기법으로 추정된 탄성계수와 비교하였다. 실험의 결과들로부터 제안된 기법이 합리적으로 탄성계수와 질량밀도를 추정하는 것이 관찰되었

고, 기존의 유한요소모델개선기법은 고차모드를 사용했을 때 상대적으로 큰 오차를 주는 것이 관찰되었다. 추가적으로 유한요소모델링 오차

에 대하여 토의하였다.

핵심용어 : 단경간 교량, 유한요소모델개선, 동적실험, 정적실험, 데이터 통합




