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압축센싱기법 기반 L1-SVD 도래각 추정

Compressive Sensing-Based L1-SVD DOA Estimation
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요  약

안테나 배열을 통한 방향 탐지는 여러 분야에서 활발하게 이루어지고 있는 연구 분야이다. Beamforming, Capon’s me-
thod, maximum likelihood(ML), MUSIC 등과 같은 방향 탐지 알고리즘이 대표적이다. 최근 방향 탐지 이론은 압축센싱기
법을 이용하여 신호의 희소도를 이용한 방법의 연구가 수행되고 있다. 본 논문에서는 그 중 하나인 신호의 데이터 행렬
을 fitting하는 L1-SVD 알고리즘의 성능을 알아보기 위해 MUSIC 알고리즘과 비교하여 장단점을 알아본다.

Abstract

There have been many studies on the direction-of-arrival(DOA) estimation algorithm using antenna arrays. Beamforming, Capon’s 
method, maximum likelihood, MUSIC algorithms are the main algorithms for the DOA estimation. Recently, compressive sensing -based 
DOA estimation algorithm exploiting the sparsity of the incident signals has attracted much attention in the signal processing community. 
In this paper, the performance of the L1-SVD algorithm, which is based on fitting of the data matrix, is compared with that of the 
MUSIC algorithm.
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Ⅰ. 서  론      

압축센싱 기법은 2006년 이후 신호처리 관련 학회를
중심으로 장기간 연구되어온 탄탄한 이론적 토대에 근거

를 두고 성장하고 있는 기법으로, 기존의 도래각 추정 기
법과는 근본적으로 다른 기술적 방식으로 접근할 수 있

는 방법을 제시한다. 압축센싱 기법은 신호가 희소(spar-
se)하다는 성질을 이용하여 도래각 추정 기술에 접근하는
방식이다[1]～[3]. 신호의 희소도(sparsity)를이용함으로써 제
한이 되었던 안테나 소자 수 이상의 신호가 입사하는 경

우, 도래각 추정이 불가능한 약점을 기술적으로 극복할
수있다[4],[5]. 데이터행렬을 fitting하는 방식중하나인 L1- 
SVD 알고리즘은 초기에는 데이터 행렬의 한 개의 스냅
샷만을 이용하여 fitting하는 것에서 시작하여 모든 스냅
샷을 이용하여 추정하는 방법을 이용함으로써 정확성을

높였지만, 계산양이 많은 문제가 발생했다. 해당 문제를
해결하기 위해 데이터 행렬을 SVD 분해하여 정보를 최
대한 얻으면서 계산양을 줄이는 L1-SVD 알고리즘이 완
성되었다[4]. 현재 도래각 추정에 있어 많이 쓰이는 MU-
SIC 알고리즘인 경우, 구현 시 잡음부 공간과 신호 부공
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간을 구분해야 하기에 입사신호의 개수를 알아야 한다는

조건이 존재한다. 또한, 다수 개의입사 신호가 상관이 있
을 경우, 공분산행렬의 rank와 입사신호의 개수가 같지
않게 되어 이 경우 도래각 추정시 MUSIC 알고리즘의 성
능이 매우 저하된다는 문제점을 갖고 있다. 이에 반해
L1-SVD는 입사신호 개수 정보가 불필요하고, 다수개의
입사 신호가 상관이 있더라도 공분산 행렬의 rank와 입사
신호의 개수가 같다는 성질을 이용하지 않으므로 성능의

저하가 적다는 장점을 갖고 있다. 
본 논문에서는 L1-SVD의 알고리즘의 성능을 알아보기

위해 MUSIC 알고리즘과 비교하여 장단점을 알아보았다.

Ⅱ. 데이터 행렬의 특이값 분해(Singular Value 
Decompositio: SVD)를 통한 도래각 추정[4]

개의 안테나 배열에서 수신한 데이터 는 다음

과 같다.
  

( ) ( ) ( ) { }1,         , , .Tt t t t t t+ Îy = As n L (1)
    

( ) ( ) ( )1 , ,
T

Mt y t y t= é ùë ûy L (2)
    

( ) ( ) ( )1 , ,
T

Nt s t s t
q

é ù= ë ûs L (3)
    

( ) ( ) ( )1 , ,
T

Mt n t n t= é ùë ûn L (4)
  

잡음을 의미하는  ⋯ 는 실수부와 허수부

의 분산이 각각 이고, 평균이 0인 정규분포를 따르는
복소 랜덤 변수라고 가정한다. 따라서 n는 복소 정규
분포 랜덤 벡터이다. 위 식에서 은 배열 수를 의미하
고, 는 탐색 범위 내 도래각 후보군 의 개수이다. 이
를 이용해 를 다음과 같이 정의할 수 있다.

  

( ) ( )1 , , Nq
q qé ù= ë ûA a aL (5)

    

( ) ( ) ( )1 , ,
T

n n M na aq q q= é ùë ûa L (6)
  
N Mq ? 이기 때문에 식 (1)는 비결정 시스템(under de-

termined system)이다. 입사신호의 입사 개수를 d라고 정

의하면, N dq ? 이다.
여러 스냅샷을 고려할 경우, 다음과 같이 행렬을 정의

한다.
  

( ) ( )1 , , Tt t= é ùë ûY y yL (7)
    

( ) ( )1 , , Tt t= é ùë ûS s sL (8)
    

( ) ( )1 , , Tt t= é ùë ûN n nL (9)
    

= +Y AS N (10)
  
식 (10)을 압축 센싱 기법을 통해서 희소한 를 구하

고, 0이 아닌 값이 위치한 색인(index)을 통해 도래각을
추정할 수 있다.
다수의 스냅샷을 이용하는 방법은 계산양이 많다는 문

제를 갖고 있다. 데이터 행렬 Y의 특이값 분해를 통한
도래각 추정 기법은 계산양이 많다는 문제를 극복할 수

있다. Y행렬의 특이값 분해를 통해 특이값과 특이벡터

를 이용해 대부분의 정보를 담을 수 있는 SVY 를 정의하

면서 시작된다. Y행렬의 SVD는 다음과 같다.
  

, : Hermitian
, , : Hermitian

: diagonal

H

H H

ì =
ï =í
ï
î

UU I U
Y = ULV VV I V

L

행렬

행렬

(11)
  

U의 열들은 Y행렬의 왼쪽 특이벡터이고, V의 열들

은 Y행렬의 오른쪽 특이벡터이다. 그리고 L의 대각선

성분은 Y행렬의 특이값이다.

 Y의 특이값과 특이벡터를 이용해 SVY 를 정의한다.
  

SV K K= =Y ULD YVD (12)
    

[ ]H
K K=D I 0 (13)

  

 KI 는 K K´ 의 기본행렬이고, 0은 ( )K T K´ -  크기
의 모든 성분이 0인 행렬을 의미한다. 여기서 K 는 입사
신호 개수이다. SVY 행렬의 크기는 M K´ 로 Y행렬의
크기보다 감소하면서 ( )K T= Y와 유사한 데이터를 유
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지할 수 있게 된다. 유사한 방식으로 다음을 정의할 수
있다.

  

SV K=S SVD (14)
    

SV K=N NVD (15)
  

위 식과 같이 SVS 와 SVN 를 정의할 수 있고, 이 행렬
들을 이용해 SVY 를 표현하면 다음과 같다.

  

SV SV SV= +Y AS N (16)
  

SVY 의 각각의 열들은 신호부공간의 특이벡터와 연관

되어 있기 때문에 열마다 표현하면 다음과 같다.
  

( ) ( ) ( )     1, ,SV SV SVk k k k K= + =y As n L (17)
  
특이벡터방향으로 희소하지 않고 공간적으로 희소함

을 이용하여 샘플링을 종합적으로 이용하는 방법
[4]
과 유

사하게 풀 수 있다.
  

( ) ( )2
2

1
          1, ,K SV

i ik
s s k i Nq=

= =ål% L (18)
  

( )2
is l% 를 모두 모은 벡터를 ( )2s l% 라고 정의하면 다음과

같은 비용함수를 정의할 수 있다.
  

( )22

1
min SV SV f

l- +Y AS s l% (19)
  

l는 svS 를 수신 받은데이터와 좀 더 일치하게 fitting

을 할지, 아니면 svS 를 좀 더 희소하게 만들지를 결정하

는 가중치이다. 식 (19)의 비용함수의 첫 번째 항은 배열
신호 모델링에 잘 fitting하면 작은 값을 가지는 부분이며, 
두 번째 항은 희소할수록 작은 값을 가지는 항이다. l값
을 작게 하면 전체 비용함수 중 첫 항이 우세하므로 배

열신호 모델링에 잘 맞는 해를 찾는 쪽에 중점을 두며, 
l값을크게 하면 전체비용함수중 두 번째항이우세하
여 희소한 해를 찾는 쪽에 중점을 둔다. 본 논문에서는
L1-SVD 성능분석을 수행하는데 식 (19)를 이용했다.
위 식을 제한조건이 있는 비용함수로 표현하면 다음과

같다.
  

( )2 2 2

1
min  subject to SV SV f

b£s Y - ASl%
(20)

  

l  선택법을 설명하기에 앞서 chi-square 분포에 대해
알아본다

[6].

{ },  1, ,iX i n= L 가 I.I.D(Independent and Identically Dis-

tributed)이고, 평균이 0이며, 분산이 2s 인 정규분포 랜덤

변수일 때, 다음과 같이 X 를 정의한다.
  

2

1

n

i
i

X X
=

=å
(21)

  

위 식을 통해 X 는자유도가 n인 chi-square 랜덤 변수
이며, X 의 PDF(Probability Density Function)와 CDF(Cu-
mulative Distribution Function)는 다음과 같다.

  

( )
2

2

1
22

/2
,

1       0
2

2
0                                        otherwise

xn

n n
n

x e x
np x

s

s
s

--ì
>ïï æ ö= Gí ç ÷

è øï
ïî (22)

    

( )
2

2

1
2

2
0,

11       0
! 2

0                                        otherwise

kx m

kn

xe xF x k
s

s s

--

=

ì æ ö- >ï ç ÷= í è ø
ï
î

å

(23)
  

이때 랜덤 변수 X 의 평균과 분산은 다음과 같다.
  

[ ] 2E X ns= (24)
    

[ ] 4var 2X ns= (25)

2-1 l 의 선택

양수 l를 변화하면서 그 때마다 구한 해를 l의 함수
( )SV lS 로 저장한다. 신호의 신호대잡음비에 따라서 l

를 선택하는 방법이 달라진다.

2-1-1 높은 신호대잡음비(50 dB 이상)

높은 신호대잡음비인 경우, 



압축센싱기법 기반 L1-SVD 도래각 추정

391

( ) ( )2 22

1 1 1 1

M K M K

SV i j i jf
i j i j

n t n t
= = = =

= »åå ååN % 이므로
2

SV f
N 가

자유도가 2MK인 chi-square 분포를따름을 알 수 있다[6]. 

따라서 다음과 같은 식을 만족하는 l를 선택하면 된다.
( ( )SV lS 가 원하는 해가 된다.)

  

( ) 2 2 22SV SV SV ff
E E MKl sé ù é ù- » =ë ûë û
Y AS N

(26)

2-1-2 낮은 신호대잡음비(—20 dB 이하)

낮은 신호대잡음비인 경우, N의 크기가 매우 커지게
되어 »Y N이 되고, 2 2

1

K

SV kf
k

s
=

»åN 으로 된다. 이때의

ks 는 Y의 내림차순으로 정렬된 특이값이다(잡음의

실수부와 허수부의 분산은
2
ks 임에 유의해야 한다.).

따라서 ( ) 2 2

1

K

SV SV kf
k

l s
=

- =åY AS 을 만족하는 ( )SV lS

를 찾고 그 때의 l 를 선택하면 된다.

2-2 b 의 선택

l의 선택에서 신호대잡음비에 따라 SVN 가 chi-square 
분포를 따르는지에 대한 여부를 알아보았다. 이 사실을
통해 b 을 선택하는 방법을 알아본다.

2-2-1 높은 신호대잡음비(50 dB 이상)

앞의 사실을 통해 높은 신호대잡음비인 경우 SVN 는

자유도가 2MK인 chi-square 분포를 따른다는 것을 알았
다. 따라서 b값은 자유도가 2MK인 chi-square의 CDF

가 0.99가 되는 랜덤변수 값을 2b 로 설정한다.
  

( )2
2

2 ,
0.99

MK
F

s
b = (27)

  

여기서 ( )2
2

2 ,MK
F

s
b 는 식 (23)에서 정의된다. 위 식을 통

해 2b 을 구하고, 식 (20)에 이용할 수 있게 된다.

2-2-2 낮은 신호대잡음비(—20 dB 이하)

신호대잡음비가 낮은 경우, 2-1-2를 통해 결과적으

로
2 2

1

K

SV kf
k

s
=

»åN 임을 알게 되었다. 2b 는 통계적으로

2
SV f

N 의 대부분의 값을 수용할 수 있는 값이 설정되어

야 하기 때문에 통계적으로
2

1

K

k
k

s
=
å 의 값을 구해봤을 때

2

1

K

k
k

s
=
å 의 값이 가장 큰 경우를 2b 으로 선택하여 식 (20)

을 이용하여 도래각 추정을 한다.

Ⅲ. 시뮬레이션 결과

반파장 간격의 8개의 안테나로 구성된 균일 선형 배열
안테나를 이용한다. 선형 안테나 배열 간격은 반파장으로
동일하다.
그림 1은 2개의 입사신호가 위와 같이 입사할 때, 각각

에 대해서 250번의 시뮬레이션을 하여 특이값과 SVN 을

이용하여 두 개의 연관성을 보인 그림이다. 낮은 신호대

표 1. 실험환경 파라미터
Table 1. Parameter of the simulation.

스냅샷 개수 200
입사신호 입사각 —45°, 45°

SNR —20 dB, 0 dB, 50 dB
입사각 범위 설정 —90° to 90°(1° 간격)

그림 1. Low SNR일 때, l  특이값과 잡음의 상관관계
Fig. 1. Correlation between l  singular value and noise when

low SNR.
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(a) 50 dB

(b) —20 dB

(c) 0 dB

그림 2. 선형배열 안테나에 상관이 없는 두 신호가 입사

할 때 MUSIC과 L1-SVD spectrum
Fig. 2. MUSIC and L1-SVD spectrum(linear array, two un-

correlated signals).

잡음비(—20 dB 이하)일 때 두 개의 값이 일치한다는 것
을 통해 특이값을 이용하여 인자 l를 설정할 수 있다는

것을 알 수 있다. 하지만 —10 dB 이상에서는 이러한 관
계가 성립하지 못한다는 것을 알 수 있다. 그러므로 높은
신호대잡음비이나 낮은 신호대잡음비가 아닌 —10 dB 이
상에서는 이러한 관계가 성립하지 못한다는 것을 알 수

있다. 그러므로 높은 신호대잡음비이나 낮은 신호대잡음
비이 아닌 —20～20 dB 사이에서는 2

SV f
N  자체를 이용

하여 파라미터(l )를 정한다.
동일한 환경에서 L1-SVD와 MUSIC을 비교하여 L1- 

SVD의 성능을 알아보았다. 그림 2(b)와 3(b)인 경우, 두
신호의 신호대잡음비가 —20 dB로 동일할 때, MUSIC과
L1-SVD 모두 실제 입사 각도를 추정하지 못하고 있음을
알 수 있다. 그림 2(a), (c)를 통해 상관없는 두 신호가 입
사할 때 50 dB와 0 dB인 경우 두 알고리즘 모두 제대로
된 첨두치(peak)을 찾지만, 성능 면에 있어서 추정입사각
도에서의 스펙트럼 전력과 아닌 지점들의 스펙트럼 전력

의 차이가 MUSIC보다 L1-SVD가 월등히 크기 때문에

L1-SVD가 MUSIC에 비하여 우수하다는 것을 알 수 있다. 
그림 3(a), (c)를 통해상관이 있는두 신호가 입사할 경우, 
역시 L1-SVD와 MUSIC 모두 50 dB와 0 dB인 경우 제대
로 된 첨두치를 찾지만, 이 경우 MUSIC 스펙트럼의 첨두
치와 첨두치가 아닌 점과의 전력 차이가 크지 않다는 것

을 확인할 수 있다. 이에 반해 L1-SVD인 경우, 상관이 없
을 때와 마찬가지로 첨두치가 아닌 점과의 전력 차이가

크다는 것을 확인하였다.

Ⅳ. 결  론

MUSIC인 경우, 도래각 추정시 공분산 행렬의 고유벡
터를 고유값에 따라 정렬 후 입사신호 개수만큼의 고유

벡터를 기저(basis)로 갖는 신호부 공간과 나머지 고유벡
터를 기저로 갖는 잡음부 공간으로 구분하여 알고리즘을

구현한다. 이와 같은 작업 수행 시 입사신호개수 정보가
필요하다. 이에 반해 L1-SVD인 경우, 신호부 공간과 잡음
부공간 분리 과정이 불필요하므로 입사신호 개수 추정이

불필요하다는 장점이 존재한다. 기본 MUSIC 알고리즘은
공분산 행렬의 rank가 입사신호 개수와 같음을 이용하며, 
이는 다수개의 입사신호 존재 시 입사신호들이 상관이

없을 경우에 성립하는 성질이며, 입사신호의 상관이 있을
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(a) 50 dB

(b) —20 dB

(c) 0 dB

그림 3. 선형배열 안테나에 상관이 있는 두 신호가 입사
할 때 MUSIC과 L1-SVD spectrum

Fig. 3. MUSIC and L1-SVD spectrum(linear array, two co-
rrelated signals).

경우, 공분산 행렬의 rank가 입사신호의 개수와 같지 않
다. 따라서 상관있는 입사신호 존재 시 기본 MUSIC 알고
리즘을 적용하면 도래각 추정 성능이 매우 저하되며, 이
문제의 해결을 위하여 spatial smoothing 등의 기법을 사용
해야 한다는 문제점이 존재한다

[7],[8]. 이에 반해 L1-SVd는
공분산 행렬의 rank와 입사신호의 개수와 같다는 성질을
이용하지 않으므로 다수개의 입사신호 존재 시 입사신호

가 상관이 있을 경우에도 성능 저하가 적다는 장점이 존

재한다. 
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