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균등 압력이 부과된 원형판의 변형에 대한 해석요소의 정확성 비교
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Abstract : The analysis of circular plates under the constant pressure are simplified as the loading conditions of the 
circular manhole. The theoretical solution of circular plates with respect to the constant pressures are derived by using 
the governing equation of plate deflection. The deflection and the radial stress distributions were calculated by the 
theory. Finite element solutions were conducted with respect to the element types of the continuum elements. The most 
accurate element was selected by comparisons of the theoretical solutions and simulated solutions. The C3D8I element 
type in brick-type continuum elements gave in a good accordance with the theoretical solutions.
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1. 서 론1)

원형 맨홀의 정적해석을 위하여 유한요소법을 도

입하고 있다.1,2) 이 때 3차원 연속체 요소의 선택은 해

의 정확성에 영향을 줄 수 있다. 원형 맨홀의 강도 평

가는 원형 맨홀의 상단부에 면압을 부과하여 지정 하

중 내에서 파단이나 형상의 변화가 없어야 한다. 예를 

들어 직경 648mm의 원형 맨홀의 경우, 45ton 즉 450 
kN의 하중에서 소성변형이 없어야 하는 조건이다.  3
차원 연속체 요소 중에서 피라미드형 요소는 복잡한 

모델에서 사용하기 편리하지만, 해의 관점에서는 보

다 강한(Stiff)한 해의 특성을 보일 수 있다. 따라서 상

대적인 비교가 아닌 절대적인 응력값의 비교를 위해

서는 요소의 선택에 의한 그리고, 요소의 사이즈의 선

택에 따른 값의 정확성을 비교하여야  한다. 다만, 복
잡한 형상에서는 유한요소화가 쉬운 피라미드형 4면
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체 요소를 쓰게 되는데, 이 경우는 해의 상대적 비교를 

통하여 설계변경을 추진할 수 있다.
본 연구에서는 맨홀의 강도평가에 앞서 원형 맨홀

과 유사한 경계조건을 가진 가장 간단한 형태의 원형

판에 대한 압력문제를 풀어 요소의 선택 및 사이즈의 

선택이 가능한 지에 대한 평가를 수행하였다. 원평판

에 대하여 판변형 이론을 이용하여 이론적으로 처짐

량 및 응력을 계산하고, 이에 해당하는 유한요소 해석

을 수행하여 요소 선택 및 요소의 사이즈에 대한 평가

를 수행하였다.

2. 판 변형 이론을 통한 이론해의 유도

2.1 판 변형 이론 해

판 변형에 대하여 몇 가지 주요 가정을 가지고 해를 

유도한다.3) 첫째, 중심면의 처짐은 판 두께에 비하여 

작고, 처진 면의 기울기는 1보다 매우 작다. 둘째, 중심
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면에 수직이었던 선은 굽힘변형 후에도 수직을 유지

한다. 이 가정을 통하여 수직전단변형률(  )은 무

시한다. 따라서 판의 처짐은 주로 굽힘 변형률에 의하

고 수직 방향 변형률도 무시한다. 셋째, 중심면의 변

형률 또는 평면 변형은 일어나지 않는다. 넷째, 수직방

향 응력은 무시한다. 이러한 가정은 다음의 식(1)을 만

들게 된다.

 


   


  






 


  





 

 





 

(1)

또한,   의 적분으로 식(2)를 가정할 수 있다.

  (2)

세 번째 가정에 의하여 식(3)을 구할 수 있다.

∂
∂
 ∂

∂ (3)

따라서 각 점에서의 변형률은 다음과 같다.

 

  


  

 (4)

이 식들을 일반적인 3차원 Hooke’s Law에 대입하고 

모멘트에 대하여 적분하면 다음의 식을 얻을 수 있다.

 
 



 ∂
∂

∂
∂ 

 
 



 


  (5)

 
 



 


여기서 D는 판강성 (flexural rigidity)으로

 

 (6)

이다.
판의 처짐이론에서 다음의 처짐식을 얻을 수 있다. 

∇ 
 (7)

여기서, p는 압력이다.

2.2 유사 경계조건에 의한 이론해

앞의 이론해에서 축대칭 원형판에 대하여 식 (7)을 

적분하면,






      (8)

이 되고, 적분상수를 이용하여 나타내면 균등 압력 

와 함께 다음과 같이 나타낼 수 있다.












ln




ln    (9)

끝단에 클램핑 조건을 부과하면, r=a일 때, w=0, 
  인 조건과 r=0일 때, 유한한 처짐을 나타내야 

한다는 조건을 이용하면,    과 다음의 식을 

얻을 수 있다.

 

   

 (10)

따라서 처짐과 모멘트, 응력은 다음과 같이 구해

진다.

 
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   

  

   

max  
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


(11)

이렇게 구한 식에 반경 a=300 mm, 두께 t=20 mm, 탄
성계수 E=200 GPa, 푸아슨 비 0.3, 균등 분포압력을 10 
MPa를 대입하여 처짐, 모멘트, 응력을 구하면 Fig. 1과 

같다. 이때 최대응력은 1687.5 MPa이며, 이 값은 이론

해로는 너무 큰 값이나, 이 값들은 선형으로 변화하기 

때문에 보다 큰 변형상태를 보여주기 위하여 대입한 

값들이다. 실제 비교에서는 보다 낮은 압력을 같이 비

교하였다. 
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(a) deflection

(b) Moments per unit length

(c) Radial stress

Fig. 1 Distributions of deflections, moments per unit 
length, and radial stress at pressure of 10 MPa by 
theoretical solutions

3. 유한요소 해석을 통한 비교

앞선 경계조건을 적용하여 유한요소해석을 수행한 

결과를 Fig. 2에 도시하였다. 우선 처짐량과 응력값을 

비교하였다. 중심부의 처짐이 가장 크며, 외곽 경계에

서는 슬로프가 없으며, 최대 응력은 경계에서 나타나 

(a) Deflection at p = 10 MPa

(b) von Mises Stress at p = 10 MPa

Fig. 2 Deflection and stress distributions at pressure of 10 
MPa by FE simulations

그림 상으로는 해와 유사한 결과를 보이는 것을 확인

할 수 있다.
보다 상세한 비교를 위하여 압력을 10, 4, 2 MPa로 

변화시키고, ABAQUS/Standard에서 선택할 수 있는 

요소들 중에서 육면체 요소를 C3D8R, C3D8, C3D8I를 

선택하여 비교하였다. C3D8R은 요소의 중심에서 저

감적분한 요소로 시간적 이득은 있으나, 조금 soft한 

결과를 보여주며, C3D8은 표준요소이며, C3D8I는 굽

힘에서 수정 보완된 요소로 적은 요소 사이즈에서도 

해를 잘 따라 가는 것으로 알려져 있다. Fig. 3에 각각

의 처짐량과 응력을 요소의 사이즈를 x축으로 하고, y
축을 이론치와 비교하여 도시하였다. y축 값이 1인 경

우가 해와 일치하는 것을 의미한다. 
C3D8R의 경우, 처짐은 요소의 사이즈가 커질수록 

커지며, 응력은 점차 낮아지는 것을 알 수 있으며, 
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(a) pressure = 10 MPa

(b) pressure = 4 MPa

(c) pressure = 2 MPa

Fig. 3 Deflection and Stress distributions at various 
pressures according to finite element types and mesh sizes

C3D8은 요소의 사이즈가 커짐에 따라 처짐은 커지지

만 C3D8R보다는 작은 증가를 보인다. 응력값은 동일

한 경향을 보인다. C3D8I요소는 요소의 사이즈에 따

른 처짐량은 거의 변화가 없어 굽힘이 보상된 요소로 

예상대로 보다 강건한 결과를 보여준다. 

4. 결 론

본 논문에서는 원형판의 처짐과 응력값을 판 이론

해를 통하여 계산하고, 그 결과와 유한요소 해석과의 

결과를 비교하여 해석에 사용할 수 있는 정확한 요소

를 판단하고자 하였다. 비교 결과 맨홀 사이즈 직경 

648 mm의 치수형태에 대하여 유한요소의 사이즈는 

약 6 mm정도를 사용하고, C3D8I요소를 사용하는 것

이 해의 정확성을 높일 수 있다고 할 수 있다.
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