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 미지의 상수 오프셋을 갖는 삼각함수 외란 추정을 위한 

모델기반 저차 외란 관측기 설계

Design of a Model-Based Low-Order Disturbance Observer to Estimate a Sinusoidal 

Disturbance with Unknown Constant Offset
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Abstract – In practical control systems differences between nominal and real systems arise from internal uncertainties and/or 

external disturbances. This paper presents a model-based low-order disturbance observer for a sinusoidal disturbance with 

unknown constant offset. By using the disturbance model of a biased harmonic signal, the proposed method can successfully 

estimate the biased sinusoidal disturbance with unknown amplitude and phase but known frequency. At the first stage of the 

observer design, a model-based disturbance observer is designed when all the system states are measurable. Next, a sufficient 

condition is presented for the proposed observer to estimate the sinusoidal disturbance with a minimal-order additional 

dynamics using only output measurement. Comparative computer simulations are performed to test the performance of the 

proposed method. The simulation results show the enhanced performance of the proposed disturbance observer.
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1. 서  론 

현대 산업의 고도화에 따라 고성능, 고정밀 제어가 다양한 시

스템에서 요구되고 있다. 실제 시스템에 존재하는 불확실성 및 

외란은 제어 시스템의 성능 및 안정성을 저하시키는 주된 요인이

다. 따라서 시스템의 불확실성 및 외란을 추정하고 고장을 분리

하거나 추정된 외란을 적절히 보상함으로써 불확실성에 대한 강

인성을 확보하기 위한 연구가 진행되고 있다[1, 2]. 

PID 제어기와 같이 제어 오차에 나타나는 외란의 영향을 제어

에 사용함으로써 외란을 보상하는 고전적인 제어 방법에 비해 외

란을 직접 추정하여 보상하는 외란 관측기 기반 제어 방법은 이

론적인 해석과 함께 실제 적용의 편의성으로 산업계에서 많이 적

용되고 있다[3-14]. 

외란 관측기 연구는 외란 관측기가 고려하는 외란이 관측기의 

동특성에 비해 충분히 느리게 변한다는 가정 하에서 외란의 모델

을 사용하지 않는 방법[3-8]과 외란을 다항함수 혹은 삼각함수 

형태로 가정하고 외란 모델을 활용하여 관측기를 설계하는 방법

[9-14]으로 구분할 수 있다. 본 논문에서 고려하는 모델기반 외

란 관측기는 후자의 경우이다. 이때, 외란을 시스템의 추가적인 

상태 변수로 정의하고 확장된 시스템에 대해 관측기를 구성한다

[9]. 이 방법의 장점 중 하나는 외란뿐만 아니라 시스템의 상태

를 출력 정보로부터 함께 추정할 수 있다는 점이다. 

한편, 관측기를 사용하면 전체 시스템의 차수가 증가하게 되

어 계산이 복잡해지고 연산량이 증가하게 된다. 이러한 문제점을 

해결하기 위해 축소차수 관측기 및 제어기 설계 연구가 진행되

어왔다[15-18]. 본 논문에서는 외란 모델과 측정 가능한 시스템

의 출력 정보를 사용하여 저차(low order)의 외란 관측기를 구

성하는 문제를 다룬다. 기존 결과로는 전체 상태 정보를 이용하

여 다항함수 및 삼각함수 외란을 추정하는 축소차수 관측기[2]

와 출력 정보만을 이용한 저차의 상수 외란 관측기[11]를 예로 

들 수 있다. 

논문 [11]에서는 먼저 상태 정보를 이용한 축소차수의 다항함

수 외란 관측기를 설계하고 이를 바탕으로 출력 정보를 이용한 

상수 외란 관측기를 제안하였다. 출력 정보를 이용한 외란 관측

기는 측정 불가능한 항으로 이루어진 행렬의 계수(rank)에 따라 

축소차수 관측기 보다 더 저차의 동특성으로 외란 추정이 가능하다. 

외란을 상수로 가정하면 삼각함수 외란과 같은 시변 외란에 

대해 추정 성능이 저하될 수 있다. 정밀한 외란 추정 성능을 위

해서는 관측기 이득을 키워야 하지만 지나치게 높은 관측기 이득

으로 피킹(peaking)이나 측정 잡음 등에 의해 제어 성능이 저하

되거나 시스템이 불안정하게 될 수 있다[2, 19, 20]. 따라서 삼각

함수 모델을 이용하여 외란을 추정하는 연구가 진행되고 있다[2, 

21-24]. 

본 논문에서는 상수 외란에 대한 기존 연구 결과를 확장하여 
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상수 오프셋을 갖는 삼각함수 외란을 추정하는 저차의 외란 관측

기를 설계한다. 이때 외란의 주파수는 알려져 있다고 가정한다[2, 

21, 22]. 관측기 설계 순서는 먼저 상태 정보를 이용한 새로운 

구조의 모델기반 외란 관측기를 설계한다. 제안된 새로운 구조의 

외란 관측기를 바탕으로 출력 정보만을 이용하는 저차의 외란 관

측기를 제안한다. 이때 출력 정보를 이용한 외란 관측기의 안정

성을 확인하기 위한 충분조건이 함께 제시된다. 제안하는 외란 

관측기의 성능 확인을 위해 상수 외란을 가정한 기존 결과와 비

교 모의실험을 실시한다. 외란 주파수의 변동에 따른 강인성 분

석을 위해 보드선도를 이용하여 외란 추정 성능을 확인한다. 

본 논문의 구성은 다음과 같다. 2.1절에서는 본 논문에서 다루

는 시스템을 소개한다. 2.2절에서는 모든 상태 변수가 측정 가능

한 경우 상태정보를 이용한 모델기반 외란 관측기를 설계한다. 

2.3절에서는 앞 절에서 설계한 외란 관측기를 이용하여 시스템의 

출력만을 이용하는 저차의 모델기반 외란 관측기를 설계한다. 3

장에서 제안하는 외란 관측기의 추정 성능을 모의실험하고, 4장

은 본 논문의 결론이다. 

2. 모델기반 외란 관측기 설계 

2.1 시스템 모델

본 논문에서는 아래와 같이 표현되는 시스템에 대해 출력 정

보만을 이용한 저차의 외란 관측기 설계 문제를 다룬다. 





 (1)

위 식에서 ∈ , ∈ , ∈, ∈은 각각 시스템의 

상태 변수, 입력, 외란, 출력을 나타내고, 행렬 ∈× , 
∈× , ∈× , ∈×은 각각 시스템 행렬, 입력 행렬, 

외란 행렬, 출력 행렬이다. 

출력 정보를 이용한 저차의 외란 관측기 설계에서 주로 다루

고 있는 상수[11] 혹은 삼각함수[21] 보다 일반적인 형태의 외

란을 다루기 위해, 본 논문에서는 아래 식과 같이 상수 오프셋을 

갖는 삼각함수 외란을 고려한다. 외란의 주파수 를 제외한 상

수  ,  ,  는 모두 미지의 값을 갖는다. 

  sin . (2)

첨언 1. 주파수가 알려진 삼각함수 외란을 추정하기 위한 연구

는 다수의 연구자들에 의해 연구되고 있다[2, 21, 22]. 미지의 주

파수를 갖는 경우에 대해서는 참고문헌 [23, 24]와 같이 주파수 

추정 방법과 결합하기 위한 추가 연구가 필요하다. 

다음 절에서는 시스템의 출력 정보를 이용한 저차의 외란 관

측기 설계에 앞서 모든 상태 변수 정보를 이용한 모델기반 외란 

관측기를 설계한다.

2.2 상태 정보를 이용한 모델기반 외란 관측기

식 (2)를 라플라스 변환하고 미지의 상수 값을 편의상 

   로 표현하면 아래 식과 같다.

d  


    (3)

위 식에서 d는 외란 의 라플라스 변환을 의미한다. 추정 

외란  을 설계하기 위해, 식 (3)에서 착안하여 외란 에서 외란 

추정 오차    까지 전달함수가 아래와 같은 경우를 생각

한다. 

d     
  d (4)

위 식에서 양수 는 추정 오차  가 0으로 수렴하는 속도를 

결정하는 설계 변수이다. 분모의 특성 다항식 계수     

는  가 0으로 수렴하도록 Hurwitz 다항식의 계수로 결정한다. 

식 (4)에 식 (3)을 대입하면 분자-분모 약분 후에 외란 추정 오

차 가 점근적으로 0으로 수렴함을 확인할 수 있다. 이 때,  및 

계수 가 추정 오차의 수렴 속도를 좌우함을 알 수 있다. 

추정 외란   로 쓸 수 있으므로 식 (4)로부터 추정 외

란  은 아래 식과 같이 표현할 수 있다. 

d     
 

  
 d (5)

식 (5)를 구현하기 위해 상태 공간 방정식으로 다시 쓰면 식 

(6)과 같다. 단, ∈ , ∈× , ∈×이고, 추정 외란 

  이다. 










  




 




 


























≡    (6)

다음으로 식 (6)에서 외란 의 사용을 피하기 위한 방법을 고

안한다. 식 (1)로부터 외란 는 행렬  의 pseudo inverse를 이

용하여 아래와 같이 나타낼 수 있다. 여기서 pseudo inverse 

는 을 만족하는 행벡터이다. 즉,   이다. 

. (7)

한편, 식 (7)에는 상태 변수의 미분이 포함되어 있으므로, 이를 

식 (6)에 대입할 때 미분의 사용을 피하기 위해 축소차수 관측기 
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설계시 사용되는 변수 치환 방법을 활용한다. 즉, 새로운 변수 

를 아래와 같이 정의한다. 

 
,   ∈ . (8)

식 (7)과 (8)을 이용하여 식 (6)을 다시 표현하면 상태 정보를 

이용한 모델기반 외란 관측기를 아래와 같이 설계할 수 있다. 이

는 본 논문의 첫 번째 결과이다. 

 

 


    
 

 


 (9)

시스템의 상태 정보는 많은 경우 제한적으로 측정 가능하므로, 

다음 절에서는 식 (9)에 근거하여 시스템의 출력 정보를 이용하

여 외란 를 추정하는 모델기반 저차 외란 관측기를 설계한다. 

 

2.3 출력 정보를 이용한 모델기반 저차 외란 관측기

출력 행렬 의 pseudo inverse ∈×를 이용하여 상태 

변수 를 측정 가능한 부분과 측정 불가능한 부분으로 분리하

여 나타내면 식 (10)과 같다. 단, ∈×은 단위행렬이고, 

∈×  이다.

 
≡ . (10)

식 (9)의 외란 관측기에서 상태 변수 를 식 (10)을 이용하여 

측정 가능한 부분과 불가능한 부분으로 구분하면 아래 식과 같다.

 




 





 




 (11)

위 식에서 측정 불가능한 항으로 이루어진 아래 행렬의 열벡

터 중 독립인 부분만 추정하면 저차의 외란 관측기를 설계할 수 

있다[11].




 










. (12)

위 행렬에서 독립인 열벡터가 개라면 아래 식을 만족하는 행

렬  ,  , 
 를 구할 수 있다. 이때, ∈× , ∈× , 

 ∈×이고, ≡라 정의한다. 즉, ∈이다. 




 










  



















. (13)

위 식에 의해 식 (11)에서 측정 불가능한 상태 변수를 추정하

는 문제는 식 (13)의  를 추정하는 문제로 바뀌고,  의 개수 

에 따라 축소 차수 관측기의 차수 ()보다 더 낮은 차수의 시

스템으로 외란 추정이 가능한 것을 알 수 있다.  의 추정치  을 

이용하여 식 (11)을 나타내면 아래 식과 같다.

 
 



 








 (14)

외란 추정 성능 확인과  의 설계를 위해 추정 오차 변수

   를 이용하여 식 (14)를 다시 쓰면 아래와 같다.

 
 



 







 (15)

식 (15)에서  가 0으로 수렴하면 식 (15)는 2.3절의 상태 정

보를 이용한 모델기반 외란 관측기 (9)와 같게 되어 외란 추정이 

가능함을 예상할 수 있다. 이 때, 시스템 (15)의 안정도 분석은 

 의 동특성뿐만 아니라  와 를 포함한 전체 시스템을 고려해

야한다. 본 논문에서는 안정도 분석 및 설계의 편의를 위해 참고 

논문 [11]에서와 같이  의 동특성이 나머지 상태들과 독립적인 

조건을 구한다. 

이제  를 추정하기 위한 을 설계한다.  의 설계는 새로운 

변수 를 이용하여 아래와 같이 축소 차수 관측기 형태로 설계

한다. 단, 은 설계 파라미터이다.

 
 ∈ . (16)

변수 에 대한 정의와 식 (16)으로부터  의 동역학은 아래 

식과 같다.

 
 

 

 



 

 (17)

식 (17)의 을 아래 식 (18)과 같이 결정하면 식 (17)은 식 

(19)와 같이 표현된다. 단, 과 은 뒤에서 결정할 설계 파라미

터이고, 은 Hurwitz 행렬로 정한다. 

 
 


  (18)




 


 (19)

식 (19)에서 설계 파라미터인 ,  , 을 아래의 조건 식 
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(20)을 만족하도록 설계하면  의 동역학은 식 (21)과 같다.


   (20a)

   (20b)

 
   (21)

첨언 2. 식 (20a)는  의 동역학에서 시스템 상태  의 동역학

을 분리하기 위한 조건이고, 식 (20b)는  의 식에서 관측 오차 

 의 동역학을 분리하기 위한 조건이다. 각각의 조건이 만족하면 

전체 시스템의 안정도와 외란 관측기의 외란 추정 속도를 시정

수 와 특성 다항식 계수     로 쉽게 결정할 수 있다. 

각각의 조건이 만족하지 않는 경우에는 확장된 전체 시스템의 

안정도를 확인해야 한다. 이때, 식 (20)의 좌변이 정확하게 0이 

아니더라도 충분히 작은 노음(norm)을 갖는 경우에는 전체 행렬

이 Hurwitz 한 결과를 얻을 수 있다. 예를 들어 식 (20b)는 

∥∥→와 같이 표현할 수도 있다[11]. 

이득 행렬 은 조건 (20)을 만족하면서 안정하도록 결정하였

으므로  는 다른 상태들과 독립적으로 0으로 수렴하게 된다. 따

라서, 식 (15)와 앞 절의 결과로부터 출력 정보를 이용한 저차의 

외란 관측기로 외란 추정이 가능함을 알 수 있다. 식 (14), (16), 

(18)로부터 제안하는 출력 정보를 이용한 외란 관측기는 아래 식

과 같다.

 

  
 



  

 













    (22)

비교를 위해 논문 [11]로부터 외란을 상수로 가정한 출력 정

보를 이용한 외란 관측기 식은 아래와 같다. 이래 식에서 관측기 

이득 는 양수이다, 

  
 



  

  


 





        (23)

두 식을 차이점을 살펴보면 이전 식 (23)의 변수 에 해당하

는 의 동특성이  와 달리 식 (6)의 와 를 포함하고 있다

는 점이다. 다음 장에서는 제안하는 외란 관측기의 추정 성능을 

확인하기 위하여 외란을 상수로 가정한 기존의 외란 관측기와 비

교 모의실험을 진행한다. 

3. 모의실험

모의실험에 사용된 시스템은 논문 [11, 16]의 시스템에서 외

란 행렬을 수정한 식 (24)이다.













    
    
    
    
    















  
  
  
  
  

























 


    

    


        (24)

모의실험에서는 아래 표 1의 세 가지 조건에 해당하는 실제 

외란에 대해 알려진 공칭 주파수   를 사용하여 설계한 관

측기의 외란 추정을 시험한다.

표 1 모의실험 조건

Table 1 Simulation conditions

항 목 실제 외란

조건 1 sin
조건 2 sin
조건 3 sin

외란 관측기의 외란 추정 속도를 결정하기 위하여 제안하는 외

란 관측기 (22)의 시정수 는 , 기존 외란 관측기 (23)의 이득 

는 으로 설계하였다. 식 (4)의 특성 다항식은 이 되도

록 계수 를 결정하였다.  는 식 (13)에 의해서       

로 결정된다. 제안하는 외란 관측기 (22)와 상수 외란 관측기 

(23)의 설계 파라미터    ,    ,  

은 식 (20)을 만족하도록 결정하였다. 또한, 결정된 로부터 외

란 관측기가 추정하는 시스템의 상태 변수는 1개이고 이는 제안

하는 관측기가 축소 차수 관측기보다 낮은 차수의 저차 관측기임

을 알 수 있다. 

그림 1은 표 1의 조건 1일 때 추정 성능을 비교한 결과이다. 

기존의 상수 외란 관측기가 추정한 외란은 실제 외란보다 크기가 

작고 위상이 지연된 것을 알 수 있다. 이에 비해 제안하는 외란 

관측기는 실제 외란을 정확하게 추정하는 것을 볼 수 있다. 그림 

2는 그림 1의 추정 오차를 비교한 결과이다. 제안하는 외란 관측

기의 관측 오차가 0으로 수렴하는 것을 확인할 수 있다. 

그림 3은 외란 주파수의 변동에 대한 강인성을 확인하기 위해 

조건 2와 조건 3일 때 제안하는 외란 관측기의 외란 추정 오차

를 나타낸 그림이다. 제안하는 외란 관측기는 외란 주파수의 

± 변동에도 외란을 비교적 잘 추정하는 것을 알 수 있다.
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           (a) 기존 외란 관측기 (23)

 (a) Previous disturbance observer (23)

          (b) 제안하는 외란 관측기 (22)

 (b) Proposed disturbance observer (22)

그림 1 외란 추정 비교 (조건 1) 

Fig. 1 Comparative disturbance estimation (condition 1)

그림 2 외란 추정 오차 (조건 1)

Fig. 2 Disturbance estimation errors (condition 1)

외란 관측기의 주파수의 변동에 따른 강인성을 보드선도로 확

인한다. 외란 에서 추정 외란  까지 전달함수를 비교하였다. 

제안하는 외란 관측기의 전달함수는 식 (5)와 같고, 기존의 상수 

외란 관측기의 전달함수는 아래 식과 같다[11]. 외란 관측기의 

전달함수는 아래 식과 같다[11]. 이는 1차 저주파 필터를 통과한 

형태의 외란이 추정됨을 의미한다. 

d 
 d. (25)

                 (a) 조건 2 (  )

(a) Condition 2 (  )

                 (b) 조건 3 (  )

(b) Condition 3 (  )

그림 3 주파수 불확실성 존재 시 외란 추정 오차 

Fig. 3 Disturbance estimation errors under frequency 

uncertainty 

그림 4의  일 때 값으로부터 기존의 외란 관측기가 추정

한 외란은 실제 외란보다 크기가 작고 위상이 지연된 것을 설명

할 수 있다. 이에 비해 제안하는 외란 관측기의 경우 크기와 위

상의 왜곡이 거의 없어 정확한 외란 추정이 가능함을 알 수 있
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다. 또한, 기존 외란 관측기에 비해 대역폭이 넓어 주파수 불확실

성에 대한 강인성이 개선됨을 예상할 수 있다.

그림 4 외란 추정 보드선도

Fig. 4 Bode plot of disturbance estimation

4. 결  론

본 논문은 미지의 상수 오프셋을 갖는 주파수가 알려진 삼각

함수 외란을 추정하는 저차의 외란 관측기 설계 문제를 다루었

다. 먼저 상태 정보를 이용한 모델기반 외란 관측기를 설계하고, 

이를 이용하여 시스템의 상태 중 일부인 출력 정보를 이용한 저

차의 모델기반 외란 관측기를 설계하였다. 이는 상수 외란을 고

려한 이전 결과를 보다 일반적인 형태의 외란으로 확장한 결과이

다. 추정 오차 시스템의 안정도 해석을 위한 충분조건을 제시하

고, 제안하는 모델기반 외란 관측기가 최소의 상태 변수 추정만

으로 주어진 외란을 정확하게 추정할 수 있음을 설명하였다. 모

의실험을 통해서 제안하는 외란 관측기와 기존의 상수 외란 관측

기를 비교하였으며, 보드선도를 통해 제안하는 외란 관측기의 외

란 추정 성능의 강인성을 확인하였다. 향후 미지의 주파수를 갖

는 외란 추정을 위한 추가 연구를 진행할 계획이다. 
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