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새로운 적분구간 비례 적분 부등식을 이용한 

시간지연 선형시스템의 안정성

Stability of Time-delayed Linear Systems

with New Integral Inequality Proportional to Integration Interval

김 진 훈*
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Abstract - In this paper, we consider the stability of time-delayed linear systems. To derive an LMI form of result, the 

integral inequality is essential, and Jensen’s integral inequality was the best in the last two decades until Seuret’s integral 

inequality is appeared recently. However, these two are proportional to the inverse of integration interval, so another integral 

inequality is needed to make it in the form of LMI. In this paper, we derive an integral inequality which is proportional to 

the integration interval which can be easily converted into LMI form without any other inequality. Also, it is shown that 

Seuret’s integral inequality is a special case of our result. Next, based on this new integral inequality, we derive a stability 

condition in the form of LMI. Finally, we show, by well-known two examples, that our result is less conservative than the 

recent results. 
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1. 서  론 

시간지연 선형시스템은 시스템이 갖고 있는 시간지연 항이 시

스템 자체의 불안정성이나 성능하락의 원인으로 작용하기 때문에 

오랫동안 많은 연구자들의 관심을 끌어온 문제들 중의 하나로써, 

최근 수세기에 걸쳐 많은 결과와 개선이 이루어지고 있다[11].

시간지연 시스템에 대한 안정성에 관한 결과는 초기의 

Razumikhin 안정성 조건을 이용한 지연독립(delay-independent)

과, 후에 이를 포함하는 Lyapunov-Krasovskii (L-K) 함수를 이

용한 지연종속(delay-dependent)으로 분류된다. 현재에는 대부분

의 경우 L-K 함수를 이용하여 더 나은 결과를 얻고자 노력하고 

있다[11].

다음의 상태방정식으로 기술된 시변 시간지연을 갖는 선형시

스템을 생각하자. 









 

  ∈
 (1)

여기서 ∈은 상태벡터, 행렬 ∈×은 상수 행렬, 그리

고 초기조건 는 연속 미분 가능 벡터이다. 다음으로 시간지

연 는 다음을 만족한다.

≤≤ and ≤ ∀≥ (2)

위의 시간지연에 대한 조건 (2)를 갖는 시스템 (1)의 안정성을 

보장하는 결과를 얻기 위한 접근 방법으로 대표적인 것이 L-K함

수를 이용하는 것이다. 이 L-K함수는 여러 항으로 이루어져 있

지만, 시간지연의 크기에 따른 결과를 얻기 위하여 다음의 적분

형태의 이차함수(quadratic function) 형태는 필수적이다[11].

  





 

  

     
 





 (3)

안정성을 보장하는 결과를 얻기 위하여는 L-K함수의 시스템 

(1) 궤적에 따른 시간 미분을 구하여 이를 LMI형태로 표시하여

야한다. 이 과정에서 L-K함수의 다른 항들은 문제없이 LMI로 

표현이 가능한데 반하여, 다음에 주어지는 (3)의 시간에 따른 미

분은

    



 

 
 (4)
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첫 번째 항은 별 문제 없이 LMI로 쉽게 변환이 되는데 반해, 

두 번째 적분항은 등가적으로 LMI로 변환이 불가능하여 좀 더 

나은 결과를 얻기 위하여 많은 연구가 진행되었고, 지난 20여 년 

동안 가장 널리 사용된 것이 다음의 Jensen 부등식[11]이다. 




 
≤



   (5)

여기서   이다. 그런데 가장 최근에 Seuret[7]에 

의해 (5)에 주어진 Jensen 부등식을 극복한 다음의 새로운 결과

가 제시되었고




 
≤



   

   



  , (6)

여기서    



 




이고, 이를 이용

하여 기존의 결과보다 우수한 결과를 제시하였다[7, 8].

위의 (5), (6)에서 보듯이 최근까지의 적분부등식은 적분구간크

기 의 역에 비례하는 형태가 되어 (2)에서 ≥인 경우에

는, 다음에 주어지는 Park[6]의 부등식이 반드시 필요하게 된다.



 


 


 


 
≤













 

 




∀∈ (7)

본 논문에서는 최근의 적분 부등식인 (5), (6)보다 해석적으로 

개선되면서, 기존의 결과인 적분구간크기 의 역에 비례한 

형태가 아닌 에 정비례한 형태가 되어, 기존에 필요한 또 

다른 (7)과 같은 부등식이 필요하지 않게 되는 장점이 있는 적분 

부등식을 유도하고, 이를 바탕으로 안정성을 보장하는 결과를 

LMI형태로 제시하고, 끝으로 수치예제를 통하여 기존의 결과보다 

우수함을 보인다. 

2. 적분구간 비례 적분부등식과 예비결과 

다음의 보조정리 1은 기존의 적분부등식인 수식 (5)의 

Jensen 부등식과 수식 (6)의 Seuret 부등식보다 개선된 새로

운 적분 부등식으로, 주요결과의 증명에 사용될 것이다.

보조정리 1 : 스칼라 함수     를 다음과 같이 정의

하고,

    

  

 
 

 

  
 

 







다음으로, 벡터 ∈    를 다음과 같이 정의하자.

  




 
 (8)

그러면, 스칼라 . 벡터 ∈, 행렬 ∈× 와 

∈× 에 대하여, 다음 부등식이 성립한다.




  

≤
  






 

  




  (9)

여기서     

 


이다.

증명 : 먼저, 적분 계산을 통하여 ≤≤ 에 대하여 






  ⋅ if   if ≠  (10)

를 얻고,  다음으로부터

≤





  



  




 ⋅


  



  


  

 





  



 
 

  



 







  



 




 

 
  






 


  











 




 


 
  






  
  






 




 

(9)를 얻는다. 이것으로써 증명을 마친다. 

Remark 1 : 기존의 적분 부등식 (5)와 (6)은 적분 구간의 역수 




에 비례한 성질을 갖고 있어, 이들을 LMI로 직접 표현할 

수 없기에, 이를 해결하기 위해서는 또 다른 부등식이 필요하게 

된다. 그러나, 보조정리 1의 수식 (9)에 나타난 바와 같이 새로이 

제시된 적분 부등식은 적분구간의 크기 에 비례하여 이를 

쉽게 LMI로 표시할 수 있는 장점이 있고, 덜 보수적인 결과를 

얻게 된다.
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Remark 2 : 보조정리 1에서










     

   




 




  

   




 









(11)

이고, 특별히 다음과 같이 를 선택하면

 

,  


,  


 

(9)는 다음이 된다.

 


 ≤


   

       



  



   (12)

여기서, 부등식 (12)의 첫 번째 항만이 있는 것이 수식 (5)에 주

어진Jensen 부등식이고, 두 번째 항까지 있는 것이 수식 (6)에 

주어진 최근의 Seuret 부등식이다. (12) 부등식의 세 번째 항은 

항상 음이므로 기존의 결과들보다 우수함을 알 수 있다.

다음의 보조정리 2는 2차 다항식이 특정한 구간에서 항상 음

이 됨을 보장하는 조건으로 다음의 주요결과의 증명에 사용될 것

이다. 

보조정리 2 : 2차 다항식 에서 다음이 성립하면,

i f  ii   iii  

그러면 ∀∈이다.

증명 : 증명은 귀류법(proof by contradiction)으로 한다. 이를 위

해 조건 (i), (ii), (iii) 에도 불구하고 ≥∈가 성립하

는 스칼라 가 존재한다고 가정하자. 그러면 2차함수는 연속성에 

의하여 반드시 concave함수 이면서 또한 반드시   이어야

한다. concave 함수인 는 concave 함수 특성으로 인하여 항

상 다음이 성립하고,

≤∀ 

또한 ≤  임을 상기하면서, 를 대입하면 

≤≤≤

이 되어 (iii)에 위배된다. 이로써 증명을 마친다. 

이 논문에서 사용되는 기호는 표준적인 것이다. 먼저,  ×

은 차원의 실수 벡터, ×차원의 실수 행렬을 의미하고, ⋅

는 벡터 또는 행렬의 전치(transpose)를 나타낸다. 다음으로 대칭

행렬 에 대하여, (또는 ≤은 음 확정(또는 준음확정) 

행렬을 나타낸다. 끝으로  × 은 × 차원의 영(zero)행렬, 

× 항등행렬을 나타낸다.

3. 주요 결과

시간지연에 대한 조건(2)를 갖는 시변 시간지연을 갖는 시간지

연 선형시스템(1)의 안정성을 보장하는 결과를 LMI로 나타낸 것

이 다음의 정리 1이다. 

정리 1. 시간지연에 대한 조건 (2)을 갖는 시간지연 시스템 

(1)을 고려하자. 만약 다음 LMI를 동시에 만족하는 대칭 양확정

행렬 ∈ × 과 ∈×, 그리고 일반적 행렬 ∈ ×



∈×이 존재하면

 i 

 


 



 
 (13)

 ii 






 



 
 (14)

 iii 

 


 



 
 (15)

조건 (2)를 갖는 시간지연 시스템 (1)은 점근적으로 안정하다. 여

기서

     
    

 
    

 
    

  

 
 

   


 

 
 



       
  



     

   
  


  


 


  

 
 

 

 

 

 

 

    (16)

그리고, 상수 또는 상수행렬들은 다음으로 정의된 값이다.
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







     


  




   ×    ×      ⋯

  ⋅   

   
  

  

  

 

  

  

  

 

  

 (17)

증명 : 편의상      라하고, 다음과 같이 벡터 

를 각각 정의하고









  

 






   

 





  


 






   



 



 


  







 

또한, (17)에 정의된  ⋯ 벡터를 이용하여 다음과 같

이 벡터 ∈ 를 정의하자


      

  
 

 
  

   

 
  











             (18)

그러면, 다음이 성립한다.






    


 

   


 

 

다음으로, 조건 (2)를 갖는 시간지연 시스템 (1)의 안정도를 

보장하는 결과를 얻기 위해, 다음과 같은 L-K 후보함수를 생각

하자. 

     
 





  

 




 




 

 (19)

여기서

 



























  





















다음으로 위의 (19)에 정의된 L-K 후보함수  에 대하여 

시스템 (1)의 궤적에 따른 시간 미분을 구하면 다음을 얻는다.

   
    

   
   








 








   

  

     ≤
 

    


  

    


  

  


  

  


  

 
   


 


  

 

          


      

(20)

위의 (20)을 얻는데,  다음 관계식이 이용되었고














    











 




     


 











 




 

또한    


 
 이다. 다음으로, 적분성질과, 보

조정리 1를 사용하면

  


 




 


≤
  






 

  




 


  




 

  





  (21) 

여기서  은 (17)에 정의되어 있는 상수이고, 그리고 (11)
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과 (17)에 정의된 


를 이용하여 얻어진 다음 것

들이 이용되었다.











           

  
   

   


따라서, (16)에 정의된 를 이용하여 수식 (20)과 (21)를 

결합하면 다음을 얻는다.

 ≤


  




 

     
  





 .                       (22)

다음으로 Schur-complement 정리[10]에 의하면 다음을 

얻는다.









 ⇔

  




  

 ⇔
  






 

 ⇔
  




  

따라서, 


  




 

  





  가 

에 관한 2차 함수(quadratic function)이므로, 보조정리 2에 의

하면 다음을 얻고,




  




 


  





  ∀∈

 ⇔


  




 


  





  ∀∈

끝으로, 이를 (22)에 적용하면, 다음을 얻게 되어

     ∀ ≠∀∈ 

L-K안정성 정리에 의하여 조건 (2)을 만족하는 시간지연 시스

템 (1)은 점근적으로 안정하다. 이것으로 증명을 마친다.  

4. 수치 예제

위에서 제시된 결과의 유용성을 보이기 위해 잘 알려진 두 개

의 수치 예제를 제시한다. 

예제 1. 다음과 같은 잘 알려진 시간 지연 시스템을 생각하자

[11].

 


 


 

 




 


 

 
 (23)

이 시스템은   ∀인 경우, 안정도를 보장하는 시간지연

의 크기는 max 로 알려져 있다. 다음의 표 1은 시스템 

(23)에 대하여, 각각의 에 대하여 안정도를 보장하는 최대 의 

값을 정리 1에 의하여 구하고, 기존의 결과들과 비교한 표이다. 

표 1에서 보듯이 새로운 결과는 모든 값에 대하여 기존의 결과

에 비해 우수함을 보인다.

표 1 여러 에 따른 최대 값의 비교

Table 1 Comparison of maximal  for various  

 0 0.1 0.5 0.8 1

He[2] 4.472 3.605 2.043 1.492 1.345

Sun[4] 4.472 3.611 2.072 1.590 1.529

Kim[5] 4.97 3.86 2.33 1.93 1.86

Kwon[8] 6.059 4.704 2.420 2.113 2.113

Kim[9] 6.168 4.753 2.429 2.183 2.182

정리 1 6.168 4.767 2.477 2.230 2.230

예제 2. 다음과 같은 잘 알려진 시간 지연 시스템을 생각하자

[11].

 


 


 

 




 


 

 
 (24)

이 시스템은   ∀인 경우, 안정도를 보장하는 시간지연

의 크기는 max 로 알려져 있다. 다음의 표 2는 여러 종류의 

에 대하여 안정도를 보장하는 최대 의 값을 정리 1에 의하여 

구하고, 기존의 결과들과 비교한 표이다. 표 2에서 보듯이 새로

운 결과는 모든 값에 대하여 기존의 결과에 비해 우수함을 보

인다.

표 2 여러 에 따른 최대  값의 비교

Table 2 Comparison of maximal  for various  

 0 0.05 0.1 0.5 3

Wu[1] 1.82 1.76 1.71 1.38 -

Park[3] 1.99 1.81 1.75 1.61 1.60

Kim[5] 2.52 2.17 2.02 1.62 1.60

Kwon[8] 3.03 2.55 2.36 1.69 1.64

Kim[9] 3.13 2.61 2.42 1.79 1.64

정리 1 3.13 2.68 2.53 1.94 1.71
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4. 결  론

본 논문에서는 최근의 Jensen 적분 부등식을 개선한 Seuret의 

적분부등식보다 더욱 개선된 새로운 적분부등식을 유도하였다. 

기존의 적분부등식들은 시간구간의 역수에 비례한 형태이어, 이

를 LMI형태로 변환하기 위해서는 역수 함수들의 합 형태를 LMI

로 바꾸는 또 다른 행렬 부등식을 사용하여야 하는데 반하여, 새

로이 제시된 적분 부등식은 시간 구간에 비례한 형태이기에 또 

다른 행렬 부등식이 필요하지 않는 장점이 있다. 새로이 제시된 

적분 부등식을 이용하여 시간에 따라 변화하는 시간지연을 갖는 

시간지연시스템의 안정성을 보장하는 결과를 LMI형태로 제시하

였다. 끝으로 두 개의 수치예제를 통하여 최대 시간지연의 변화

에 따라 안정성을 보장하는 최대 시간지연의 크기를 표로써 제

시하였다. 표들에서는 모든 시간변화율의 최대 크기에서 새로이 

제시되는 시간지연의 최대 크기는 기존의 결과보다 우수함을 보

였다. 
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