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궤도결정을 위한 비선형 필터
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Abstract : Orbit determination problems have been interest of many researchers for long time. Due to the 
high nonlinearity of the equation of motion and the measurement model, it is necessary to linearize the both 
equations. To avoid linearization, the filter based on Fokker-Planck equation is designed. with the extended 
Kalman filter update mechanism, in which the associated Fokker-Planck equation was solved efficiently and 
accurately via discrete quadrature and the measurement update was done through the extended Kalman filter 
update mechanism. This filter based on the DQMOM and the EKF update is applied to the orbit 
determination problem with appropriate modification to mitigate the filter smugness. Unlike the extended 
Kalman filter, the hybrid filter based on the DQMOM and the EKF update does not require the burdensome 
evaluation of the Jacobian matrix and Gaussian assumption for the system, and can still provide more 
accurate estimations of the state than those of the extended Kalman filter especially when measurements are 
sparse. Simulation results indicate that the advantages of the hybrid filter based on the DQMOM and the 
EKF update make it a promising alternative to the extended Kalman filter for orbit estimation problems.
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1. 서    론
  궤도결정은 인공위성이나 달이나 행성 같은 천체의 

궤도를 결정하는 기술이다. 위성의 궤도결정은 수세기 

도안 천문학자와 수학자가 관심을 가져온 문제이다. 

예를 들면 1801년 수학자 가우스는 최소자승법(leat 

square method)을 이용하여 소행성 Ceres의 궤도를 

예측한 적이 있다[1].

 궤도결정을 위해 예측 위성의 움직임은 일련의 운동

방정식으로 나타내지며 위성의 상태(state)는 관측 결

과를 이용하여 궤도를 예측하게 된다. 위성에 대한 관

측은 주로 지상에서 이루어지며 계측자료

(observational data)는 통상 azimuth, elevation, 거

리(range)등 으로 이루어지며 궤도의 예측은 이것들을 

기반으로 위성의 위치와 속도를 예측함을 의미한다. 

  위성은 대개 중력, 대기항력, 태양풍등의 여러 가지 

종류의 힘의 영향 하에 있다[2]. 이로 인해 위성의 동

역학적 운동방정식은 대개 높은 비선형성을 가지며 위

성이 놓여있는 환경에 대한 정확한 정보의 부족은 위

성상태의 예측의 정확성을 제한한다. 또한, azimuth, 

elevation, 거리(range)등의 위성상태에 관련된 관측자

료 역시 높은 비선형성을 포함하고 있다[3].

  이러한 비선형성으로 칼만필터와 같은 선형예측법을 

적용하기 힘들다. 이로 인해 선형예측법을 적용하기 

위해 운동방정식(equation of motion)과 측정모델

(measurement model)를 선형화 시킨다. 이로 인해 
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확장칼만필터(Extended Kalman Filter)에 기반을 둔 

필터가 많이 사용되어왔다. 최근 선형화로 인한 문제

를 해결 하기위해 무향칼만필터(Unscented Kalman 

Filter)에 기반을 둔 필터가 사용되고 있다. 이 논문에

서는 선형화나 역학계가 가우시안 프로세스라는 가정

과 같은 특정한 가정 없이 접근하는 전체적 접근법

(global approach)이 필터설계에 사용되었다.

  

2. 궤도결정 필터설계
2.1 비선형 필터문제
   비선형 필터문제는 비선형 stochastic system의 

상태를 노이즈가 섞인 계측결과를 이용 시스템의 상태

를 예측하는 것으로 가우스이래 오랜 기간 동안 연구

의 대상이 되어왔다[4]. 오늘날까지 비선형 필터는 항

법, 유도, 레이더 추적, 항공기나 인공위성의 궤도추적

이나 상태감시, 금융시장이나 증권시장의 예측 등, 여

러 분야에서 다양한 목적을 위해 사용되어지고 있다

[5-7]. 

  일반적으로 베이시안방식(Bayesian Framework)이 

가장 흔히 사용되는 최적 비선형 필터문제의 접근방법

이다. 이 방식의 핵심은 동역학계(dynamic system)의 

상태(state)의 센서 측정값을 이용해서 보정된 확률밀

도함수(pdf: probability density function)를 결정하는 

것이다. 그러나 최적화된 베이시안 필터는 아주 제한

적인 문제를 제외하고는 정확하게 구해질 수 없다. 따

라서 실제적으로는 확장칼만필터와 같은 근사적 필터

가 사용되어지고 있다[4, 8-9]. 칼만필터나 그와 유사

한 필터들은 역학계가 가우시안 프로세스라는 가정 하

에서 그리고 비선형 역학계의 선형화를 바탕으로 개발

되었고 이것을 비선형 필터문제에서의 국지적 접근

(local approach)이라한다. 이 경우 만약 해당 역학계

가 가우시안 프로세스가 아닐 경우에는 사용되어 질 

수 없고 또한 확장칼만필터의 경우에는 역학계의 비선

형도가 높으면 정상적으로 작동하지 않을 수 있다. 이

러한 한계는 특정한 가정 없이 접근하는 전체적 접근

법(global approach)에 의해 해결되어질 수 있다. 가

장 대표적인 전체적 접근법에 의한 필터로는 몬테카를

로 시뮬레이션(Monte Carlo Simulation)이용한 파티

클 필터(particle filter)가 있으며 또한 포커-플랑크 

방정식(Fokker Planck Equation)을 이용한 방법이 있

다[10-15]. 이 논문에서는 포커-플랑크 방정식을 이

용하여 필터를 설계하였다

2.2. 포커-플랑크 방정식과 비선형 필터
  비선형 동역학계는 아래의 n-차원의 이토 확률미분

방정식(Ito stochastic differential equation)을 이용한 

모델로 나타낼 수 있다[4].

x  F  G             (1)

x는 상태벡터(state vector), F  는 동역학계를 

나타내는 행렬함수, G   는 확산행렬(diffusion 

matrix)이며 그리고   분산 값을 

 
   로 갖는 브라운 운동이다. 이산

시간(discrete time) 에 측정된 센서 측정값, y
는 

아래와 같이 정의된다.

y
 hx

                  (2)

hx
는 측정 센서의 모델이고 는 측정값에 포

함된 노이즈로 공분산 행렬이 R인 가우스 노이즈

(Gaussian noise) 이다[4].

  만약 Eq. 1이 나타내는 과정(process)이 Markovian 

diffusion process라면 포커-플랑크 방정식이 이 과정

의 지배방정식이 된다[3].





  





  
 

 
  




  





    
   

(3)

Fokker-Planck 방정식(Eq. 3)은 원래 브라운 운동의 

설명하기위해 개발되어졌다[16-17]. 이 방정식은 시

간에 따라 바뀌는 동역학계의 확률밀도함수

(pdf:probability density function)의 변화를 설명하는 

비선형 편미분 방정식으로 때로는 콜모고로프 방정식

(Kolmogorv forward equation)이라 불리기도 한다

[4].

  여기에서 는 동역학 시스템과 연계된 pdf, 는 동

역학 시스템의 모델, Q는 공분산 행렬 (covariance 

matrix), 그리고 G는 노이즈가 동역학계에 주는 영향

을 나타내는 확산행렬함수(diffusion matrix function) 

이다. 따라서 이 방정식의 근은 현재상태에 기반을 둔 

미래의 pdf이므로 이 방정식은 동역학계와 연계된 pdf

가 동역학계 내에서 시간에 따른 변화를 설명한다. 예
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Fig. 3 Nonlinear Filter with Fokker-Planck Eq.

Fig. 1 Initial pdf

Fig. 2 Propagated pdf

를 들면 Fig. 1 처럼 어떤 동역학계의 초기조건이   

방향에 대해서 평균이 0인 가우시안 형식을 가졌고 

  방향에 대해서는   방향에 대해서 일정한 값을 갖

는 다면 이 동역학계가 일정시간 Fokker-Planck에  

의해 발전된 뒤의 결과는 Fig. 2와 같다.

   귀납조건확률밀도함수(posterior conditional state 

pdf), xtY t를 포커-플랑크 방정식의 초기조건으

로 사용하게 되면 방정식의 근은 해당 동역학계의 연

역조건상태 확률밀도함수(priori conditional state 

pdf), xtkY tk 이 되며 이 함수를 센서에서 얻어진 

관측과 베이즈의 정리(Eq. 4)를 이용하여 보정하면 원

하는 동역학계의 귀납조건상태 확률밀도함수가 얻어진

다[1].

xtkY tk ptk  ytktkd
pxtk  ytkxtk

       (4)

 Y tk y⋯ytk  T는 측정값으로 이루어진 벡터

이고 pdf ytkxtk는 센서의 특성을 나타내는 가우스 

pdf 함수이며 여기서 얻어진 pdf와 다음의 적분을 이

용해서 동역학계의 상태를 추정할 수 있다[1]. 


 ∞

∞

⋯
 ∞

∞

px
  



       (5)

이것이 기본적으로 포커-플랑크 방정식을 이용한 비선

형 필터이다(Fig. 3)[1].

2.3 Quadrature Moment of Method
포커-플랑크 방정식을 이용한 방법을 사용할 경우 포

커-플랑크 방정식을 풀기위해 수치해석학적 방법이 동

원되어야 특히 일부 유한 차분법은 파티클 필터이상의 

계산력을 요구하며 이것이 필터의 효율을 크게 떨어뜨

릴 수 있다[10-15]. 따라서 이 연구에서는 비유한 차

분법중 하나인 quadrature method를 이용한 Direct 

Quadrature Moment of Method(DQMOM)를 사용하

여 포커-플랑크 방정식을 풀었다[15,18]. 

  최근 Fokker-Planck 방정식의 비유한 차분법을 이

용한 해법들이 개발되어 예측문제나 불확도 전파

(uncertainty propagation)에 사용되었다. 여기서는 

Direct Quadrature Moment of Method(DQMOM)가 

사용되었다[18]. 이 방법은 확률밀도함수를 다차원 디

락 델타함수의 가중 합으로 아래와 같이 정의한다. 

  
  




  

 

  〈〉         (6)

여기서  ,   ⋯는 노드(node) 의 가중치

이고 〈〉
,   ⋯는 노드 의 속성벡터(the 

property vector of node)로 “abscissas’라 불린다. 

는 사용된 노드의 숫자이고 and 는 상태벡터
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Fig. 4 방위각만을 사용한 위치예측

(state vector)의 크기이다. 특정 pdf가 가중치, 와 

abscissas, 〈〉
의 가중 합으로 나타내어지므로(Eq. 

6) 가중치와 abscissas는 특정 pdf의 평균과 분산과 

같은 특성을 정확히 계산 할 수 있도록 선택되어야 한

다. 이 정의를 포커-플랑크 방정식에 대입함으로 편미

분 방정식인 포커-플랑크 방정식을 단순한 일반 벡터 

미분 방정식으로 전환되어질 수 있다. 자세한 식의 전

개와 그 결과로 얻어지는 일반 벡터 미분 방정식 소개

는 참고문헌에서 볼 수 있다[18]

   와 는 시간함수로 DQMOM의 결과로 구해지

며 이것들을 이용해서 pdf의 평균, 분산, 공분산과 같

은 통계적 moment를 계산 할 수 있다.


 …   

  




  

  〈〉

           (7)

… 
는 양의 정수로 계산하고자 하는 통계적 

moment를 나타낸다.

  

2.4 측정을 이용한 보정
  측정값을 이용한 보정은 베이즈의 정리(Eq. 4)에 의

해서 이루어진다. 단 DQMOM는 확률밀도함수를 직접 

구할 수 없고 해당 확률밀도함수의 확률모멘트를 구하

기 때문에 베이즈의 정리도 이에 맞춰 수정 되어야 한

다. 수정된 베이즈 정리는 다음과 같다[14].

 

  



  〈〉
⋯〈 ̀

  〈〉
⋯〈 〉

(8)

수정된 베이즈의 정리는 본래의 정리와는 달리 확률밀

도함수를 직접 수정하는 것이 아닌 Eq. 6에 사용된 가

중치를 수정한다. 이 수정된 베이즈의 정리는 구현하

기가 단순하다는 장점이 있다. 그러나 가중치만을 수

정하고 속성벡터속의 노드의 위치는 수정하지 않음으

로 파티클필터에서 종종 관찰되는 “degeneracy” 현상

과 유사한 현상을 발생시킬 수 있다. 다시 말해서 수

정되지 않은 노드가 큰 의미가 없는 확률밀도함수의 

꼬리부분으로 이동함으로 추정의 오차를 증가시키게 

된다. Figure 4는 Eq. 8을 사용한 경우 방위각만을 사

용한 표적추적의 결과로 실제위치를 필터가 온전히 예

측하고 있지 못 함을 보여준다[21].

  이 문제를 해결하기 위해서 Eq. 8대신에 확장칼만필

터와 수정공식이 사용되었다[21]. 이에 필요한 예측된 

상태(predicted state)와 예측된 추정 공분산행렬

(predicted covariance matrix)은 가중치와 노드를 이

용해서 다음과 같이 계산될 수 있다.

        


 

  



〈〉
  ⋯          

(9)

         
 





  



〈〉〈〉









        

(10)

칼만이득(Kalman gain), Kk의 보정은 다음과 같다.

Kk P kHkTHkP kHkTR           (11)

H x
h

x x는 선형화된 센서모델이며 상태의 예측

과 공분산 행렬의 보정은 다음과 같이 이루어진다

x  x Kyy          (12)

P k I KkHkP k            (13)

  보정이 이루어진 뒤 Eq. 12 와 Eq. 13에서 구해진 

상태와 공분산을 이용해서 새로운 abscissas를 선택해

야 한다[18]. 

2.5 필터 Smugness
 필터 smugness는 필터의 공분산행렬값이 아주 작아

져서 필터이득(filter gain)이 적정값 보다 아주 작아지

는 현상이다. 그 결과로 필터는 정상적으로 오차를 걸

러내지 못하고 예측 값의 오차가 아주 크게 된다. 다

시 이야기하면 필터는 오차가 많은 예측을 오차가 없
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는 예측이라 생각하고 센서에서 들어오는 측정을 무시

하게 된다[4, 21]. 이러한 현상은 궤도결정 같은 시스

템의 상태(system state)보다 시스템 노이즈(system 

noise)가 현격히 작은 경우에 발생하기 쉽다[21]. 이

를 해결하기위한 여러 가지 방법이 개발되어 있는데  

일반적으로 적응법(adaptive approach)과 비적응법

(non-adaptive approach) 두 가지로 나눠진다[4, 

18].

  이 연구에서는 비적응법의 하나인 고정 공분산 행렬

이 논문에서 제안된 필터와 비교 대상인 확장칼만필터

에 사용되었다. 따라서 보정공식에서 P  대신에 값이 

고정된 공분산 행렬, P 사용하였고 따라서 이득의 계

산은 다음과 같이 바뀐다.

Kk P HkTHkP HkTR  
           (14)

적절한 공분산 행렬, P 은 시뮬레이션을 반복함으로 

찾아야 한다[4].

3. 시스템 모델 (System Model)

3.1 케플러 공식(Keplerian Equation)
  지구 저궤도상의 인공위성의 움직임을 지배하는 지

배공식은[18]

 


                  (15)

  와 는 가각 위성의 위치벡터 그리고 중

력상수(gravitational parameter) 이고 스칼라(scalar), 

       은 위치벡터의 크기 즉 궤도의 반

지름을 나타낸다. 는 지구대기(earth atmosphere)

로 인한 항력(drag)을 나타내며 대기밀도와 위성의 대

기에 대한 상대속도의 제곱에 비례한다. 궤도상에서 

위성의 운동은 지구가 완전 구형이라는 가정 하에 지

구와 위성의 상호 작용으로 나타나는데, 지구의 모양

은 완전 구형이 아니므로 발생하는 중력장의 섭동

(perturbation) 존재하며  는 이를 나타낸다. 이 논

문에서는 이 두 항을 제외한 공식이 사용되었다.

 


                  (16)

3.2 케플러 공식과 포커-플랑크 방정식

  Process noise를 케플러 공식의 상태공간식(state 

space equation)은 다음과 같다
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≡ Fx Gw

  

(17)

wt는 분산값을 wt w
T  Q t  로 갖는  가우

스 노이즈 process(Gaussian noise process)이다.

  Eq. 16에 대응하는 포커-플랑크 방정식은 Eq. 17을 

Eq. 3에 대입하여 다음과 같이 구해진다.




 
 

 
 

 










 









 









 









 

 

(18)

여기서       는 Eq. 3 에서 대각행렬인 

GQG 의 마지막 세 개의 대각요소 이다. 

3.3 측정모델(Measurement Model)
  측정모델은 인공위성의 관성위치벡터(inertial 

position vector)이며 이것은 레이더의 위치벡터와 레

이더에서 위성까지의 위치벡터의 합으로 쓰일 수 있다

(Fig. 5)

  

는 레이더의 위치벡터이과      
는 레

이더 중심 좌표계로 나타낸 인공위성의 위치벡터이다. 

따라서 위성까지의 거리는    
 

 이다. 

Azimuth 와 elevation 각은 다음 식으로 나타낸다.

  tan 
  el  sin 






 



 




     (19)

  레이더의 위치벡터, 는 오차를 줄이기 위해서 지

구의 정확한 모양을 반영하여 구해져야 한다[20]. 

를 지구중심관성좌표(geocentric inertia coordinate)
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Fig. 5 Measurement Model

로 지구 적도가 볼록하게 튀어나온 것을 반영하면 다

음과 같다[20]

  cos sin 

     


         (20)

는 레이더 위치의 항성시(sidereal time of the 

radar)이다. 그리니치 항성시(Greenwich sidereal 

time, GTS)를 이용한 의 계산은  Astromical 

Almanc[19-20]에서 찾을 수 있으며 와 는 

다음과 같이 구해질 수 있다.

 



⊕

 sin
⊕





cos

 




⊕

 sin
⊕  ⊕

 
 




sin

         (21)

는 레이더 위치의 위도이며 ⊕=6378.1363km는 지

구 적도의 평균 반지름 이고 ⊕=0.081819221456은 

지구의 이심률(eccentricity)이다. 마지막으로 는 해

발고도(elevation above the sea level)이다.

  관성좌표계에서 위치벡터, 는 다음과 같이 쓸 수 

있다.

  



  coscos
  cossin
   sin





            (22)

관성좌표에서 레이더좌표로의 변환은 다음의 회전행렬

로 계산할 수 있다.
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cos sin 

 sin cos 
  

      (23)

따라서 레이더의 위치는 다음과 같다
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 sin cos 
 sincos  sinsin cos      (24)

4. 시뮬레이션과 결과

4.1 시뮬레이션 설정(Simulation Setup)
  시뮬레이션에 사용된 위성의 궤도의 매개변수(orbit 

parameter)는 =6778.136 km,   × 
, 

=51.6o, =30o, 그리고 =25o이다. 레이더의 위치는 

위도 30.2316o 서경 86.2147o 이다. 측정오차는 가우

스 노이즈이며 평균은 영이고 변위는 각각 = 

25.0 m,    = 0.015o, 그리고 = 

0.015o 이다. 

  궤도 시뮬레이션에 사용된 초기 조건은 = 

4011.5713 km, = 4702.6493 km, = 3238.3582 

km, = −5.653084 km/s, = 1.5401902 km/s, 

and = 4.7765408 km/s이다. 필터에 사용된 초기 

조건은 Herricl-Gibbs법을 이용해서 구해졌다[19]. 그 

값은 = 3931.3399 km, = 4068.5963 km, = 

3173.5911 km, = −5.540022 km/s, = 

1.5093864 km/s, and = 4.6810100 km/s이다.

  J2와 항력 섭동은 (와  )는 시스템 노이즈로 처

리되었다. 이에 따른 공정 노이즈 공분산(process 

noise covariance)는 

  =            이다.

  위성궤도의 포커-플랑크 방정식의 DQMOM을 통한 

해석은 표준단위(standard unit)가 아닌 canonical 

unit을 수치해석학적 안정성을 위해서 사용했다. 이를 

위해 초기위치가 거리단위(DU)로 사용되었고 속도단

위(VU)는 DU 로 구해지고 시간단위는 DU/VU

로 나타내어진다[18]. canonical unit 사용으로 인한 

동역학 모델공식(Eq. 16)의 외형적 변화는 없다. 그러

나 측정을 이용한 보정은 표준단위를 사용하여 이루어 

졌다. 

4.2 시뮬레이션 결과(Simulation Results)
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Fig. 6 Root Mean Square Error of Position(1Hz) 

Fig. 7 Root Mean Square Error of Velocity(1Hz)

Fig 8 Root Mean Square Error of Position (0.05Hz)

Fig. 9 Root Mean Square Error of Velocity (0.05Hz)

  시뮬레이션은 1Hz와 0.05 Hz의 두 개의 다른 측정

빈도(measurement frequency)를 사용하여 이루어졌

고 DQMOM을 사용한 필터와 확장칼만필터로부터의 

결과가 제시되고 비교 되었다. 각 필터의 성능 비교를 

위해 위성의 위치와 속도 예측의 평균 제곱근 편차

(root mean square error, RMSE)를 비교했고 평균 

제곱근 편차는 몬테카를로 시뮬레이션(Monte Carlo 

simulation)을 이용해서 구해졌다. 측정빈도가 1 Hz일 

때(측정을 이용한 보정이 매초 이루어진다), Figure 6

과 7은 위치와 속도의 평균 제곱근 편차를 보여준다. 

Figure 6는 DQMOM을 이용한 필터가 수렴하는 속도

는 다소 느리나 정확도는 확장칼만필터보다 월등히 뛰

어남을 보여주며 Fig. 7은 속도예측에서는 본 논문이 

제시한 필터가 수렴속도나 정확도면에서 훨씬 우수한 

성능을 보여주고 있다. 

   Figure 8과 9는 측정빈도가 0.05 Hz 일 때(측정을 

이용한 보정이 매 20초 마다 이루어진다), 위치와 속

도의 평균 제곱근 편차를 보여준다. Figure 8은 확장

칼만필터와 비교할 때 DQMOM을 사용한 필터가 수렴

속도나 정확도면에서 우수할 뿐 아니라 센서측정의 부

재시에도 변함없이 우수한 예측을 보여주며 칼만필터

가 약간의 확산성(divergence)을 보여 주는 것과는 달

리 계속해서 수렴성(convergence)을 유지함을 볼 수 

있다.  20초마다 보정이 이루어 질 경우 속도예측은 

두 필터가 어느 정도 비슷한 성능을 보여주나 논문에

서 게시한 필터가 조금 나은 성능을 수렴성과 정확성

에서 보여주고 있다.

5. 결론
 이 논문에서는 위성궤도예측을 위해 포커-플랑크 방

정식과 DQMOM을 이용한 필터와 확장칼만필터를 사

용하였고 두 필터의 성능을 비교하였다. 필터의 

smugness 문제를 해결하기위해서 고정 공분산행렬을 

사용하였고 canonical unit을 써서 DQMOM 필터의 
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안정성을 높였다. 시뮬레이션의 결과는 본 논문이 제

시한 필터의 성은이 우수함을 보였고 특히 센서 측정

을 이용한 보정빈도가 낮은 경우에도 변함없이 칼만필

터에 비해 우수한 성능을 유지했다. 
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