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1. 서 론 

1.1 연구배경 
보 구조물은 기계, 건축, 항공 등의 현대공학에

서 많이 사용되고 있는 부재이다. 보 구조물은 기

본 강성 이외에도 고유진동수 및 좌굴 임계하중 
등이 성능에 지대한 영향을 미친다. 보 구조물의 
해석은 전통적으로 고전 보 이론(Euler-Bernoulli 
beam; E-B)에 의해 수행되어 왔으나, 이방성 재료 
또는 고주파수 영역해석에는 부적합하다는 것은 
잘 알려져 있다. 주된 이유는 전단변형의 고려 여
부이다. 따라서 전단변형을 고려한 가장 단순한 
형태의 일차전단변형이론(Rankine-Timoshenko beam 

Key Words: Saint-Venant’s Principle(생브낭의 원리), Free Vibration Analysis(자유진동해석), Buckling Analysis(좌
굴해석) 

초록: 본 논문에서는 생브낭의 원리가 근본적으로 구조물의 거동 예측에 잠재적으로 적용되어 있다는 

점에 착안하여, 응력해석에 국한되어 있던 방법론을 자유진동 및 좌굴 문제 등에 적용하여 고전 보 이

론의 정확도를 고차이론 수준으로 개선한다. 먼저 생브낭의 원리를 소개하고, 고전 보 이론에 의한 자

유진동 그리고 좌굴해석 정식화를 진행하였다. 고전 보 이론의 변위장에 워핑함수와 섭동항을 추가하고,

합응력 등가(즉, 생브낭의 원리)를 적용하여 섭동항을 찾는다. 여기서 워핑함수들은 응력 평형방정식을 

통하여 계산하였으며, 이 워핑함수들은 추가된 섭동항에 의하여 보의 응력 평형을 만족하게 된다. 제안

된 방법론을 외팔보와 단순지지 보 문제에 적용하여 주파수 및 좌굴하중을 개선하였으며, 전단수정계수

의 도입 없이 예측을 개선할 수 있음을 보였다. 

Abstract: In this paper, the methodology applied to the improvement of stress analyses is extended to free vibration 
and buckling analyses. The essence of the methodology is the Saint-Venant's principle that is applicable to beam and 
plate models. The principle allows one to dimensionally reduce three-dimensional elasticity problems. Thus the 
methodology can be employed to vibration and buckling as well as stress analysis. First, the principle is briefly 
revisited, and then the formations of classical beam theories are presented. To improve the predictions, the perturbed 
terms (unknowns) are introduced together with the warping functions that are calculated by stress equilibrium equations. 
The unknowns are then calculated by applying the equivalence of stress resultants (i.e., Saint-Venant's principle). As 
numerical examples, cantilever and simply supported beams are analytically solved. The results obtained are compared 
with those of the classical beam theories. It is shown that the methodology can be used to improve the predictions 
without introducing shear correction factors.  

† Corresponding Author, junsik.kum@kumoh.ac.kr 
Ⓒ 2016 The Korean Society of Mechanical Engineers 



정 용 민 · 김 준 식 

 

382 

theory; R-T)이 널리 사용되어 왔다. 한편 정확한 
전단변형을 고려하기 위해서는 전단수정계수(shear 
correction factors; SCFs)가 필수적이다.(1,2) 이 계수

들은 공식화 되어 있으나, 응력 분포 및 이방성 
재료에 대해서는 적용할 수 없다는 단점이 있다. 
이러한 단점을 극복하기 위한 여러 가지 방법론들

이 문헌상에 제시되어 왔다.  
먼저 고차전단변형이론들이 개발되었는데, 이 

이론들은 전단수정계수의 도입 없이 전단변형을 
고려할 수 있는 가장 직관적인 방법이라 할 수 있
다.(3,4) 그러나 최종적으로 구조물의 설계/해석에 
있어서는 유한요소법을 사용해야 하는데, 이 고차

이론들은 자유도를 증가시키기 때문에 전산자원을 
상대적으로 많이 요구한다는 단점이 있다. 한편 
널리 사용되고 있는 유한요소 프로그램들에 이러

한 고차이론들은 아직 적용되지 않고 있다는 문제

도 있다. 앞서 언급한 문제점들을 해결하기 위하

여 고전이론 또는 일차전단변형이론을 활용하는 
방법론들이 제기 되어 왔다.(5~7) 이 중에서도 일차

전단변형이론이 상용 프로그램에 널리 적용되고 
있다는 점에서 많이 연구되어 왔다. 그러나 근본

적으로 전단수정계수(8)의 해결이라 문제점을 내포

하고 있다. 이에 전단수정계수를 사용하지 않으면

서도 전단변형효과를 고려하고 상용프로그램에도 
적용할 수 있는 방법론의 필요성이 제기 되었다.  
최근에 고전이론과 생브낭의 원리에 기초한 해

석기법이 평판의 응력해석을 위하여 개발되었

다.(7,9) 이 방법은 고전 보 이론의 해를 생브낭의 
원리를 이용하여 후처리함으로써 간단한 계산만으

로 정확도를 높일 수 있다는 것이다. 본 연구에서

는 응력해석 개선을 위해 개발된 방법론을 진동 
및 좌굴 해석에도 적용할 수 있게 확장하고자 한
다. 이를 위하여 먼저 방법론의 근간이 되는 생브

낭의 원리를 소개한다. 이어서 고전 보 이론에 기
초한 진동 및 좌굴 방정식을 이용하여 전단변형을 
고려하는 워핑함수와 보의 평형을 위한 섭동항을 
도입하는 과정을 보여주고자 한다. 마지막으로 수
치예제를 통해 본 연구에서 제안된 방법론이 일차

전단변형이론의 해와 같은 결과를 보임으로써 전
단수정계수의 도입이 필요 없는 효과적인 방법론

임을 보인다.  
 
1.2 생브낭의 원리 
생브낭의 원리(10,11)의 정의는 “정적 등가 하중이 

작용하는 시스템에서 최대치수 이상 떨어진 점의 
응력상태는 동일하다.”이며, 원통형과 같은 1 차원 
보 구조물에 대해 적용되었다. 여기서, 응력상태란 

응력분포가 아니라 서로 다른 응력분포가 생성하

는 합응력(축력, 모멘트합력)들을 의미한다. 생브

낭의 원리에 따르면 동일한 시스템에 대해 반드시 
만족해야 하는 것은 합응력들이 서로 같아야 한다

는 것이다. 이를 식으로 아래와 같이 나타낼 수 
있다. 
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본 논문에서는 개선 전후의 합응력은 동일하다

는 생브낭의 원리를 이용하여 고전 보 이론(E-B)
의 변위를 후처리함으로써 변위섭동항을 계산하고 
자유진동 해석에서의 고유진동수, 좌굴하중 예측

에 대한 결과를 정확한 전단수정계수를 가지는 일
차전단변형이론의 해와 비교하고 그 정확도를 확
인하였다. 

2. 정식화 

이 장에서는 각각의 보 이론을 가상일의 원리에 
적용하여 자유진동식과 좌굴하중식을 유도하고, 
생브낭의 원리를 이용하여 변위섭동항을 계산하는 
과정을 소개한다. 2.1 절과 2.2 절에서는 각각 고전이

론과 일차전단변형이론을 유도하고, 2.3 절에서는 고
전이론의 해를 개선하는 방법론에 대해 기술한다. 

 
2.1 고전 보 이론 
고전 보 이론(E-B)의 변위장은 다음과 같이 주

어진다. 
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               (2) 

 
자중을 무시하고 외력을 고려한 동적 가상일의 원
리는 다음과 같다. 

 

ij ij i i i iV V
dV u u dV P uσ δε ρ δ δ+ =∫ ∫ ��      (3) 

 
여기서 i 는 보 단면에 대한 적분을 나타낸다. 

식 (2)의 변위장을 사용하면, von-Karman 형태의 
기하 비선형을 고려한 변형률은 다음과 같이 주어

진다.  
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식 (2)와 (4)를 식 (3)에 대입하고 각각의 변수에 
대해 변분을 취하면 다음과 같이 자유진동식, 좌
굴하중식이 계산된다. 

 
2

32 0

2
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                  (5) 
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                        (6) 

 
여기서 EI 는 굽힘 강성을, A 는 보의 단면적을 그
리고 l 은 보의 길이를 각각 나타낸다. 식 (5)의 자
유진동식의 경우 식 (4)에서 비선형항을 제외하고, 
회전관성의 영향을 무시하여 계산된다.  
 

2.2 티모센코 보 이론 
이 절에서는 고전이론의 정확성 비교를 위하여 

대표적인 일차전단변형이론인 티모센코 보 이론

(R-T)의 해를 구하고자 한다. 이 이론의 변위장은 
다음과 같이 주어진다. 
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                   (7) 

 
식 (7)의 변위장으로부터 기하비선형을 포함하

는 변형률은 다음과 같이 계산된다. 
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식 (8)을 식 (3)의 가상일의 원리에 대입하고 정

리하면 다음과 같은 결과를 얻을 수 있다. 
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여기서 G 는 전단 강성을, 그리고 ks 는 전단수정

계수를 나타낸다. 진동수를 나타내는 식 (9)는 식 
(5)에서 적용한 조건들을 적용하였다.  

 
2.3 고전 보 이론의 개선 
고전 보 이론의 해를 개선을 위해서는 먼저 횡

방향 전단응력을 계산하여야 한다. 이 응력은 응

력 평형방정식을 두께 방향으로 적분함으로써 얻
을 수 있다. 그러면 횡방향 전단응력 13σ 은 다음

과 같이 계산된다. 
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                   (11) 

 
한편 횡방향 변위장 3u 는 고전 보 이론과는 다르

기 때문에 이를 고려하여 미지의 항인 면외 변위

섭동항 3w 를 포함하도록 가정한다. 
 

3 3 3( ) ( ) ( )u x v x w x= +�                     (12) 
 
식 (11)과 (12)를 아래의 전단응력 구성방정식에 

대입하고 두께방향으로 적분함으로써 개선된 면내 
변위장 1u� 를 계산할 수 있다. 

 
13 1,3 3,1( )G u uσ = +� �                       (13) 

 
계산된 면내 변위장은 다음과 같다. 
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식 (12)와 식 (14)에 주어진 개선된 변위장을 식 

(3)의 가상일의 원리에 대입하고, 회전관성의 영향

을 무시하면 다음과 같은 식을 얻는다.  
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여기서 상첨자 IE 는 개선된 변위장에 의한 변위, 
변형률 그리고 응력을 가리킨다.  
식 (15)의 변분식을 각각의 변수 v , w 로 분리

하여 계산할 수 있으며, 밑줄 친 부분에서 다음과 
같은 식을 얻을 수 있다. 

 

30
( , )

l
M v w w dxδ ′′∫                        (16) 

 
식 (16)에 나타나는 모멘트 ( , )M v w 는 생브낭의 

원리에 의해 EBM 와 같아야 하며, 이를 통해 미지

의 변위 섭동항( 3w )을 계산할 수 있다. 최종적으

로 면외 섭동항은 다음과 같이 얻어진다. 
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2

3 3 1 210
h Ew v c x c

G
′′= − + +                (17) 

 
여기서 변위섭동항 3w 의 적분상수 1c , 2c 는 보의 
경계조건을 적용함으로써 계산할 수 있다. 
개선된 변위장에 기초한 자유 진동식은 식 (15)

로부터 계산되며 다음과 같이 얻을 수 있다. 
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              (18) 

 
식 (18)로부터 개선된 진동수는 고전이론과 비

교하여 전단변형에 의한 추가 처짐에 의해서만 변
화함을 알 수 있다. 이는 진동수의 변화의 주 원
인이 변형에너지지가 아니라 운동에너지에 있음을 
보여준다.  
좌굴 문제에 대한 정식화도 자유진동 정식화와 

유사하게 식 (15)로부터 계산된다. 정리하면 다음

과 같다.  
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v dV P v lσ δ δ′ − =∫                (19) 
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식 (19)에서 1 IEN P P= = 라는 조건을 얻을 수 있

으며, 이는 적용된 이론과 관계없이 물리적으로 
가해준 힘은 동일해야 하기 때문이다. 식 (19)의 
결과를 적용하면 좌굴 하중식을 식 (20)과 같이 
얻을 수 있다. 한편 진동식 (18)과는 다르게 좌굴 
하중식 (20)은 보의 변형에너지가 (즉, 전단변형에 
의한 추가 곡률) 좌굴 하중 변화의 주된 이유임을 
보여준다.  
식 (18)과 식 (20)으로부터 전단변형에 의한 추

가 변형은 진동수 및 좌굴하중을 고전 보 이론과 
비교할 때 더 낮은 값으로 나타남을 명확하게 보
여주고 있다. 이는 생브낭의 원리에 의해 추가 처
짐이 (즉, 섭동항) 모멘트에 영향을 주지 않기 때
문이다. 다음 장에서는 이 절에서 관찰된 주요 결
과들을 수치예제를 통해 보여주고자 한다.  

3. 수치예제 

이 장에서는 다양한 경계조건을 가지는 보 문제

에 대해 본 논문에서 유도된 새로운 식들을 이용

하여 진동수 및 좌굴하중을 계산한다. 얻어진 결
과들의 정확성 검증을 위하여 일차전단변형 이론

의 해와 비교한다. 먼저 3.1절과 3.2절에서는 외팔

보, 단순지지보에 대한 자유진동을 해석하고, 3.3절
과 3.4절에서는 같은 경계조건에 대한 선형 좌굴 
문제를 해석하고자 한다. 

 
3.1 외팔보의 자유진동해석 
외팔보 문제의 경우 고전 보 이론의 엄밀해가 

잘 알려져 있으므로 첫 번째 고유 모드함수를 적
용하여 해석하였다. 

 

{ }
3 cosh( ) cos( )

sinh( ) sin( )

x xv l l
x x

l l

λ λ

λ λψ

= −

− −
          (21) 

 
여기서 1.87510407λ = , 0.734095514ψ = 이다. 고
전 보 이론의 해는 식 (21)을 식 (5)에 대입하고 
적분함으로써 계산 할 수 있다.  
한편 개선된 변위장을 이용한 주파수 개선은 섭

동항을 계산해야 한다. 섭동항의 식은 식 (17)에 
주어져 있으며, 적분상수들을 결정하여 완성할 수 
있다. 외팔보의 경우 섭동항은 고정단의 경계조건

으로 결정할 수 있으며, 이 경우에는 고전적인 경
계조건이 아닌 점근적으로 정확한 경계조건을 적
용해야 하는 것으로 문헌에 보고되어 있다.(7,9) 이 
조건은 평균변위가 고정단에서 0이라는 것으로 주
어지며 다음과 같다.  

 
2 2

2 2
3 1(0, ) (0, ) 0

h h

h h
u z dz zu z dz

− −
= =∫ ∫         (22) 

 
상기 평균변위 조건을 적용하여 식 (17)에서 나타

나는 섭동항의 적분상수들을 다음과 같이 결정할 
수 있다. 

 
16 2

1 3

2

2 3

1.249 10

0.703203

Ehc
Gl

Ehc
Gl

−×
= −

=
                (23) 

 
이제 식 (23)의 결과들을 진동수 방정식 (18)에 대
입하면 개선된 주파수를 얻는다.  
일차전단 변형이론의 경우 고전 보 이론과는 다

르게 엄밀해가 복잡함으로 평형방정식과 경계조건

을 만족하는 근사함수를 사용하였다. 이 근사해는 
다음과 같이 주어진다.  

 
2 3

2

2 2

3 0

( )
3

( )
xRT

s s

C Cx Cx x x
l l

EI EIv x dx C
k GA k GA

θ

θ θ

= − +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
′= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫

     (24) 
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Fig. 1 The normalized first natural frequency of a 

cantilever beam 
 

 
Fig. 2 The normalized first natural frequency of a 

simply-supported beam 
 
여기서 상수 C 는 근사함수의 크기를 나타낸다. 
수치비교를 위하여 등방성 재질을 가정하였으며, 

앞서 계산된 개선된 주파수 및 티모센코 보 이론

의 해를 고전 보 이론의 해로 무차원화하여 보의 
길이/두께 비의 함수로 Fig. 1 에 도시하였다.  
등방성 재질의 경우 전단수정계수( sk )는 사각단

면에 대해 정확하다고 알려진 5/6을 적용하였다. 
그림에서 보듯이 본 논문에서 제안된 방법이 정
확한 전단수정계수를 가지는 티모센코 보의 이론

해와 잘 일치함을 알 수 있다. 약간의 오차는 티
모센코 보의 해석해를 구함에 있어 근사해를 적
용한 것에 기인하여, 이는 다음 3.2절의 단순지지 
보 예제에서는 정확하게 일치하는 것으로 확인할 
수 있다.  

 
3.2 단순지지보의 자유진동해석 
단순 지지보의 평형방정식과 경계조건을 만족하

는 고유 모드함수는 잘 알려져 있으며 다음과 같
이 주어진다. 

3 sin( )xv A l
π=                     (25) 

 
식 (25)를 식 (5)에 대입하여 고전 보 이론의 해

석해를 얻는다. 이 해석해는 3.1절에서 기술한 것
처럼 섭동항식 (17)을 통해 개선할 수 있으며, 단
순지지보의 경계조건인 양단의 모멘트와 처짐이 0
이라는 조건을 적용하여 섭동변위를 계산한다. 식 
(18)을 이용하면 개선된 주파수를 계산할 수 있다. 
티모센코 보 이론의 경우, 처짐은 식 (25)와 같으

며 회전각 변위는 코사인 함수를 적용하여 다음과 
같이 얻어진다. 

 
2

2
2

1

EB
RT

EI
k GA ls

π

ω
ω

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

+

                   (26) 

 
단순지지 보에 대한 주파수를 보의 길이/두께 

비의 함수로 Fig. 2에 도시하였으며, 물성치 및 무
차원화는 3.1절에서 기술한 바와 동일하다. 그림에

서 보듯이 개선된 해가 정확한 전단수정계수를 가
지는 티모센코 보 이론의 해와 정확하게 일치함을 
알 수 있다.  

Fig. 1과 Fig. 2로부터 보의 주파수를 전단수정계

수의 도입 없이 고전 보 이론의 해를 후처리함으

로써 (즉 섭동항의 계산만을 통해 개선) 주파수를 
개선할 수 있음을 알 수 있다. 정확한 전단수정계

수를 계산할 수 없을 경우 본 논문에서 제안한 방
법이 대안이 될 수 있음을 보여준다.  
 

3.3 외팔보의 좌굴해석 
좌굴 해석을 위해 먼저 외팔보 경계조건을 고려

하였으며, Fig. 3에 보이는 것처럼 길이가 l인 보의 
자유단에 압축력 P를 문제를 고려하였다.  
좌굴문제 해석을 위하여 고전 보 이론의 평형방

정식과 경계조건을 만족하는 근사함수를 다음과 
같이 가정하였다.  

 

3 (1 cos )
2

xv A
l

π
= −                    (27) 

 
상기 식을 식 (6)에 대입하면 고전 보 이론에 의
한 좌굴하중을 다음과 같이 얻을 수 있다. 

 
2

24EB
EIP
l

π
=                        (28) 

 
티모센코 보 이론의 경우 진동문제에서 사용한
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식 (24)의 처짐과 회전각 변수들을 그대로 적용하

였다. 식 (24)를 식 (10)에 대입하면 다음과 같이 
좌굴하중을 계산할 수 있다.  

 

2

24
(1 )

s

EB
RT EI

k GA l

P
P

π
=

+
                (29) 

 
개선된 좌굴하중은 식 (17)의 섭동항을 식 (22)

의 평규변위 경계조건을 적용하여 계산하고, 개선

된 좌굴 하중식 (20)에 대입하여 정리하면 다음과 
같이 얻을 수 있다. 

 

2

2
6
5 4

(1 )
EB

IE EI
GA l

P
P

π
=

+
              (30) 

 
위의 식 계산에 있어 섭동항의 적분상수들은 모드

함수 계산에만 필요하다. 만약 해석자가 좌굴하중

에만 관심이 있다면 섭동항의 이차 미분만이 필요

하기 때문에 이 상수들을 계산할 필요가 없다. 즉, 
경계조건의 적용을 필요로 하지 않는다. 이는 매
우 중요한데 모멘트 등가(즉, 생브낭의 원리)의 원
리만을 사용하여 복잡한 경계조건의 적용 없이 좌
굴하중을 계산할 수 있기 때문이다. 식 (30)의 계
산을 위해서는 아래와 같은 간단한 식을 사용할 
수 있다.  

 
2

(4)
3 310

h Ew v
G

′′ = −                   (31) 

 
티모센코 보 이론에 의한 좌굴하중(29)과 개선

된 좌굴하중(30)을 고전 보 이론의 좌굴하중(28)으
로 무차원화한 값을 보의 길이/두께비의 함수로 
Fig. 4에 도시하였다. 티모센코 보의 경우 전단수

정계수는 5/6을 적용하였으며, 3.1절의 외팔보 진동

문제와 마찬가지로 개선된 좌굴하중과 잘 일치함

을 알 수 있다. 
 
3.4 단순지지보의 좌굴해석 
좌굴문제에 대한 경계조건의 영향을 조사하기 위

하여 이 절에서는 단순지지 경계조건을 고려하였다. 
보의 형상, 경계조건 그리고 변위함수는 3.2절에 

기술된 자유진동문제와 같다. 반복되는 과정을 피
하기 위하여 결과만을 간략히 정리하고자 한다.  

티모센코 보 이론의 경우 변위함수는 식 (25)를 
사용하고 회전각 변위는 코사인 함수를 가정한 다
음, 식 (10)에 대입하고 정리하면 다음과 같이 좌
굴하중을 계산할 수 있다.  

 

( )2

1
1

s

RT

EI
EB k GA l

P
P π

=
+

                 (32) 

 
단순지지 보에 대한 개선된 좌굴하중은 섭동항

식 (17)에 3.2절에서 기술한 단순지지 경계조건을 
적용하면 진동문제에서와 같은 섭동변위를 얻는다. 
이때 좌굴하중만의 계산을 위해서는 3.3절에 기술

된 것처럼 경계조건이 필요없는 식 (31)을 적용할 
수 있다. 얻어진 결과들을 좌굴하중 식 (20)에 적
용하면 다음과 같이 정리할 수 있다.  
 

( )26
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1
1

IE

EI
EB GA l

P
P π

=
+

                (33) 

 
외팔보 예제의 경우와 마찬가지로 사각단면에 

대한 전단수정계수 5/6 을 티모센코 보 이론에 적
용하면 식 (32)와 식 (33)의 두 결과가 정확히 일
치함을 알 수 있다. 

4. 결 론 

본 연구에서는 생브낭의 원리를 이용한 응력 개
선 방법을 자유진동 및 좌굴해석에 적용함으로써 
해석결과의 정확도를 높일 수 있는 방법을 소개하

였다. 고전 보 이론에서는 무시되었던 전단변형효

과가 변위 섭동항을 고려함으로써 보정되었으며, 
정확한 전단 수정계수를 가지는 티모센코 보 이론

 
Fig. 3 Cantilever beam subjected to compressive load at 

the end 

 
Fig. 4 The first buckling load of a cantilever beam 
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의 결과와 아주 잘 일치하는 결과를 얻을 수 있었

다. 이러한 결과는 전단수정계수를 미리 계산하기 
어려운 복합재료 구조물이나 복잡한 단면 형상을 
가지는 구조물의 자유진동 및 좌굴 해석에 있어 
티모센코 보 이론보다 효과적일 것으로 예상된다. 
한편 본 방법론은 전단수정계수를 구하는 새로운 
도구로도 사용될 수 있다.  
본 논문에서 소개한 방법론은 고전 보 이론뿐만 

아니라 다른 이론들에도 적용될 수 있다. 이는 후
처리를 통해서 사용된 이론의 정확도를 개선할 수 
있음을 의미한다. 실제적인 적용을 위해서는 상용 
CAE 소프트웨어에 응용하는 것이 필요하며 추후 
연구에서 다루어질 예정이다.  
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