
The Korean Journal of Applied Statistics (2016)

29(2), 301–308

DOI: http://dx.doi.org/10.5351/KJAS.2016.29.2.301

On the asymptotic correlationship for some process

capability indices Ĉp, Ĉpk and Ĉpm under bivariate
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Abstract

The process capability index is used to determine whether a production process is capable of producing

items within a specified tolerance. Some process capability indices Cp, Cpk and Cpm have been of particular

interest as useful management tools for tracking process performance. Most evaluations on process capability

indices focus on statistical estimation and test of hypothesis. It is necessary to investigate their asymptotic

correlationship among basic estimators Ĉp, Ĉpk and Ĉpm of process capability indices Cp, Cpk and Cpm. In

this paper, we study their asymptotic correlationship for three process capability indices Ĉp, Ĉpk and Ĉpm

under bivariate normal distribution BN(µx, µy , σ2
x, σ

2
y , ρ). With some nonnormal processes, the asymptotic

correlation coefficient of any two respective process capability index estimators could be established.

Keywords: asymptotic correlation coefficient, bivariate normal distribution, limiting distribution, process

capability index, process performance

1. 서론

공정능력(process capability)이란 제조공정이 제품의 설계과정에서 설정한대로 얼마나 균일한 제품을
생산할 수 있는지를 반영하는 공정의 고유능력 즉, 균일성을 의미한다. 이처럼 고유능력을 평가하기 위

해서다양한통계적기법들이제안되어왔으며, 이를공정의변동과제품의규격한계등으로공정능력을
평가하는것을공정능력분석(process capability analysis)이라하고, 이를정량적으로표현한것이공정

능력지수(process capability index)이다. 공정능력분석을 위해 여러 가지 공정능력지수들이 다양하게

연구되고 있다. 특히, Pearn 등 (1992)은 공정능력지수들의 추정량들에 대해 분포적인 문제들을 연구
하였다. 또한 Kotz와 Johnson (1993)은 기존 연구결과들을 로버스트 문제, 다변량 공정능력지수들까

지 체계적으로 정리하였다. Chan 등 (1990)은 몇 가지 추정된 공정능력지수들과 관련된 극한분포 결과
를유도하였다.

제품의품질은그들 특성각각의성능보다는오히려결합된성능에영향을 받는다. 실제로이들특성을
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하나 하나 측정하지만, 특성치들간에 독립적이라기 보다는 오히려 관련이 있어서 결합적으로 분포되어
있다고 가정하는 것이 보다 현실적일 것이다. 이러한 경우에 설명하고자 하는 공정능력조차 하나의 공

정능력지수로 표현하여 사용하는 것은 충분하지 않을 수 있다. 따라서 보다 확장된 개념의 다변량 공정

능력지수를 사용하는 것이 매우 자연스럽고 바람직할 것이다. 또한 자동 검사 시스템에 의해 여러 특성

들을 하나 하나 쉽게 측정할 수 있는 오늘날에 다변량 품질관리의 중요성은 더욱 크다고 할 수 있겠다.

관련 연구결과로 Kocherlakota와 Kocherlakota (1991)는 이변량 정규분포 BN(µx, µy, σ
2
x, σ

2
y, ρ) 하에

서 가장 간단한 공정능력지수의 추정량들인 Ĉpx와 Ĉpy의 결합 확률분포함수를 계산하고 통계적 추론

방향을 제시하였다. 그 이후에는 Park 등 (2002)이 벡터공정능력지수 관련하여 극한분포와 신뢰영역에
대하여 연구하였다. 최근에는 Shahriari와 Abdollahzadeh (2009)이 새로운 다변량 공정능력지수 벡터

를제안하여비교, 연구하였다.

본 논문에서는 공정능력지수 Cp와 Cpm 그리고 Cpk의 추정량들의 점근적 상관관계에 대하여 연구하였
다. 먼저 2절에서는 이들 공정능력지수들의 기본적인 정의와 이변량 정규공정하에서의 기본적인 공정
능력지수들에대한플러그-인추정량 Ĉpx와 Ĉpmx 그리고 Ĉpkx들을정의, 설명하였다. 그리고 3절에서

는이변량정규분포 BN(µx, µy, σ
2
x, σ

2
y, ρ) 하에서추정량 Ĉpx와 Ĉpy, Ĉpx와 Ĉpmy, 그리고 Ĉpx와 Ĉpky

등의점근적인상관관계를규명, 연구하였다.

2. 기본적인 공정능력지수들의 정의

우선 가장 널리 사용되는 공정능력지수에 대한 정의를 소개한다. 평균이 µ이고 분산이 σ2인 정규공정
N(µ, σ2)에대한기본적인공정능력지수 Cp와 Cpk 그리고 Cpm들은각각다음과같이정의된다.

Cp =
USL− LSL

6σ
=

d

3σ
,

Cpk =
min(µ− LSL,USL− µ)

3σ
=
d− |µ−M |

3σ
,

Cpm =
USL− LSL

6
√
σ2 + (µ− T )2

=
USL− LSL

6τ
=

d

3τ
.

USL와 LSL은각각해당공정에대한규격상한과규격하한을나타낸다. 또한 d와 M 그리고 τ2는각각

다음을나타낸다 (단, T는공정목표치임).

d =
USL− LSL

2
, M =

USL + LSL

2
그리고 τ2 = σ2 + (µ− T )2.

위에서 정의된 공정능력지수들은 일변량 특성치에 대한 공정능력지수이다. 그러나 보다 정확한 공정능
력분석을 위해서는 여러 개의 특성치를 한꺼번에 다루는 다변량 공정능력지수 또는 벡터공정능력지수들

이활용될수있을것이다.

본 연구에서는 두 가지 품질특성치들을 고려한 공정능력지수들을 기초로 연구하고자 한다. 우선 필요한

이론적인확률모형은다음과같다.

두 가지 품질특성치들에 대응하는 이변량 확률벡터 (X,Y )는 이변량 정규공정 BN(µx, µy, σ
2
x, σ

2
y, ρ)를

따른다고하자. 이때고려하고자하는공정능력지수들 Cpx와 Cpmy 그리고 Cpky은다음과같다.

Cpx =
USLx − LSLx

6σx
=

dx
3σx

,

Cpmy =
USLy − LSLy

6
√
σ2
y + (µy − Ty)2

=
USLy − LSLy

6τy
=

dy
3τy

,
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Cpky =
min(µy − LSLy,USLy − µy)

3σy
=
dy − |µy −My|

3σy
.

이들공정능력지수 Cpx와 Cpmy 그리고 Cpky에서아래첨자 x와 y는각각확률변수 X와 Y에대응하는

변수를 의미한다. 이들 공정능력지수에 대하여 소위 플러그-인(plug-in) 방법으로 공정능력지수 추정량

들을 고려할 것이다. 다음 절에서 두 품질특성치들과 관련하여 공정능력지수들의 추정량 Ĉpx와 Ĉpmy,

Ĉpky에대한상관관계를보다구체적으로연구, 제시할것이다.

3. 이변량 정규공정 하에서의 상관관계

이 절에서는 공정 표본 (X1, Y1), (X2, Y2), . . . , (Xn, Yn)이 이변량 정규공정 BN(µx, µy, σ
2
x, σ

2
y, ρ)로부

터임의추출되었다고할때, 두공정능력지수들 Cpx와 Cpy, Cpx와 Cpmy 그리고 Cpx와 Cpky의추정량

들에 대한 점근적 상관관계들을 규명하고자 한다. 공정능력지수 Cp와 Cpm 그리고 Cpk 등은 이론적으

로 혹은 현장에서 매우 유용하게 공정능력분석에 이용되는 바, 이들의 관계를 명확히 규명, 연구하여 적
절히 활용할 필요가 있을 것이다. 먼저 점근적 상관관계들을 규명하기 위해필요한 보조정리(lemma)를

소개하면다음과같다. 아래의기호
d→는분포수렴(convergence in distribution)을의미한다.

Lemma 3.1 공정평균 µx와 µy, 공정분산 σ2
x와 σ2

y 그리고 4차 중심적률 µ4x = E(X − µx)4과 µ4y = E(Y −
µy)4이 존재하는 임의의 이변량 공정분포로부터의 확률 표본 (X1, Y1), (X2, Y2), . . . , (Xn, Yn)에 대하여 표본의

크기 n이 n → ∞일 때, 다음의 결과가 성립한다.

(Z1n, Z2n, Z3n, Z4n) =
(√

n
(
X̄ − µx

)
,
√
n
(
Ȳ − µy

)
,
√
n
(
S2
x − σ2

x

)
,
√
n
(
S2
y − σ2

y

))
d→ (Z1, Z2, Z3, Z4) ∼ MN(0,Σ4×4).

단, 분산-공분산행렬 Σ4×4 = (σij)4×4은다음과같은각각의성분을갖는다.

σ11 = Var(X) = σ2
x, σ12 = Cov(X,Y ), σ13 = E(X − µx)

3, σ14 = Cov
(
X, (Y − µy)

2) ,
σ22 = Var(Y ) = σ2

y, σ23 = Cov((X − µx), Y ), σ24 = E(Y − µy)
3 = µ3y,

σ33 = µ4x − σ4
x, σ34 = Cov

(
(X − µx)

2, (Y − µy)
2) , σ44 = µ4y − σ4

y.

증명: Park 등 (2002) 참조. �

우선 다음 형태의 기본적인 두 공정능력지수 Ĉpx와 Ĉpy에 대한 상관계수 Corr(Ĉpx, Ĉpy)는 Lemma

3.1을 이용하여 근사적으로 다음과 같이 유도되어진다. 이와 같은 사실은 공정능력분석에서 중요한 역

할을할수있으리라생각된다.

정리 3.1 공정 표본 (X1, Y1), (X2, Y2), . . . , (Xn, Yn)가 이변량 정규공정 BN(µx, µy , σ2
x, σ

2
y , ρ)를 따른다면, 두

공정능력지수 Ĉpx = dx/(3Sx)와 Ĉpy = dy/(3Sy)의 상관계수 Corr(Ĉpx, Ĉpy)는 근사적으로 다음과 같다.

Corr
(
Ĉpx, Ĉpy

)
≈ ρ2.

증명: 우선 Park 등 (2002)의정리 1에의하면다음의극한분포가성립된다.

√
n
(
Ĉpx − Cpx, Ĉpy − Cpy

)
d→
(
− dx
6σ3

x

Z3,−
dy
6σ3

y

Z4

)
.
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확률변수 Z3과 Z4는 Lemma 3.1의 (Z1, Z2, Z3, Z4) ∼ MN(0,Σ4×4)이다. 그러므로 근사적인 상관계
수의계산에필요한분산과공분산은다음과같이계산된다.

σ2
px = Var

(
− dx
6σ3

x

Z3

)
=

d2x
36σ6

x

(
µ4x − σ4

x

)
=

d2x
36σ6

x

2σ4
x =

d2x
18σ2

x

,

σ2
py = Var

(
− dy
6σ3

y

Z4

)
=

d2y
36σ6

y

(
µ4y − σ4

y

)
=

d2y
36σ6

y

2σ4
y =

d2y
18σ2

y

,

σpxy = Cov

(
− dx
6σ3

x

Z3,−
dy
6σ3

y

Z4

)
=

dxdy
36σ3

xσ3
y

Cov(Z3, Z4) =
dxdy

18σxσy
ρ2.

따라서공정능력지수 Ĉpx와 Ĉpy의점근적상관계수 ρpxy는다음의식으로계산된다

ρpxy ≈ σpxy/n√
σ2
px/n

√
σ2
py/n

= ρ2.

�

소표본확률모형을기초로주요연구결과인정리 3.1을구현해본사례를제시하면다음과같다. 기본적

인두공정능력지수 Cpx와 Cpy에대하여 LSLx = 40, USLx = 60, LSLy = 90, USLy = 110인경우이

변량 정규분포 BN(49, 99, 32, 22, 0.9)로부터 100개의 난수벡터를 생성하여 공정능력지수 Ĉpx와 Ĉpy의

상관계수를 계산하고 Figure 3.1에 산점도를 작성하였으며 추정치로서 0.8076을 얻었다. Figure 3.1은

100개의 난수벡터를 이용한 산점도를 그린 결과이며 정리 3.1의 이론적인 결과를 잘 나타내고 있음을

알수있다.

그리고 다음 형태의 두 공정능력지수 Ĉpx와 Ĉpmy에 대한 상관계수 Corr(Ĉpx, Ĉpmy)는 Lemma 3.1을

이용하여근사적으로다음과같이유도되어진다.

정리 3.2 공정 표본 (X1, Y1), (X2, Y2), . . . , (Xn, Yn)가 이변량 정규공정 BN(µx, µy , σ2
x, σ

2
y , ρ)를 따른다면, 두

공정능력지수 Ĉpx = dx/(3σ̂x)와 Ĉpmy = dy/(3τ̂y)의 상관계수 Corr(Ĉpx, Ĉpmy)는 표본의 크기 n이 충분히 클

때, 다음의 결과가 성립한다.

Corr
(
Ĉpx, Ĉpmy

)
≈

ρ2√
1 +

(
µy−Ty

σy

)2
.

증명: 우선 Slutsky 정리와 Park 등 (2002)의 내용들을 고려하면 다음 결과를 쉽게 유도할 수 있을 것

이다.

√
n
(
Ĉpx − Cpx, Ĉpmy − Cpmy

)
d→
(
− dx
6σ3

x

Z3,−
dy
6τ3y

(Z4 + 2(µy − Ty)Z2)

)
∼ BN(0, Vppm).

단, (Z1, Z2, Z3, Z4) ∼ MN(0,Σ4×4)이며공분산행렬 Vppm = (σppmij)i,j=1,2의각성분은다음과같이

계산정리된다.

σppm11 =
d2x

36σ6
x

(
µ4x − σ4

x

)
=

d2x
18σ2

x

,

σppm22 = Var

(
− dx
6τ3x

(Z4 + 2(µy − Ty)Z2)

)
=
d2y
τ6y

(
2σ4

y + 4(µy − Ty)
2σ2

y

)
,

σppm12 = σppm21 =
dxdy

18σxτ3y
ρ2σ2

y.
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Figure 3.1. Scatter plot from a simulation for Ĉp = (Ĉpx, Ĉpy).

따라서공정능력지수 Ĉpx와 Ĉpmy의점근적상관계수는다음의식으로계산될수있을것이다.

ρppm ≈ σppm12√
σppm11

√
σppm22

=
ρ2√

1 +
(

µy−Ty

σy

)2 .
�

나아가다음형태의두공정능력지수 Ĉpx와 Ĉpky에대한상관계수 Corr(Ĉpx, Ĉpky)도근사적으로다음
과같이유도되어진다.

정리 3.3 공정 표본 (X1, Y1), (X2, Y2), . . . , (Xn, Yn)가 이변량 정규공정 BN(µx, µy , σ2
x, σ

2
y , ρ)를 따른다면, 두

공정능력지수 Ĉpx = dx/(3σ̂x)와 Ĉpky = (dy − |ȳ −My |)/(3Sy)의 상관계수 Corr(Ĉpx, Ĉpky)는 표본의 크기

n이 충분히 클 때, 다음의 결과가 성립한다.

Corr
(
Ĉpx, Ĉpky

)
≈



ρ2√
1 + π−2

π

2σ2
y

d2y

, µy = My ,

ρ2√
1 +

2σ2
y

(|µy−My|−dy)2

, µy ̸= My .
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증명: 우선 Slutsky 정리와 Park 등 (2002)의 내용들을 고려하면 다음 결과를 쉽게 유도할 수 있을 것

이다. 첫째, 먼저 µy =My인경우를고려하면다음과같다.

√
n
(
Ĉpx − Cpx, Ĉpky − Cpky

)
d→
(
− dx
6σ3

x

Z3,−
dy
6σ3

y

Z4 −
|Z2|
3σy

)
≈ MN(0, Vppk).

단, (Z1, Z2, Z3, Z4) ∼ MN(0,Σ4×4). 공분산행렬 Vppk = (σppkij)i,j=1,2의각성분은다음과같이도출

된다.

σppk11 = Var

(
−dxZ3

6σ3
x

)
=

d2x
36σ6

x

(
µ4x − σ4

x

)
=

d2x
18σ2

x

,

σppk22 = Var

(
−dyZ4

6σ3
y

− |Z2|
3σy

)
=

d2y
18σ2

y

+
π − 2

9π
,

σppk12 = σppk21 = Cov

(
−dxZ3

6σ3
x

,−dyZ4

6σ3
y

− |Z2|
3σy

)
=

dxdy
36σ3

xσ3
y

Cov(Z3, Z4) =
dxdy

18σxσy
ρ2.

따라서 µy = My인 경우에 공정능력지수 Ĉpx와 Ĉpky의 점근적 상관계수 ρppk는 다음의 식으로 계산될

수있을것이다.

ρppk ≈ ρppk12√
ρppk11

√
ρppk22

=
ρ2√

1 + π−2
9π

18σ2
y

d2y

.

둘째, µy ̸=My인경우를고려하면다음과같다.

√
n
(
Ĉpx − Cpx, Ĉpky − Cpky

)
d→
(
− dx
6σ3

x

Z3,
|µy−My|−dy

6σ3
y

Z4+
sgn(µy−My)

3σy
Z2

)
≈ MN(0, Vppk).

단, (Z1, Z2, Z3, Z4) ∼ MN(0,Σ4×4). 비슷한 방법에 의해 공분산행렬 Vppk = (σppkij)i,j=1,2의 각 성

분은다음과같이계산정리된다.

σppk11 = Var

(
−dxZ3

6σ3
x

)
=

d2x
36σ6

x

(µ4x − σ4
x) =

d2x
18σ2

x

,

σppk22 = Var

(
|µy −My| − dy

6σ3
y

Z4 +
sgn(µy −My)

3σy
Z2

)
=

(|µy −My| − dy)
2

18σ2
y

+
1

9
,

σppk12 = σppk21 = Cov

(
−dxZ3

6σ3
x

,
|µy −My| − dy

6σ3
y

Z4 +
sgn(µy −My)

3σy
Z2

)
= −dx(|µy −My| − dy)

36σ3
xσ3

y

Cov(Z3, Z4) = −dx(|µy −My| − dy)

18σxσy
ρ2.

따라서 µy ̸= My인 경우에 공정능력지수 Ĉpx와 Ĉpky의 점근적 상관계수 ρppk는 다음의 식으로 계산될

수있을것이다.

ρppk ≈ ρppk12√
ρppk11

√
ρppk22

=
ρ2√

1 +
2σ2

y

(|µy−My|−dy)
2

.

�

지금까지 이변량 정규분포 BN(µx, µy, σ
2
x, σ

2
y, ρ) 하에서의 추정량 Ĉpx와 Ĉpy, Ĉpx와 Ĉpmy 그리고

Ĉpx와 Ĉpky 등의점근적인상관관계를연구하여제시하였다.
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4. 결언

공정능력분석분야 나아가 품질관리분야에서 다양한 여러 가지 품질특성치들을 관심을 갖고 모니터링 연
구하게 될 것이다. 특히 가장 기본적인 형태의 공정능력지수들인 Cp와 Cpm 그리고 Cpk들을 연구하는
경우, 두 특성치들(X,Y )이 이변량 정규공정 BN(µx, µy, σ

2
x, σ

2
y, ρ)에 분포할 때 이 지수들 추정량들의

상관관계도 매우 중요한 주제라 생각된다. 본 논문에서는 가장 기본적으로 상관계수 Corr(Ĉpx, Ĉpy),

Corr(Ĉpx, Ĉpmy) 그리고상관계수 Corr(Ĉpx, Ĉpky)의근사적인연구결과를얻었다.

각 공정능력지수들 간에 점근적인 상관계수는 공통적으로 이변량 정규공정의 모상관계수 의 변화에 매
우 의존적이며 구체적인 관계를 규명한 의미있는 연구결과라 판단된다. 따라서 이러한 공정능력지수들

간의상관성에대하여보다다양하게구체적으로체계화하는연구를계속할필요가있을것이다.
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요 약

공정이 특정 허용범위 내에서 생산을 할 수 있는 지 여부를 결정하는 데 공정능력지수가 사용된다. 공정능력지

수 Cp, Cpk 그리고 Cpm 등은 공정의 현황을 추적할 수 있는 활용성이 높은 관리도구로서 특별한 관심을 가진
다. 대부분 공정능력지수에 대한 계산결과는 통계적 추정과 가설검정에 초점을 맞춘다. 따라서 Cp, Cpk 그리고
Cpm의 추정치 Ĉp, Ĉpk 그리고 Ĉpm 사이의 점근적 성질을 조사하는 것이 의미가 있을 것이다. 이 논문에서는

BN(µx, µy , σ2
x, σ

2
y , ρ) 하에서 세 가지 추정치 Ĉp, Ĉpk 그리고 Ĉpm 간의 점근적 상관관계를 연구한다. 비정규성

을가진공정에서는두종류의공정능력지수간에상관관계를정립할수있을것이다.

주요용어: 점근적상관계수, 이변량정규분포, 근사분포, 공정능력지수, 공정현황
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