
The Korean Journal of Applied Statistics (2016)

29(1), 123–132

DOI: http://dx.doi.org/10.5351/KJAS.2016.29.1.123

Comparison between homogeneity test statistics for

panel AR(1) model

Sung Duck Leea,1 · Sun Woo Kima · Na Rae Joa

aDepartment of Information and Statistics, Chungbuk National University

(Received December 15, 2015; Revised December 28, 2015; Accepted December 28, 2015)

Abstract

We can achieve the principle of parsimony and efficiency if homogeneity for panel time series model is

satisfied. We suggest a Rao test statistic and a Wald test statistic for the test of homogeneity for panel

AR(1) and derived the limit distribution. We performed a simulation to examine statistics with the same chi-

square distribution when number of the individual is small and in common with large. We also simulated to

compare the empirical power of the statistics in a small panel. In application, we fit panel AR(1) model using

regional monthly economical active population data and test homogeneity for panel AR(1). It is satisfied

homogeneity, so it could be fitted AR(1) using the sample mean at the time point. We also compare the

power of prediction between each individual and pooled model.

Keywords: panel first order autoregressive model, test of homogeneity, Rao test statistic, Wald test statistic,

regional economical active population data

1. 서론

하나의 현상에 대해 여러 개의 독립적인 시계열로 구성된 자료는 실제 현상에서 자주 나타나게 되는
데 이를 패널 시계열 자료라 한다. 이때 m개의 독립적인 시계열 모형이 생기는데, 이러한 자료를 분

석할 때 먼저 m개의 시계열들이 동일한 패턴을 갖고 있는지 확인한다. 만약 동일한 패턴을 가지고 있

다면 각 시계열이 하나의 모집단에서 온 것으로 간주할 수 있을 것이므로 각각의 독립적인 시계열들을

개별적으로 분석하는 것보다 자료를 종합(pooling)하여 분석하는 것이 모수절약 원칙(the principle of

parsimony)에의해더욱효율적이다.

Anderson (1978)은의사가환자들의혈압을여러날동안측정하여이환자들의혈압간에동질성이있

는지를 알아보았다. Basawa 등 (1984)은 ARMA(p, q) 모형에 대하여 시계열 패널 자료에 대한 동질성

검정을, Lee (1993)는계절성시계열패널자료에대한동질성검정을연구하였다. 이런패널자료의동

질성 검정은 선형 모형 뿐만 아니라 비선형 시계열 모형에 대해서도 연구되었는데 Kim 등 (2000)은 일

차 비선형 시계열의 정상성 조건을 유도하고, 여러개의 독립적인 일차 비선형 시계열로 구성된 패널 자
료의 동질성 검정법과 그 극한분포를 제시하였다. 또한 Lee 등 (2013)은 패널 중선형 시계열 모형의 모

수에대한동질성검정과검정통계량의극한분포를유도하고, 실증분석에서실제자료에적합하였다.
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자료가 모든 시점에서 관측되지 않고 간헐적인 자료를 갖는 패널 시계열 모형의 동질성 검정에 관한 연
구로는 Basawa와 Billard (1989)의 연구가 있는데 간헐적인 자료에 대한 자기상관 오차항을 갖는 회귀
모형의 동질성 검정과 검정 통계량의 극한분포를 소개하였고, 시계열의 시점 별 표본 평균을 이용하여
자료를 집약(aggregated)한 후 모수 추정의 문제를 다루었다. Basawa와 Billard (1989)의 연구는 상관
이 있는 오차항을 갖는 비선형 회귀모형으로 확장 가능한데 Glasbey (1979)는 그러한 일반화가 필요한
실제 응용 사례를 제공했다. Lee (2014)는 간헐적인 자료를 갖는 패널 시계열 모형의 동질성 검정과 검

정통계량의극한분포를소개하고모의실험을통해확인하였으며, 실제자료에적합하였다.

본논문에서는패널의수가작은패널시계열모형에서동질성검정을살펴보았다. 패널의수가작을때

패널 1차 자기회귀 모형의 동질성 검정 통계량의 분포를 살펴보고, 두 가지 동질성 검정 통계량의 검정

력을 비교하였다. 2장에서는 패널 1차 자기회귀 모형을 소개하고, 3장에서는 패널 AR(1) 모형의 동질

성 검정을 위한 세가지 검정 통계량을 구하고 그 극한분포를 유도한다. 4장에서는 패널의 수가 적은 패

널 AR(1) 모형의 동질성 검정 통계량의 분포를 모의 실험하였으며, 두 검정 통계량의 검정력을 비교하
였다. 5장에서는 실제 지역별 경제활동인구수 자료를 이용하여 동질성 검정을 수행하였으며, 개별적으

로 적합한 모형과 시점별로 종합된 자료를 이용하여 적합한 모형의 예측력을 비교하고 6장에서 결론을

맺는다.

2. 패널 1차 자기회귀 모형

AR(1) 모형의 시계열 {Xt(j), t = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m}가 시점 t에서의 j번째 패널 시계열일

때이를패널 1차자기회귀모형이라하며, 패널 AR(1) 모형은다음과같은식을갖는다.

Xt(j) = ϕjXt−1(j) + et(j), t = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m, (2.1)

여기서 et(j)는 독립이고 동일한 정규분포를 따르며 평균은 0이고, 분산은 σ2
e인 확률변수이며, 모든 패

널에서 1차 자기회귀계수 ϕj가 정상조건 |ϕj | < 1을 만족한다고 한다. 그리고 전체 관측치의 개수는 각
패널의관측치의개수의합으로 N = n1 + n2 + · · ·+ nm이다.

오차항 et(j)가 정규분포를 따른다는 가정을 통해서 총 N개의 표본에 대한 우도함수는 마코브 과정에

의해다음과같이유도할수있다.

LN =
(
2πσ2

e

)− 1
2
N
exp

[
−1

2

m∑
j=1

nj∑
t=1

{Xt(j)− ϕjXt−1(j)}2

σ2
e

]
. (2.2)

이우도함수를최대로하는 ϕj의최대우도추정량 ϕ̂j는다음과같다.

ϕ̂j =

nj∑
t=1

Xt(j)Xt−1(j)

nj∑
t=1

X2
t−1(j)

, j = 1, 2, . . . ,m. (2.3)

3. 패널 AR(1)의 동질성 검정을 위한 통계량과 극한분포

패널 AR(1)에서각각의시계열들의자기회귀계수의동질성검정을위한가설은다음과같다.

H0 : ϕ1 = ϕ2 = · · · = ϕm,

H1 :적어도하나의 ϕj는같지않다. (3.1)
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패널 자기회귀 모형의 모수에 대한 동질성 검정에는 일반적으로 세 가지 통계량이 주로 사용되는 바
LR(likelihood ratio) 통계량, Rao 통계량, Wald 통계량이있다. 먼저 LR 통계량은다음과같다.

LR = −2 log
LH(ϕH)

L(ϕj)
, (3.2)

여기서 LH는 귀무가설 하에서 우도함수이며 ϕH는 LH를 바탕으로 얻어진 ϕH의 제한된 최우추정량으

로 LH와 ϕ̂H은아래와같다.

LH =

(
1

2πσ2
e

)− 1
2
N

exp

[
−1

2

m∑
j=1

nj∑
t=1

{Xt(j)− ϕHXt−1(j)}2

σ2
e

]
, (3.3)

ϕ̂H =

m∑
j=1

nj∑
t=1

Xt(j)Xt−1(j)

m∑
j=1

nj∑
t=1

X2
t−1(j)

. (3.4)

다음으로 Rao (1973)가 제안한 패널 1차 자기회귀 모형의 모수에 대한 동질성 검정 Rao 통계량은 다음

과같으며, 여기서 BN (ϕ)는 Fisher information 행렬로 m×m 행렬이다.

RAO =

[
d logL

dϕ

]T
B−1
N

(
ϕ̂H
)[d logL

dϕ

]
ϕ=ϕH

, (3.5)

BN (ϕ) = −∂
2 logLN
∂ϕr∂ϕs

, r, s = 1, 2, . . . ,m,

= Diag

[
n1∑
t=1

X2
t−1(1),

n2∑
t=1

X2
t−1(2), . . . ,

nm∑
t=1

X2
t−1(m)

]
.

식 (3.5)를이용하여패널 1차자기회귀모형에서의 Rao 통계량을다음과같이계산할수있다.

RAO =

m∑
j=1

nj∑
t=1

1

σ2
X2
t−1(j)

(
ϕ̂j − ϕ̂H

)2
. (3.6)

Lee (1993)는 패널 1차 자기회귀 모형에서는 LR 통계량과 Rao 통계량이 같음을 증명하였다. 마지막

Wald 통계량은 동질성 검정을 위한 가설, 식 (3.1)의 모수를 ηj−1 = ϕj − ϕ1, j = 2, . . . ,m로 이루어진

아래와같은가설로재모수화하여구할수있다.

H0 : ηj = 0, j = 2, 3, . . . ,m, (3.7)

H1 :적어도하나의 ηj는 0이아니다.

식 (3.7)의 재모수화된 가설을 사용하여 구한 패널 1차 자기회귀 모형의 모수에 대한 동질성 검정을 위
한 Wald 통계량은다음과같다.

WN = η̂T
{
DB−1

N

(
ϕ̂
)
DT
}−1

η̂, (3.8)

여기서 ϕ̂는 다른 통계량에서와 같이 ϕ의 제한되지 않은 최우추정량이고, 패널 1차 자기회귀 모형에서
D는아래와같다.

D =
∂ηr
∂ϕs

, r = 1, 2, . . . ,m− 1, s = 1, 2, . . . ,m
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Table 4.1. Frequency of empirical distribution (m = 5) (%)

Mid Point χ2(4)
ϕ = 0.1 ϕ = 0.5

Rao Wald Rao Wald

0.5 9.0 8.7 8.8 9.2 10.0

1.5 17.4 20.8 21.3 19.5 19.4

2.5 17.8 17.9 18.4 17.3 17.3

3.5 15.2 14.8 14.1 15.0 15.0

4.5 11.9 10.6 10.8 11.4 12.3

5.5 8.8 7.4 7.6 9.1 7.8

6.5 6.3 6.2 6.6 6.8 4.8

7.5 4.4 4.6 4.0 3.3 4.5

8.5 3.0 2.9 2.6 2.7 2.9

9.5 2.1 1.7 1.7 2.0 1.8

10.5 1.4 1.8 1.8 1.3 1.9

11.5 0.9 0.9 0.7 0.7 1.0

1.7 1.7 1.6 1.7 1.3

합계 100 100 100 100 100

=


−1 1 0 · · · 0

−1 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

−1 0 0 · · · 1

 .

Basawa 등 (1984)은 N → ∞일 때 BN (ϕ) → B(ϕ)으로 확률적 수렴한다고 하면 동질성 검정의 Wald

통계량은 정규조건 하에서 WN → χ2(m − 1, λ2)와 같이 비중심 카이제곱분포로 분포 수렴한다는 것

을 증명하였다. 여기서 B(ϕ)는 비확률, 정칙인 극한 Fisher information 행렬이고, 비중심모수는 λ2 =

δT {DB−1(ϕ)DT }−1이지만 동질성 검정을 위한 귀무가설 하에서는 0 이 되어 결국 Wald 통계량은 카

이제곱분포를따르게된다.

또한 Basawa 등 (1984)은 시계열 모형에서 동질성 검정의 LR 통계량, Rao 통계량, Wald 통계량이 표

본의크기가충분히크면점근적으로같은극한분포를가짐을증명하였다.

4. 모의실험

앞에서 소개한 3가지 검정 통계량 중 주로 많이 사용되는 Wald 통계량과 Rao 통계량이 패널의 수가 적

을 때 모의실험을 통해서 χ2분포로 접근하는지 알아보았다. 통계패키지 R을 이용하여 AR(1)을 따르

는 난수를 발생시켜 패널 AR(1)을 따르는 데이터를 생성하였다. 이때 패널의 개수가 각각 5개, 10개,

15개인경우동질성검정을위한 Rao 통계량과 Wald 통계량이각각 χ2분포로근접하는지알아보았다.

Table 4.1은 패널의 수가 5개이고 패널 1차 자기회귀 계수 ϕj가 각각 0.1, 0.5인 패널 AR(1) 모형을 따

르는 난수로 Rao 통계량과 Wald 통계량을 구한 후 이를 1,000번 반복하여 유의확률과 비교한 결과이
다. Table 4.1의결과를보면패널의수가 5개인경우 ϕj = 0.1, 0.5인경우 Rao 통계량과 Wald 통계량

모두 χ2(4)의유의확률과유사함을확인할수있으며, Figure 4.1과 Figure 4.2에서도두통계량의히스

토그램이모두 χ2(4)에근접함을확인할수있다.

같은 방법으로 Table 4.2는 패널의 수가 10개이고 패널 1차 자기회귀 계수 ϕj가 각각 0.1, 0.5인 패널
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(a) Rao (b) Wald

Figure 4.1. Histogram of two statistics (m = 5, ϕ = 0.1).

(a) Rao (b) Wald

Figure 4.2. Histogram of two statistics (m = 5, ϕ = 0.5).

Table 4.2. Frequency of empirical distribution (m = 10) (%)

Mid Point χ2(9)
ϕ = 0.1 ϕ = 0.5

Rao Wald Rao Wald

1 0.9 0.8 0.8 1.2 1.0

3 8.0 10.4 10.3 9.3 8.3

5 17.1 17.1 16.7 17.3 17.1

7 20.6 18.8 18.8 20.5 17.4

9 18.4 19.7 20.6 14.7 17.6

11 13.7 13.3 13.3 15.7 13.4

13 9.1 8.2 8.1 10.0 9.5

15 5.5 5.7 4.4 5.4 7.7

17 3.2 2.6 3.1 3.5 3.6

19 1.7 1.7 1.8 1.5 2.5

21 0.9 1.0 1.1 0.7 1.0

23 0.5 0.4 0.8 0.1 0.2

0.4 0.3 0.2 0.1 0.7

합계 100 100 100 100 100

AR(1) 모형을따르는난수로 Rao 통계량과 Wald 통계량을구한후이를 1,000번반복하여유의확률과

비교한결과이다. Table 4.2의결과를보면패널의수가 10개이고 ϕ = 0.1, 0.5인경우역시 Rao 통계량

과 Wald 통계량모두 χ2(9)의유의확률과유사함을확인할수있다. Figure 4.3과 Figure 4.4를보아도
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(a) Rao (b) Wald

Figure 4.3. Histogram of two statistics (m = 10, ϕ = 0.1).

(a) Rao (b) Wald

Figure 4.4. Histogram of two statistics (m = 10, ϕ = 0.5).

두통계량의히스토그램이모두 χ2(9)에근접함을확인할수있다.

한편 패널의 수가 작을 때 Rao 통계량과 Wald 통계량 중 어떤 통계량이 더 바람직한지 알아보기 위하

여 통계프로그램 R을 이용하여 ϕ1 = 0.1로 고정하고 ϕ2와 ϕ3를 변화시켜 시점의 수는 100개이고 패

널의 수가 3개인 패널 AR(1)을 따르는 시계열 난수를 각각 1,000개씩 발생시켰다. Table 4.3과 Table

4.4는 계산된 각각의 1,000개의 Rao 통계량과 Wald 통계량이 동질성 귀무가설을 기각할 빈도(%)를 계

산한결과이다.

Table 4.3과 Table 4.4를보면 Rao 통계량과 Wald 통계량모두 ϕ1과 ϕ2, ϕ3의차이가커질수록빠르게

100으로가까이가는것을확인할수있다. 두통계량을비교해본다면 Rao 통계량이 Wald 통계량보다

더 민감하게 패널 1 차 자기회귀 계수의 차이를 감지하는 것을 확인할 수 있다. 따라서 패널의 수가 작

을 때, 패널 1차 자기회귀 모형의 동질성 검정을 위한 검정 통계량으로는 Rao 통계량이 Wald 통계량보

다더우수하다고할수있다.

5. 사례연구

통계청 국가통계포털(KOSIS)에서 제공하는 2000년 1월부터 2013년 12월까지 14년(168개월)동안 5개

시도(충청북도, 전라남도, 경상북도, 경상남도, 제주도)의 월별 경제활동인구수 자료를 사용하였다.

KOBIS에서제공하는자료는단위가 “명”이므로포아송분포를따르는변수로이자료를정규분포로근
사시키기 위해 각 지역별로 표준화하였으며 계절차분을 통하여 정상성을 만족하는 자료로 변환하였다.
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Table 4.3. Empirical power of Rao statistics (%)

Rao
ϕ2

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

ϕ3

0.1 3.8 9.4 28.9 58.0 87.8 97.5 99.9 100.0 100.0

0.2 9.2 9.4 20.7 49.9 79.0 95.2 99.5 100.0 100.0

0.3 29.2 23.6 28.0 52.6 76.7 94.3 99.2 100.0 100.0

0.4 59.3 49.7 49.8 57.2 75.9 93.1 98.9 100.0 100.0

0.5 87.0 79.1 74.9 75.7 86.3 93.5 99.1 99.8 100.0

0.6 97.9 95.7 93.8 91.6 95.1 97.8 99.2 99.9 100.0

0.7 100.0 99.5 99.2 98.9 98.6 99.7 100.0 100.0 100.0

0.8 100.0 100.0 99.8 99.9 99.9 99.9 100.0 100.0 100.0

0.9 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0

Table 4.4. Empirical power of Wald statistics (%)

Wald
ϕ2

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

ϕ3

0.1 3.4 8.9 26.4 55.6 85.9 97.0 99.8 100.0 100.0

0.2 8.5 8.4 18.3 45.3 75.3 93.6 99.4 99.9 100.0

0.3 26.8 20.8 25.5 48.6 71.9 92.4 98.8 100.0 100.0

0.4 54.9 45.2 45.5 54.6 73.3 92.3 98.7 100.0 100.0

0.5 84.5 75.9 70.8 73.1 84.6 92.7 98.5 99.8 100.0

0.6 96.9 94.3 91.7 90.5 93.7 97.2 99.0 99.9 100.0

0.7 99.9 99.5 98.9 98.0 98.3 99.6 99.9 99.9 100.0

0.8 100.0 99.9 99.7 99.9 99.9 99.9 99.8 100.0 100.0

0.9 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0

5개지역의변환한월별경제활동인구수는아래와같이패널 AR(1)을따른다.

Xt(j) = ϕjXt−1(j) + et(j), t = 1, 2, . . . , 144, j = 1, 2, . . . , 5, (5.1)

(j = 1 :충북, j = 2 :전남, j = 3 :경북, j = 4 :경남, j = 5 :제주).

동질성검정을위한가설은아래와같다.

H0 : ϕ1 = ϕ2 = · · · = ϕ5,

H1 :적어도하나의 ϕj는같지않다. (5.2)

통계프로그램 R을 이용하여 동질성 검정을 위한 Rao 통계량을 구한 결과 Rao = 0.2008으로 χ2(4) =

9.4877보다 작아 위 귀무가설을 기각할 수 없다. 따라서 변환한 월별 경제활동인구수 자료의 각 도별
ϕj값은 동질적이라고 결론지을 수 있다. 그러므로 시도 별로 각각의 모형으로 적합하여 분석하는 것보
다 5개시도의자료를하나로집약한모형을이용하여분석을진행하는것이더타당하다고할수있다.

동질성 검정으로 각 패널들의 동질성을 보였다면 각 패널의 자기회귀계수 ϕj (j = 1, 2, . . . ,m)를 하나

의 공통 자기회귀계수로 표현할 수 있게 된다. 현실에서 실제 관측치보다 각 시점에서의 표본평균과 같
은 집합체 데이터를 보다 편리하게 구할 수 있는 것이 사실이다. 오차항이 정규분포를 따른다면 표본평
균은 ϕ의충분통계량이라는점에착안하여각시점에서의표본평균을이용하여집합체데이터를형성한
다. 각 시점에서의 표본평균을 이용하여 AT(1) 모형으로 적합시킨 모형은 다음과 같으며 오차항 et는
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Table 5.1. MLE of ϕj

지역 충청북도 전라남도 경상북도 경상남도 제주도 집합체

ϕj 0.7787 0.8099 0.7312 0.8088 0.7335 0.623

MLE = maximum likelihood estimators.

Table 5.2. Comparison of MSPE

시계열별예측 평균예측
MSPE 3.772959 2.085439

MSPE = mean square predicted error.

백색잡음을따른다.

Yt = ϕYt−1 + et, et ∼WN
(
0, σ2) , (5.3)

Yt = X̄t =
1

5

5∑
j=1

Xt(j), t = 1, 2, . . . , 144.

각 지역별로 각각 AR(1)으로 적합하여 구한 ϕj와 집합체 데이터로 구한 ϕ의 최대우도추정량은 Table

5.1과같다.

각 도의 패널 AR(1) 모형과 동질성 가정을 바탕으로 각 시점에서 표본평균으로 추정한 AR(1) 모형

의 예측력을 비교하기 위하여 예측값과 실제값의 차를 제곱하여 얻은 평균제곱예측오차(Mean Square

Predicted Error; MSPE)를구한결과는 Table 5.2와같다. Table 5.2의결과를보면전체적으로각지

역별로 AR(1)모형에 적합하여 예측한 MSPE보다 pooling한 데이터로 예측한 MSPE가 더 우수하다는

것을알수있다.

6. 결론

패널 시계열 자료에서 독립적인 시계열들이 동일한 패턴을 가지고 있다면 각 시계열이 하나의 모집단에

서온것으로간주할수있다. 패널시계열자료의동질성이만족된다면각각의독립적인시계열들을개

별적으로분석하는것보다자료를종합하여분석하는것이모수절약원칙에의해더욱효율적이다.

본 논문에서는 패널의 수가 작은 패널 1차 자기회귀 모형의 동질성 검정에 대해 살펴 보았다. 모의실험

을 통하여 패널의 수가 작은 패널 1차 자기회귀 모형의 두 가지 동질성 검정 통계량과 그 분포를 살펴본
결과, 패널의 수가 작을 때에도 Rao 통계량과 Wald 통계량이 카이제곱 분포를 따름을 보였다. 두 검정

통계량의 검정력을 비교한 바, 패널의 수가 작을 때 Rao 통계량이 더 바람직함을 보였다. 실제 지역별

월별 경제활동인구 자료를 활용하여 동질성 검정을 수행하고 각 시계열별로 적합한 모형과 시점별 표본
평균을이용해적합한모형의예측력을비교하였다.
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요 약

패널 시계열 자료를 소개하고 패널 1차 자기회귀 모형을 고려하였다. 패널 1차 자기회귀 모형의 동질성 검정을 위한
검정 통계량으로 Rao 통계량과 Wald 통계량을 제안하고, 그 극한분포를 제시하였다. 모의실험을 통해 패널의 수

가작을때에도패널의수가많을때와마찬가지로두검정통계량의분포가카이제곱분포를따르는것을확인하였으

며, 패널의 수가 작을 때 Rao 통계량이 Wald 통계량 보다 더 우수한 검정력을 가짐을 모의실험을 통해 확인하였다.

시도별 월별 경제활동인구수 자료를 패널 1차 자기회귀 모형으로 적합하여 동질성 검정을 수행한 결과 동질성을 만
족하였다. 동질성 검정을 만족한 자료를 시점별 평균을 이용하여 종합하고 이를 1차 자기회귀모형으로 적합하였다.

각각의 시도별로 적합한 모형과 시점별 평균을 이용하여 적합한 모형의 예측력을 비교한 결과 동질성 검정을 통과한
패널 1차자기회귀모형의경우자료를종합하여적합한모형의예측력이더우수함을확인하였다.

주요용어: 패널 1차 자기회귀 모형, 동질성 검정, Rao 검정 통계량, Wald 검정 통계량, 지역별 경제활
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