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Abstract
Contrasted with the standard linear ARMA models, financial time series exhibits non-standard features such

as fat-tails, non-normality, volatility clustering and asymmetries which are usually referred to as “stylized

facts” in financial time series context (Terasvirta, 2009). We are accordingly led to ad hoc models (apart

from ARMA) to accommodate stylized facts (Andersen et al., 2009). The paper aims to give a contemporary

overview on financial and special time series models based on the recent literature and on the author’s pub-

lications. Various models are illustrated including asymmetric models, integer valued models, multivariate

models and high frequency models. Selected statistical issues on the models are discussed, bringing some

perspectives to the future works in this area.
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1. 금융 및 특수시계열 모형의 필요성

시계열 분석이란 시간의 흐름에 따라 정리 관측된 서로 상관되어 있는 자료 (X1,X2, . . . , Xn)를 분

석하는 통계 방법론이다. 시계열 자료는 크게 정상시계열과 비정상 시계열로 구분되며 비정상 시계
열은 대부분 적절한 변환을 통해 정상 시계열로 바꿀 수 있으므로 본 논문에서는 시계열 모형으로서

정상시계열을 중심으로 논의하도록 한다. 표준적인 시계열 분석 모형은 선형모형인 자기회귀이동평균
(ARMA; Box 등, 1994) 모형으로서 모형의 특징은 시계열의 분포가 (다변량) 정규분포이며 따라서
분포가 시간에 대해 가역적인 성질(time reversible in distribution), 즉, (X1, X2, . . . , Xn)의 분포가

(Xn, Xn−1, . . . , X1)의 분포와 같다는 점이다. 가장 간단한 ARMA 모형은 가장 널리 쓰이는 AR(1)이

다.

Xt = θ0 + θ1Xt−1 + et, (1.1)

여기서 et는 평균이 0이고 분산이 σ2
e인 정규분포를 따르는 iid 확률변수열이다. Tong (1990)은

선형 ARMA 모형의 단점을 지적하고 다양한 비선형 시계열 모형을 제안하였다. 그 중에서 분계

점(threshold)을가진 AR(1) 모형 (threshold AR(1); TAR(1))은다음과같다.

Xt = θ0 + θ11X
+
t−1 + θ12X

−
t−1 + et, (1.2)
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여기서 x+ = max(x, 0)와 x− = max(−x, 0)는 x = 0에서의 분계 함수를 의미한다. 확률계수 AR(1)

모형 (random coefficient AR(1); RCAR(1))은계수가확률변수인모형이다.

Xt = θ0t + θ1tXt−1 + et,

여기서 (θ0t, θ1t)는 iid 확률벡터이다. 정수 값을 갖는 계수 시계열(count time series)을 위한 AR 모형

(integer valued AR(1); INAR(1)) 모형도흥미로운모형일것이다.

Xt = θ1 ◦Xt−1 + et, (1.3)

여기서 기호 ◦는 θ1 ◦Xt =
∑Xt
i=1Bi로서 binomial thinning operator를 나타내며 {Bi}는 성공확률이

θ1인 iid 베르누이 확률변수열이다. 오차항 {et}는 평균이 θ0인 계수(count)형 iid 확률변수(예, 포아

송)이다. 표준적인 모형 (1.1)의 비선형으로의 확장 모형은 이외에도 특정자료의 필요에 맞게 연구되고
있으며 Tong (1990) 및 Grunwald 등 (2000)을 참고하기 바란다. 금융시계열은 일반적인 시계열에 비

해서 다음과 같은 새로운 네 가지 특징들(stylized facts; cf., Terasvirta, 2009)을 보이는 경향이 있다.

(i) 주변분포가 정규분포에 비해 꼬리가 두꺼운 fat tail 또는 leptokurtic 현상을 보인다. 즉, 극단적인
값이 나올 가능성이 정규분포에 비해 높다. (ii) 주변분포가 정규분포가 아닌 non-normal 분포를 따르

는 경우가 많다. (iii) 시계열 도표를 살펴보면 변동성으로 측정되는 진폭이 큰 시간구간과 작은 시간구
간으로 확연히 분리되는 변동성 집중, 즉, volatility clustering 현상이 보인다. (iv) 변동성이 과거정보

에 대해 비대칭적인 모습(asymmetry in volatility: leverage effect)을 보이는 경우가 많다. 시계열 모

형의조건부평균(µt)과조건부분산(ht)

µt = E(Xt|Ft−1), ht = Var(Xt|Ft−1) (1.4)

은 시계열을 특징짓는 가장 중요한 두 가지 요소이다. 이 논문에서 Ft−1은 t − 1시점까지 포함된 정

보 집합(σ-field)을 나타낸다. 따라서 식 (1.4)에서 µt와 ht는 Ft−1 정보 집합에 속하는 확률변수이다.

조건부 평균은 시계열의 자기 상관을 결정하는 요소이며 따라서 자기상관이 없는 경우에는 조건부 평
균을 상수 µt = µ로 선택한다. 조건부 분산 ht는 변동성(volatility)이며 대부분의 시계열 모형에서

는 ht가 상수인 모형이지만 금융시계열에서는 통상적으로 변동성을 확률과정 정상시계열로 간주하며

조건부이분산(conditionally heteroscedastic) 모형또는시간에따라변하는모형(time varying condi-

tional variance model)이라부른다. 조건부이분산모형은 Engle (1982)에의해 ARCH(autoregressive

conditional heteroscedastic) 모형으로 공식적으로 연구되기 시작하였으며 이 후 약 30년간 계량경제

학, 재무학 및 시계열분석 등의 분야에서 방대한 이론 및 응용연구가 누적되어 왔다. 본 논문에서는 통

계학(시계열분석)적인관점에서이들금융시계열및특수모형들에대해알아보고자한다.

2. 금융 및 특수시계열 모형의 소개

시점 t에서특정자산의가격을 Pt라하자. 로그수익률(백분율) Xt는다음과같이정의된다.

Xt = 100(logPt − logPt−1), (2.1)

여기서 로그는 자연로그이며 Xt는 (백분율)수익률인 X̃t = 100((Pt − Pt−1)/Pt−1)의 근사값이며 연속
복리이자(continuously compounded interest)로서다기간(multi-period) 수익율계산이간편하고합의

형태이므로 대표본 통계이론 적용에 유리하다 (Tasy, 2010, Ch.1). 금융시계열의 경우, {Xt}는 무상
관, 즉 자기상관이 없는 경우가 많으며, 대신에 {X2

t } 또는 {|Xt|}는 어느 정도의 자기상관을 보이는 경
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우가 대부분이다. 잘 알려진 분석 경험(empirical)에 의하면 {|Xt|m} 시계열 중에서 m = 1인 경우가

가장 큰 자기상관을 제공하는 것으로 알려져 있으며 이 현상을 금융시계열의 테일러효과(Taylor effect;

Terasvirta (2009), Chung과 Hwang (2016a))라부른다. 즉, {Xt}는무상관이지만독립은아닌시계열
이며 따라서 이런 성질을 가진 시계열 모형의 개발 필요성이 대두하게 되었다. 전통적인 ARMA 모형

은 평균수준인 µt의 분석 및 예측에 관심을 두고 있으나 금융시계열에서는 µt보다는 수익률의 진폭, 즉,

조건부분산인 ht를파악하기위한모형개발에주력하고있다.

조건부 이분산 GARCH 모형: Bollerslev (1986)에 의해 고안된 ARCH 모형의 일반화 형태인

GARCH 모형중에서다음과같은일차모형인 GARCH(1, 1) 모형 {ϵt}는다음과같다.

ϵt =
√
htet, ht = α0 + α1ϵ

2
t−1 + β1ht−1, (2.2)

여기서 et는평균이 0이고분산이 1로표준화된 iid 확률변수열이며 ht는조건부분산(변동성)이다. 변

동성 ht = Var(ϵt|Ft−1)는 Ft−1에 속하는 확률변수이다. 일차모형 (2.2)는 고차모형인 (p, q) 모형으

로 확장할 수 있으며, 대부분의 경우 간단한 GARCH(1, 1)으로도 좋은 분석을 수행할 수 있다는 점을

Hansen과 Lunde (2005)는주장한바있다. 로그수익률 {Xt}에자기상관이없는경우에는두가지모
형화가 가능하다. (i) Xt = µ + ϵt: 여기서 µ는 로그수익률의 기댓값이며 (ii) 표본기간 평균 로그수익
률이 X일 때 평균수정한 Xt −X를 ϵt로 간주하여 Xt −X = ϵt에 모형 (2.2)를 적용 할 수도 있다. 수

익률 {Xt}에 자기상관이 존재하는 경우에는 Xt = µt + ϵt로 모형화 한다. 예를 들어 수익률의 자기상

관계수가지수적으로감소하는경우다음과같은 AR(1)-GARCH(1, 1) 모형을사용해도좋을것이다.

Xt = θ0 + θ1Xt−1 + ϵt : ϵt =
√
htet, ht = α0 + α1ϵ

2
t−1 + β1ht−1. (2.3)

같은 양이면 수익률의 상승보다 수익률의 하락이 변동성에 미치는 영향이 큼을 의미하는 레버리

지(leverage, 비대칭)효과를 반영하는 모형은 분계점 GARCH 모형으로서 (Glosten 등, 1993) 일차

모형인 TGARCH(1, 1) 모형은다음과같다.

ht = α0 + α11

(
ϵ+t−1

)2
+ α12

(
ϵ−t−1

)2
+ β1ht−1, (2.4)

여기서 α11 ≤ α12이다. 변동성의 레버리지 효과를 위한 모형으로는 Exponential GARCH(EGARCH)

모형, 멱변환분계점모형(APGARCH) 등다양한변형모형들이있으며 Hansen과 Lunde (2005), An-

dersen 등 (2009) 그리고 Francq와 Zakoian (2013)을 참고하기 바란다. 변동성 ht는 관측불가능하
며 이를 GARCH 형태의 수식을 이용하여 추정하는 모형 기반 방법과는 달리 수익률 제곱 자료를 평

활하여 변동성을 추정하는 “비모수적” 방법도 가능하다. 수익률의 제곱 자료에 적절한 가중치를 부여

하여 평활하여 변동성 추정하는 방법으로 지수가중이동평균(exponentially weighted moving average;

EWMA)과 역사적 변동성(historical volatility) 방법이 있으며 (Yoon과 Hwang, 2015b), 제곱 자료의

시계열적 상관 구조를 고려한 종속구조 KDE(kernel density estimation) 방법을 이용한 비모수적 방법

연구도활발하다 (Andersen 등, 2009, 3장).

Integer valued GARCH(INGARCH) 모형: 시계열이 0을포함한계수(count)값을갖는경우에

GARCH 모형 (2.2)는 약간의 수정이 필요하다. 예를 들어 수익률의 범위에 따라 0, 1, 2, . . . 등의 값으

로 수익률을 재 표현하는 경우나, 수익률이 상승하는 경우는 1 하락하는 경우는 0으로 표현된 금융시계

열이이 경우에 포함된다. 의학시계열 데이터의 경우 특정질병의 월별 발생건수 시계열이 계수시계
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열의범주에속한다. 계수형시계열자료를위한 Ferland 등 (2006)이제안한 integer-valued GARCH,

즉, INGARCH(p, q) 모형은 t− 1시점까지의정보가주어진조건하에서계수시계열 Xt의조건부분포

가평균과분산이 λt인포아송분포를따르며변동성 λt가다음의수식을따른다.

λt = α0 +

p∑
i=1

αiXt−i +

q∑
j=1

βjλt−j . (2.5)

이 모형은 조건부 분포로 포아송분포를 가정하고 있으므로 평균과 분산이 동일하여 과산포(over-

dispersion) 문제를 설명하지 못하는 단점이 있으며 이를 보완하기 위해 Zhu (2011)는 조건부 분포

로 음이항(negative binomial) 분포를 이용하였다. 최근 계수시계열의 중요한 현상인 영과잉(zero in-

flation; ZI)을 고려한 영과잉-INGARCH 연구도 활발히 연구되고 있다 (Zhu, 2012; Yoon과 Hwang,

2015a).

Multivariate GARCH(MGARCH) 모형: 다변량 시계열은 전통적으로 벡터-ARMA, 즉, VAR

MA 모형을 통한 분석이 주를 이루고 있다. VARMA 분석은 변동성은 상수로 간주하고 (조건부) 평균
벡터의 분석에 초점을 맞추고 있다. VARMA 분석의 공적분(cointegration)과 그랜져-인과성(Granger

causality)은 계량경제학의 중요한 토픽이다. 다변량 시계열을 구성하는 각각의 일변량 시계열들은 단
위근을 가진 비정상 시계열이지만 이들 단위근 시계열들의 선형결합이 정상시계열이 되는 경우 다변
량 벡터시계열은 “공적분 되어 있다(cointegrated)”라고 한다. 정상시계열을 이루는 선형결합을 장

기균형방정식이라 부른다. 공적분에 대한 자세한 내용은 Wei (2006, Ch.17)을 참고하기 바란다. 특

정시계열(xt)가 다른 시계열(yt)를 그랜져 인과한다는 의미는 yt를 예측할 때 x의 과거시차 변수

xt−1, xt−2, . . .을 사용하는 것이 사용하지 않는 것 보다 (통계적으로 유의하게) 더 잘하는 경우를 의

미 한다 (Li, 2004, p.27). 실용적이면서도 간편한 그랜져 인과성 검정은 xt와 yt를 벡터 시계열로 묶은

후벡터-AR, 즉, VAR 분석으로부터 Wald-검정을수행하는것이다 (Kim과 Lee, 2005).

다변량 변동성을 분석하는 모형인 MGARCH 모형의 장점은 다변량 수익률 각각의 변동성과 더불어

변동성들 간의 동적인 관계(조건부 상관계수)를 동시에 모델링 할 수 있다는 데 있으며 이를 이용하여

VaR(Value at Risk)를 계산함으로 해서 재정분야의 포트폴리오 및 자산 배분(asset allocation)에 중

요한 역할을 한다. 백색잡음벡터로서의 k차원 벡터수익률 {Xt} 를 다음과 같이 모형화 한다: Xt =

µ+ ϵt, 여기서 µ는평균수익률벡터이며, ϵt = (ϵ1t, . . . , ϵkt)는 MGARCH 모형으로서다음과같다.

ϵt = H
1
2
t et, (2.6)

여기서 ϵt의 조건부 분산-공분산행렬인 Ht = Cov(ϵt|ϵt−1, ϵt−2, . . .)이고 H
1/2
t 는 k × k 양정치행렬

이다. 또한, et는 k × 1벡터로 다음의 조건을 만족한다: E(et) = 0, Var(et) = Ik. 조건부 분산-공

분산행렬 Ht를 모형화 하기 위한 방법론으로 EWMA(Exponentially Weighted Moving-average) 모

형, DVEC(Diagonal VEC) 모형 및 BEKK 모형 등이 있다 (Tsay, 2010, Ch.10; Song 등, 2008).

MGARCH 모형의 단점은 모수 개수가 차원 k가 증가하면서 너무 많아진다는 점이다. 추정해야할

모수 개수를 확연히 줄이기 위해 조건부 상관계수가 시점에 상관없이 일정하다고 가정한 모형, 즉,

CCC(Constant Conditional Correlation) 모형이개발되었다. 모수절약형 CCC 모형은다음과같다.

Ht = DtRDt =
((
ρij
√
hiithjjt

))
,

Dt = diag

(
h

1
2
11t · · ·h

1
2
kkt

)
, R = ((ρij)), (2.7)



A recent overview on financial and special time series models 5

여기서 hiit (i = 1, . . . , k)는 각각 단변량 GARCH로 모형화되고, R은 상관계수 행렬이다. 예로서,

GARCH(1, 1)을따르는 CCC 모형의 Dt행렬각각의대각원소들은다음과같다.

hiit = ωi + αiϵ
2
i,t−1 + βihii,t−1, i = 1, . . . , k.

CCC 모형은 조건부 상관계수 행렬이 시간에 따라 변하지 않는다는 가정을 통해 추정의 어려움을 극복
하였지만 시간에 따른 변화라는 다변량 시계열의 속성을 고려하지 못한 단점이 있다. 시간에 의존하는

조건부상관계수행렬을고려한 CCC 모형의일반화된형태가연구되었는데이모형이 dynamic condi-

tional correlation(DCC) 모형이다. DCC에서는 CCC와 달리 조건부 상관계수도 GARCH 모형화 하

여시간변화(time-varying) 요소를추가한모형이라할수있다 (Tsay, 2010, p.531; Choi 등, 2009). 차

원 수 증가에 따른 추정 모수 수가 급격히 많아진다는 문제점은 차원축소(dimension reduction)를 통해

서도극복할수있다. 전통적인다변량인자분석개념을이용해다변량변동성기저에있는인자를파악

하고 주요 소수 인자만을 선택해서 차원 축소를 수행한다. 자산수익률 다변량 벡터의 차원축소 방법으

로는 macroeconomic factor model, BARRA factor model로 알려져 있는 fundamental factor model

및 statistical factor models의세가지유형이있다. 자세한내용은 Connor (1995), Tsay (2010, 9장),

Song 등 (2008)을참고하기바란다.

High Frequency(고빈도)자료 기반 실현변동성(realized volatility; RV): 일반적으로 금융시계

열의 변동성은 일별(daily) 변동성을 의미하며 일별종가자료로부터 계산하고 있다. 하지만, 빅데이터와

연관된 실시간 자료로 부터의 고빈도 자료(high-frequency data)를 이용해서 일별 변동성을 계산하는

방법에 대한 연구도 활발하게 진행되고 있다. 대용량 데이터 처리 능력의 향상 등으로 인하여 변동성

분석에 있어 일별 주가지수 종가 자료 뿐 아니라 1분 빈도의 자료 등과 같은 고빈도 자료를 사용한 분

석도 가능해졌고 고빈도 자료를 사용하여 일별 변동성을 계산하는 방법이 연구되고 있다. Andersen과

Bollerslev (1997)는 5분 단위의 고빈도 자료를 이용하여 실현변동성을 추정하는 방법을 소개한 바 있

다. 고빈도 자료를 이용해 계산한 일별 변동성을 실현변동성(realized volatility)이라 하고 RV로 나타

낸다. 여기서 “실현”이란 원래 관측 불가능한 변동성을 고빈도 자료로부터 “관측(실현)”한 것으로 간

주할 수 있다는 의미이다. 일별 종가의 로그 수익률을 이용하여 변동성을 추정하는 기존의 방법과는
달리 하루 동안 매 분 단위로 관측된 고빈도 자료를 활용하여 변동성을 추정하는 방법을 생각해 보자
(Yoon과 Hwang, 2015b; Tsay, 2010, Ch.5). 기호 rt를시점 t(t일)의일간로그수익률이라고하자. 모

형에 의해 변동성을 추정하는 경우에는 이 일간 로그 수익률(rt)을 이용한다. 하지만 고빈도 자료에 기

반하여 추정하는 경우에는 일중 로그 수익률(intra-daily log return)이라는 것을 고려한다. 일중 로그
수익률은 t일 중 일정한 간격으로 n개가 조사되었다고 가정하여 {rt,i}, i = 1, 2, . . . , n로 나타내며 t일

의 i번째 관측시점의 로그 수익률을 의미한다. t일의 일간 로그 수익률 rt는 n개의 일중 로그 수익률의
합 rt =

∑n
i=1 rt,i으로 나타낼 수 있다(예를 들어 국내 주식시장의 경우 1분 단위로 조사된 고빈도 자료

는 n = 360이다). 일간로그수익률의조건부분산은다음과같이계산한다.

Var(rt|Ft−1) =

n∑
i=1

Var(rt,i|Ft−1) + 2

n∑
i<j

Cov[(rt,i, rt,j |Ft−1), (2.8)

여기서 Ft−1은 (t − 1)일까지 주어진 정보를 나타낸다. 일간 로그 수익률의 조건부 분산은 n개의 일중

로그 수익률의 분산과 공분산의 합으로 구할 수 있다. 위의 조건부 분산은 일중 로그 수익률 {rt,i}이
Ft−1에조건부적백색잡음과정이라가정하면다음과같이구할수있다.

Var(ri|Ft−1) = nVar(rt,1) =
n

n− 1

n∑
i=1

(rt,i − rt)
2,
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여기서 rt를 0으로 간주하면 다음과 같이 정의된 일간 로그 수익률 rt의 실현변동성(RVt)은 타당성을

부여받는다.

RVt =

n∑
i=1

r2t,i. (2.9)

즉, 실현변동성 RVt는 t일의 일중 로그 수익률의 제곱합으로 정의된다. 일중 로그 수익률 rt,i가 독립임

을 가정하지 않고 종속구조를 도입할 수도 있다. Tsay (2010, p.160)는 n개의 {rt,i}, i = 1, 2, . . . , n가

일차종속구조인 MA(1) 모형을 따르는 경우를 고려하여 식 (2.8)에 변화를 주었다. 실현변동성 RVt의

다양한 변형에 대해서는 Xiao (2013)을 참고하기 바란다. 고빈도 금융자료에서 수익률이 아닌 거래사

이 시간간격(time between transactions)을 분석하는 모형도 GARCH 모형의 변형으로 연구되어 왔다.

Engle과 Russell (1998)은 고빈도 자료에서 거래들 사이의 시간간격인 듀레이션에 대한 분석기법으로

ACD(autoregressive conditional duration) 모형을 소개하였다. ACD 모형은 GARCH 모형과 비슷

한 수리 구조를 가지고 있다. 기호 ti는 i번째 “거래”가 일어나는 시간이고, “거래”들 사이의 시간 간격

Xi = ti − ti−1을 듀레이션(duration)이라고 한다. ACD 모형에서 조건부 기대 듀레이션을 ψi로 표현

하자. 즉, ψi = E(Xi|Fi−1)이다. 듀레이션 Xi는조건부기대듀레이션 ψi와승법형태의오차 ϵi로구
성된다고가정한다 (Chung과 Hwang, 2016b).

Xi = ψiϵi, ϵi ∼ iid (1, σ2
ϵ )

듀레이션은 양수이며, ϵi도 양의 값만을 가지며 평균은 1이고 분산이 σ2
ϵ인 확률분포를 가정하는데 보통

지수분포와와이블분포를이용한다. 간단한모형인 ACD(1, 1)은다음과같다.

Xi = ψiϵi, ψi = ω + α1Xi−1 + β1ψi−1.

ACD 모형에 대한 자세한 내용은 Engle과 Russell (1998), Tsay (2010, p.255), Chung과 Hwang

(2016b)을참고하기바란다.

3. 통계적 이슈

금융 시계열 자료의 실제 우도가 관심모수 ϕ(p× 1벡터)의 함수(indexed)일 때 ϕ에 대한 통계적 추론과

연관된주요이슈들에대해알아보도록한다.

최우추정(ML): 자료 (X1, X2, . . . , Xn)의 우도가 알려진 경우에 모수 ϕ에 관해서 로그우도함수를 최
대화 시키는 방법을 최우추정(ML)이라 한다. 최우추정량은 적절한 조건하에서 (Hwang과 Basawa,

2014) 마팅게일 추정함수 형태의 추정량 중에서 가장 “작은” 극한 분산을 제공하는 최적(asymptotic

optimum) 추정량이지만 우도를 알고 있다는 강한 가정이 필요하다는단점이있다. 또한 대부분의 경우

시계열의 초기값을 상수로 X0 = x0 로 하는 조건부 우도함수이므로 정확하게는 조건부 최우추정량이

다. 정상 시계열인 경우 초기값의 영향력은 표본크기 n이 커짐에 따라 없어지므로 문제가 되지 않지만

비정상 또는 비에르고딕 시계열의 경우는 초기값의 영향력이 유지되므로 초기값 문제에 주의를 기울여

야한다 (Hwang 등, 2014a).

준-최우추정(Quasi ML; QML): 오차항의 분포가 정규분포라 가정하고 자료의 우도를 구해서 최
우추정하는 방법이다. 예를 들어, 식 (2.3)의 AR(1)-GARCH(1, 1) 모형에서 et의 분포를 N(0, 1)으

로 구한 우도를 최대화 시켜 얻은 추정량이 QML이다. 오차가 정규분포가 아닌 경우에 최대화 목적
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함수가 실제 우도가 아니므로 준-최우추정이라 부른다. 따라서 컴퓨터 팩키지를 통해 얻는 것은 대부

분 QML이라 할 수 있다. 금융시계열 GARCH 분야에서 QML이 유용한 이유는 (적절한 조건하에

서) 실제 우도가 무엇이든 관계없이 QML은 모수 ϕ의 일치추정량이기 때문이다(이를 universal consis-

tency라한다 (Francq와 Zakoian, 2013; Chung과 Hwang, 2016a).

유사-최우추정(Pseudo-ML; PML): 금융시계열의 특징인 stylized fact에 따르면 가정된 도구우
도(instrumental likelihood)를 만들 때 정규분포가 아닌 꼬리가 두꺼운 분포나 혹은 비대칭 분포를 이
용하는 것이 타당해 보인다. 예를 들어 AR(1)-GARCH(1, 1)에서 도구우도를 만들기 위해 et의 분포를

자유도가 ν인 (분산이 1로) 표준화된 t-분포 또는 표준화된 일반화 오차분포(GED)를 사용할 수 있다

(pdf 수식은 Tsay (2010, p.121)를 참고하기 바란다). 비대칭 오차분포를 사용하는 경우도 있다. Fer-

nandez와 Steel (1998)은 기존의 대칭분포를 (꼬리를 두껍게 하면서) 비대칭 화하는 방법을 고안하였

다. 알려진대칭분포 f(et)로부터다음과같은비대칭분포를만들수있다.

fs(et) =
2

ξ + ξ−1

[
f

(
et
ξ

)
I(et ≥ 0) + f(ξet)I(et < 0)

]
, (3.1)

여기서 ξ > 0는 비대칭 모수로서 1에서 멀어질수록 식 (3.1)의 비대칭 정도는 심화된다. 따라서 식

(3.1)을 이용하여 비대칭 표준정규분포 혹은 비대칭 표준화된 t-분포를 et의 분포로 사용할 수 있다. 도

구우도를 이용한 PML은 적절한 조건하에서 모수 ϕ의 일치 추정량 및 극한정규분포 추정량을 제공 한
다 (Straumann, 2005).

준-우도(Quasi likelihood; QL): 금융시계열 모형 {Xt}가 식 (1.4)에서 정의된 두 개의 조건부 적

률인 조건부 평균(µt)과 조건부 분산(ht)으로만 정의되는 준모수적(semi-parametric)경우를 고려하자.

모수 ϕ는 µt(ϕ)와 ht(ϕ)에동시에나타난다. 다음과같은이차원벡터로부터

gt(ϕ) =

(
Xt − µt(ϕ)

(Xt − µt(ϕ))
2 − ht(ϕ)

)
. (3.2)

준-우도 QL은다음과같이정의된다.

Qn(ϕ) =

n∑
t=1

(
∂µt(ϕ)

∂ϕ
,
∂ht(ϕ)

∂ϕ

)
V −1
t (ϕ)gt(ϕ), (3.3)

여기서 Vt(ϕ)는 gt(ϕ)의조건부공분산행렬이며

Vt(ϕ) = E
[
gt(θ)g

T
t (θ)|Ft−1

]
=

(
ht(ϕ) µ3t(ϕ)

µ3t(ϕ) µ4t(ϕ)− h2
t (ϕ)

)
, (3.4)

여기서 µ3t(ϕ)와 µ4t(ϕ)는 3차 및 4차 조건부 적률, 즉, µ3t(ϕ) = E[(Xt − µt(θ))
3|Ft−1]이고 µ4t(ϕ) =

E[(Xt − µt(θ))
4|Ft−1]이다. 준-우도의 장점은 금융시계열이 점화수식으로 정의되지 않고, 처음의 두

개의 조건부 적률로만 정의되는 큰 모형 족에 속하는 다양한 모형들 모두에 적용할 수 있는 광범위성에
있다. 준-우도 (3.3)을 구성할 때 (3.4)를 통해 실제 우도로부터 잉여모수(nuisance parameter) η가 생

겨 이를 추정해야 하는 번거로운 단점이 있으며 일반적인 준-우도에 대해서 Heyde (1997)를, GARCH

분야준-우도는 Hwang 등 (2014b)를참고하기바란다.

고담베 최적 추정함수(Godambe optimum estimating function): 관심모수 ϕ(p × 1벡터)의 추

론을 위한 추정함수(estimating function) Un(ϕ)는 자료와 ϕ의 함수로서 p × 1벡터이다. 추정방정식
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Un(ϕ) = 0는 ϕ의 추정량을 제공한다. 따라서 추정함수의 선택은 ϕ의 추론에 매우 중요하며 가능한

최적(optimum) 추정함수를 선택하고자 노력해야 한다. Godambe (1985)는 확률과정에서 “선형” 추

정함수 집합을 정의하고 이 집합에서 최적인 고담베 최적 추정함수 UOn (ϕ)를 구하는 공식을 제시하였
다. 금융시계열 분야에서도 이 분야에 대한 많은 연구가 이루어졌으며 GARCH 분야의 최근 연구인
Chung과 Hwang (2016a)을 참고하기 바란다. 계량경제학의 일반화 적률추정(Generalized Method of

Moment; GMM)은도구변수(instrumental variable)를이용한고담베최적추정함수의일종이라할수

있다 (Lai와 Xing, 2008, 9장).

준-모수(semi-parametric) GARCH: 식 (2.2)에서 et의 분포가 알려져 있지 않고 변동성 함수 ht

형태는 모수 ϕ를 포함하면서 지정되어 있는 경우에 et의 밀도함수를 비모수방법론(예, KDE)으로 추

정해서 분석하고 이를 이용해서 ϕ를 모수적으로 추정하는 방식을 모수와 비모수의 중간 형태라 하여

준-모수(semi-parametric) GARCH 분석이라 한다. 이 경우 모수 ϕ의 추정은 적응추정(adaptive es-

timation)과정을 거칠 수 있다. 모수 ϕ의 추정에만 관심이 있는 경우에는 준-우도(Quasi likelihood;

QL) 추정을 이용할 수 있으며 이 때 잉여모수(nuisance parameter)의 처리에 대한 주의를 기울여야 한

다. 비모수(non-paramtric) GARCH 분석은 변동성 함수 ht를 비모수 함수 추정하는 것을 의미 한다

(Linton, 2009).

Stochastic Volatility(SV) 모형: 변동성 ht는 t − 1시점까지의 정보(Ft−1)에 의존하는 함수이다.

여기에 랜덤성이 더해져서 확률적으로 복잡해진 모형이 Stochastic Volatility(SV) 모형이다. 비대칭

변동성모형인 EGARCH(exponential GARCH)에 stochastic component가더해지면 SV 모형을얻을

수있다. 다음의간단한 SV 모형에서

ϵt =
√
htet, lnht − β1 lnht−1 = α0 + νt, (3.5)

여기서 {νt}는 iid N(0, σ2
ν)이며 {et}와는 독립인 새로운 stochastic component이다. SV 모형의 추정

은보통 MCMC 방법을통해수행된다 (Taylor, 1994).

Value at Risk(VaR): 자산(포트폴리오) 위험관리에 유용한 개념인 VaR은 ‘주어진 신뢰수준(confi-

dence level)하에서 목표기간(target horizon)동안 정상적인 시장(normal market)을 전제로 할 때 발생

가능한최대손실’로정의된다 (Jorion, 1997; Tsay, 2010, Ch.7; Choi 등, 2009). l기간동안의자산(포

트폴리오)의 가치변동을 △V (l)라고 할 때 신뢰수준 100× (1− α)%에서의 VaR를 다음과같이 정의한

다.

Pr[△V (l) > VaR] = 1− α, (3.6)

VaR 계산을 위한 프로그램은 J.P. Morgan사에서 개발한 RiskMetrics가 있으며 정확한 VaR를 계

산하기 위해서는 포트폴리오를 구성하는 자산들의 MGARCH 분석이 성공적으로 이루어져야 하므로

MGARCH에 대한 연구가 개선됨에 따라 VaR 분야도 같이 발전해 나가고 있다. 자세한 내용은 Tsay

(2010)의 7장(Extreme Values, Quantiles and Value at Risk)을참고하기바란다.

News Impact Curve(NIC): Engle과 Ng (1993)은 시점 t에서의 변동성 ht와 가장 최근의 수익
률 ϵt−1과의 함수관계를 News Impact Curve(NIC)라 명명하고 변동성의 비대칭성을 그래프를 통해 알
아보았다. NIC에서는 t − 2까지의 정보 Ft−2는 상수로 간주하여 기댓값으로 대치한다. 다양한 비대칭
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NIC 수식은 Zivot (2009)에 수록되어 있다. Lee 등 (2013)은 다양한 변동성 모형들의 일차원 NIC를

이차원 NIC로 확장하고, 주성분(principal component)을 통한 NIC를 제안한 바 있다. 예를 들어, 식

(2.2) GARCH(1, 1)의이차원 NIC는다음과같다.

ht = (1 + β1)α0 + α1ϵ
2
t−1 + α1β1ϵ

2
t−2 +

α0β
2
1

1− α1 − β1
. (3.7)

비모수적변동성함수추정을통한 NIC 연구에대해서는 Linton (2009)을참고하기바란다.

지속 및 불안정 변동성(persistent and unstable volatility): 정상 ARMA 모형에서 l-시차 후

예측 값은 l → ∞에 따라 모형의 (무조건부) 평균인 µ로 접근한다. 이를 정상 ARMA 모형에서 평균
으로의 회귀(mean reversion)라 한다. 정상 GARCH에서도 l-시차 후 변동성 예측 값은 l → ∞에 따
라 (무조건부) 분산인 E(ϵ2t )로 접근한다. 이는 변동성 평균으로의 회귀성질이라 할 수 있으나 그러하지
않은 경우도 발생한다. 식 (2.2)의 GARCH(1, 1)의 경우에 (시점 n에서의) l-시차 후 변동성 예측 값

hn(l) = Var(ϵn+l|Fn)은다음과같은점화식을따른다 (Tsay, 2010, p.133).

hn(l) = α0 + (α1 + β1)hn(l − 1), l ≥ 2. (3.8)

따라서 α1 + β1 < 1이면 변동성 평균으로의 회귀에 따라 hn(l) → α0/(1 − α1 − β1)이 성립하지만

α1+β1 = 1일때는 hn(1) = (l−1)α0+hn(1)이되어 hn(1) = hn+1이미래의변동성에지속적으로남

아있게되며이를 GARCH(1, 1)의지속(persistent) 변동성이라부른다. 특별히 α1 + β1 = 1인, 즉, 지

속변동성을 가진 GARCH 모형을 IGARCH(integrated GARCH) 모형이라 부른다. 또한, α1 + β1 >

1인 경우는 식 (3.8)에서 보듯이 미래 변동성이 폭발적으로 증가한다. 따라서 α1 + β1 > 1 인 경우를

불안정 변동성이라 부른다. 비대칭 모형인 분계점-GARCH 모형에서의 지속 및 불안정 변동성 연구는
Park 등 (2009)와 Hwang 등 (2010)을참고하기바란다.

4. 결언

본 연구에서는 금융시계열 및 특수 모형에 관한 개요 및 조망(overview)을 다루었다. 가능한 최근의 문
헌과저자의논문을토대로내용을작성하였고본논문이향후금융시계열모형분야연구를시작하려는
시계열 통계학자들에게 도움이 되기를 바란다. 여기서 다루지 않은 내용들 중에는 현재 연구가 활발하
게이루어지고있는분야인계산중심(computational) GARCH, 장기억(long-memory) GARCH, 비모

수(non-parametric) GARCH 및 베이지안(Bayesian) GARCH 분석 등이 있으며 이들 및 미래연구에
대한참고문헌으로 Lai와 Xing (2008), Andersen 등 (2009) 그리고 Tsay (2010)를추천한다.
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요 약

금융시계열은 일반 시계열과는 차별적으로 stylized facts로 불리는 특징을 가지고 있다. 이 특징들은 급첨 성질, 비

정규분포, 변동성 집중 및 비대칭성을 포함한다. 이러한 특징들을 설명하기 위해서는 기존의 선형 ARMA 모형에서

벗어난 특수한 모형이 필요하게 되었다. 본 논문은 변동성 모형인 GARCH 형태의 모형을 중심으로 특수 금융시계

열모형들을소개하고연관된통계적이슈들에대해가능한최근연구를중심으로폭넓게조망하고있다.

주요용어: 금융시계열, GARCH 형태의모형, 금융시계열의특징(stylized facts)
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