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1. 서  론

난류와 입자의 다상유동은 현대 사회에 필요한 유체역학적 

현상으로써 산업 현장뿐만 아니라 우리 생활에서도 많이 찾

아볼 수 있다. 특히 요즘 큰 주목을 받고 있는 마이크로버블

은 물을 정화시키는 수처리 과정, 기체-액체 반응기, 탄산 음

료 등 화학 산업이나 식품 산업에 이용될 뿐만 아니라 대기

의 이산화탄소가 바다에 녹는 과정과 같이 자연 현상에서도 

쉽게 찾아볼 수 있다.

마이크로버블은 일반적인 크기의 버블들보다 크기가 훨씬 

작은 마이크로 스케일이고, 큰 표면장력을 가지고 있기 때문

에 모양이 구 모양으로 일정하고 부피도 변하지 않는 특성을 

갖고 있다. 계산에 용이한 마이크로버블의 모델링과 슈퍼 컴

퓨터가 발전으로 인해 난류 내에서의 마이크로버블 거동에 

대한 분석이 가능해졌다. 특히 등방성 난류에 의한 마이크로

버블의 거동은 Mazzitelli et al.[1]에 의해 스톡스 수와 부력 

수를 다르게 하여 시뮬레이션을 한 바가 있다.

본 연구에서는 등방성 난류 내에서 마이크로버블 거동을 

관찰하기 위한 수치해석을 수행하였다. 코드를 이용하여 기존

의 논문에서 제시한 변수들과 직접 계산을 한 변수들을 비교

함으로써 코드에 대한 유효성을 검증하였다[1,2]. 그리고 스톡

스 수와 부력 수를 독립적으로 사용함으로써 마이크로버블 

집단화에 대한 결과를 제시하였다. 또한 버블이 가지는 큰 특

성인 양력의 효과를 보기 위해 양력의 유무에 따른 마이크로

버블 거동을 나타내었다.

난류 내에서의 마이크로버블 거동은 우리나라의 주요한 산

업에도 많이 이용된다. 특히 Table 1-3는 산업현장에서 많이 

쓰이는 물의 dissipation 범위( ∼)와 마이크

  
  
  
  
  
  
  
  
  

Table 1 Real scale of microbubbles in industry
                              (     )
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Fig. 1 Simulation domain

로버블의 지름( ∼ )에 따른 스톡스 수와 부력 

수를 나타내었다. 이 변수들의 범위에 근거하여 각각의 외력

들이 마이크로버블 거동에 어떤 영향을 미치는지에 대한 이

론적인 측면에서 의미가 있을 것으로 판단된다.

2. 계산 방법 및 유효성 검증

2.1 시뮬레이션 모델

등방성 난류의 계산 방법으로는 직접수치해석기법(Direct 

Numerical Simulation)을 이용하였다. 계산 모델링의 경우 Fig. 

1과 같이 정육면체 모양을 선택하였고, 길이는 각각  , 격

자 개수는 각 축의 방향으로 128개씩 총 개를 사용하였

다. Navier-Stokes 방정식을 풀 때 오차를 줄이기 위해 

Pesudo-spectral 방법을 이용하여 계산하였고 시간 차분으로는 

Runge-kutta 3차 방법을 이용하였다. 경계조건은 주기적 경계 

조건을 이용하였다.

2.2 지배방정식

본 장에서는 Navier-Stokes 방정식과 마이크로버블에 대한 

운동방정식을 나타내었다. 유체에 대한 지배방정식들은 다음 

  
  
  
  
  
  
  
  
  

Table 2 Real scale of microbubbles in industry
                              (     )

과 같다.

∇∙  (1)




∙∇ 


∇∆ (2)

여기서   는 각각 유체의 속도 벡터, 압력, 동점성 계수

를 나타낸다. 식 (2)의 는 Fig. 1 안에서 지속적으로 난류 

유동을 만들어주는 힘 벡터이고 식 (2)를 Pseudo-spectral 방법

을 이용하면 다음과 같이 정의할 수 있다.

  


∈
 




 ∈

(3)

여기서 는 파상수를 나타낸다. 마이크로버블은 대한 뉴턴

의 제 2법칙에서 유도된다[3].



  
















× 

(4)

식 (4)에서          은 각각 버블의 

밀도, 유체의 밀도, 버블의 부피, 유체의 속도 벡터, 중력가속

도 벡터, 입자가 있는 지점에서의 유체 와도, 항력 계수, 부가

질량 계수, 양력 계수를 나타낸다. 여기서   을 가지

는데 1987년 Auton이 이론적으로 증명했으며 후에 실험을 통

해 이 값을 직접 확인한바 있다[4,5]. 부가질량 계수는 

  을 갖는데 이 값은 유체의 Reynolds 수와 관계없다

는 것을 증명한 바 있다(Auton et al.[6], Rivero et al.[7], Chang 

and Maxey[8]). 위의 값을 이용해서 식 (4)를 정리하면 다음과 

  
  
  
  
  
  
  
  
  

Table 3 Real scale of microbubble in industry
                               (   )
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같다.




 




×  (5)

식 (5)에서 는 입자의 반응 시간으로   
로 주

어지고 여기서 는 마이크로버블의 반지름을 나타낸다.

식 (4)에서 마이크로버블 거동에 미치는 힘은 부가질량과 

함께 작용하는 유동 가속도, 부력, 항력, 양력 등 4가지가 있

다. 마이크로버블의 위치에서의 유체의 속력과 와도를 구하기 

위해 4점을 이용한 Hermite interpolation을 이용하였다. 또한 

주기적 경계조건을 사용했기 때문에 입자의 개수는 일정하게 

유지되었다.

입자의 거동을 해석하기 위해 2가지의 정규화된 매개변수

인 스톡스 수와 부력 수를 이용하였다. 스톡스 수와 부력 수

는 다음과 같이 정의한다.

 





(6)

   (7)

식 (6)에서 Stokes number는 유체의 Kolmogorov time scale

에 대한 입자의 반응 시간비를 나타내고 부력 수는 

Kolmogorov 속도와 외력이 없는 유체에서의 버블의 상승 속

도에 대한 비를 나타낸다. 식 (7)에서 마이크로버블의 상승속

도는 입자 반응 시간과 중력가속도에 비례한다.

2.3 유효성 검증

개발된 수치방법에 대한 유효성 검증을 위해 Table 4와 같

이 유체의 매개변수들을 결정하였다. 여기서    는 

각각 유체의 난류소산율, 콜모고로프 길이스케일, rms 속도, 

테일러-스케일 레이놀즈수를 각각 나타낸다. 길이는 영역길이 

에 대한 무차원 길이이며, 시간차원 또한 점성계수와 영역

길이로 무차원화된 시간을 의미하며 모든 변수들은 이 기본

차원으로 무차원화되어 있다.

2.3.1 기존연구와의 비교 1

유효성의 검증을 위해 Mazzitelli et al.[1]의 논문과 비교를 

하였다. 비교 대상으로는 마이크로버블 위치에 있는 유체의 

      
9.2 0.018 0.028 0.044 0.64 2.54 62

Table 4 Fluid parameters

엔스트로피의 평균값( )을 각 격자점에서의 유체의 엔

스트로피의 평균값()으로 나눈 엔스트로피의 비와 외

력이 작용하지 않는 고요한 유체에서의 버블의 상승속도()

에 대해서 난류의 영역에 있는 마이크로버블의 상승속도

( )의 비를 나타내었다. 여기서 엔스트로피 는 표면

적 에 대하여 다음 식 (8)과 같이 정의된다.

 



 (8)

Reference의 경우 계산조건으로 마이크로버블의 개수는 

144,000개를 사용하였으며 총 계산시간은 3 large eddy 

turnover만큼 계산하였다. 결과값은 Table 5와 Table 6에 비교 

제시하였다.

Table 5의 경우 직접 계산한 것과 다른 논문의 값을 비교

하였을 때 엔스트로피의 비는 오차가 5% 이내로, Table 6의 

경우 마이크로버블의 상대적 상승속도 감소비 역시 값이 굉

장히 작은 범위에 있지 않은 경우 작은 오차를 보인다.

    


 



     

 


   

 


   

 


   

′     

′ 


   

     
     

Table 5 Enstrophy ratio

    
    

   

     

 


   

 


   

 


   

′     

′ 


   

     
     

Table 6 Relative reduction of bubble rise velocity
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2.3.2 기존연구와의 비교 2

두 번째 논문의 경우 Mazzitelli and Loshe[2]의 논문과 비

교를 하였다. 이 경우도 엔스트로피의 비와 마이크로버블의 

상승속도의 감소비를 나타내었다. 버블의 개수는 40,960개를 

사용하였고, 수렴할 때까지 충분히 긴 시간을 계산하였다.

Table 7과 8에서 볼 수 있듯이 엔스트로피의 비는 오차가 

전부 10% 이내이며 버블의 상승속도 감소비 역시 논문의 값

과 작은 오차를 보인다.

3. 결  과

개발한 수치기법을 이용하여 직접 시뮬레이션을 수행함으

로써 여러 결과를 분석하였다. 마이크로버블의 개수는 50,000

개를 사용하였으며 point particle approximation을 사용함으로써 

버블의 지름과 상관없이 버블의 움직임을 나타내었다. 계산 

조건은 Table 4의 조건과 동일하게 진행하였고 스톡스 수와 

부력 수의 범위는 Table 9과 같이 설정하였다.

3.1 Vorticity contour

Vorticity contour는 Fig. 1에서 z축의 위치가 인 지점에서

의 xy 평면을 나타내었다. 마이크로버블의 포집범위는 z축의 

방향으로 ±를 선택하였다. 

Fig. 2는 부력 수가 1일 때 스톡스 수가 0.1인 경우(a)와 스

톡스 수가 1인 경우(b)에 대해서 나타내었다. 부력 수가 상대

적으로 작기 때문에 (a)와 (b) 둘 다 부력에 의한 영향은 거의 

나타나지 않는다. 스톡스 수가 큰 1의 경우 마이크로버블의 

집단화 현상이 더 강하게 나타나는데 특히 와도가 큰 지점에 

    


 



    ± 
    ± 
    ± ±

Table 7 Enstrophy ratio

    
     

  

     
     
     

Table 8 Relative reduction of bubble rise velocity

 





Table 9 Range of Stokes number and W

(a) St = 0.1, W = 1

(b) St = 1, W = 1

Fig. 2 Vorticity contour

집단화 현상이 강하게 나타나는 것을 알 수가 있다.

Fig. 3는 부력 수가 8일 때 스톡스 수가 0.1인 경우(a)와 스

톡스 수가 1인 경우(b)에 대해서 나타내었다. 부력 수로 인해 

(a)와 (b) 둘 다 수평보다는 수직으로 띠모양이 형성되는 것을 

볼 수 있다. 스톡스 수가 큰 1의 경우 Fig. 2(b)와 비교했을 

때 수직방향으로 띠모양이 발달한다.

Fig. 4는 부력수 14일 때 스톡스 수에 따른 결과를 나타내

었다. 부력 수가 크기 때문에 버블들의 배열이 수직적으로 나

타난다. Fig. 4(a)의 경우 Fig. 3(a)의 경우보다 버블들이 더 밀

집해있는데 부력이 크기 때문에 와도가 큰 경우에만 영향을 

받아 밀집되는 현상이 더 강하게 일어난다. Fig. 4(b)는 스톡

스 수가 1, 부력 수가 14일 때의 vorticity contour에 대해 나타

내었다. Fig. 4(b)의 경우 유체에 의한 집단화 현상과 큰 부력

으로 인해 마이크로버블의 집단화가 높은 와도를 중심으로 
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(a) St = 0.1, W = 8

(b) St = 1, W = 8

Fig. 3 Vorticity contour

넓은 영역으로 분산되어있다.

3.2 Enstrophy ratio

엔스트로피 는 유체에서 소산 효과에 대한 운동에너지와 

관련된 양으로 여기서 사용되는 엔스트로피 비는 마이크로버

블 위치에 있는 유체의 엔스트로피 평균( )을 격자 점

에 있는 유체의 엔스트로피 평균()으로 나눈 값을 나

타낸다. 이 값이 1보다 크면 마이크로버블의 집단화 현상이 

나타나고, 값이 클수록 더 강한 집단화 현상이 발생한다.

Fig. 5는 스톡스 수가 0.1, 0.4, 1.0일 때 부력 수에 따른 엔

스트로피의 비에 대해서 나타내었다. 스톡스 수가 클수록 엔

스트로피의 비가 크며 집단화 현상이 훨씬 강하다. 부력이 커

질수록 유체에 영향이 줄어들기 때문에 엔스트로피의 비가 

전체적으로 작아진다.

(a) St = 0.1, W = 14

(b) St = 1, W = 14

Fig. 4 Vorticity contour

            Fig. 5 Enstrophy ratio
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                   Fig. 6 Relative reduction of bubble rise velocity

        Fig. 7 Closest distance

3.3 Relative reduction of bubble rise velocity

Fig. 6는 스톡스 수가 0.1, 0.4, 1.0일 때 아무런 외력이 없

는 유체에서의 버블 상승속도()에 대한 시뮬레이션에서의 

마이크로버블 상승속도( )에 대한 비를 나타낸다. 스

톡스 수가 클수록 버블의 상승속도의 감소비가 더 커지는데 

이는 스톡스 수가 클수록 마이크로버블의 집단화 현상이 강

하게 나타나기 때문에 마이크로버블의 상승속도가 감소한다. 

부력 수가 커질수록 부력의 영향이 강해지고 이에 비해 유체

의 영향이 감소해 버블의 상승속의 감소비는 낮아진다.

3.4 Closest distance

Fig. 7은 스톡스 수와 부력에 따른 마이크로버블의 Closest 

Fig. 8 Closest distance at St = 0.4, 1.0

distance에 대해 나타내었다.

∆  

 
≠

min  (9)

∆  

 
≠

min  (10)

식 (9), (10)은 Fig. 7에서의 x축과 y축에 대한 변수에 대하

여 나타내었다. 분모의 i항은 처음 마이크로버블이 유체에 균

일하게 뿌려진 상태에서의 평균 ∆∆ 값을 나타내고 분

자의 항은 굉장히 오랜 시간 후에 측정된 ∆∆ 값을 나

타낸다. 화살표는 부력 수가 커지는 방향을 나타내며 Table 9

에서 나타난 부력 수를 각각 나타내었다. Fig. 7에서 스톡스 

수가 0.1인 경우 부력 수가 커지면서 y축의 평균 closest 

distance가 x축의 값보다 커지게 된다. 이로 인해 Fig. 4(a)처럼 

띠모양이 나타나게 된다.

Fig. 8은 Fig. 7에서 스톡스 수가 0.4와 1.0인 부분을 확대

하였다. 스톡스 수가 0.4인 경우 W = 8일 때까지 closest 

distance가 감소하다가 그 이후 부력의 영향으로 유체의 영향

력이 상대적으로 약해지면서 집단화 현상이 약화되고, y축의 

closest distance가 x축의 값보다 더 커지게 되면서 띠모양이 

나타나게 된다. 스톡스 수가 1인 경우 Fig. 7과 Fig. 8을 통해 

W = 4보다 커지는 경우 스톡스 수가 0.4와 마찬가지로 

closest distance가 각 축에 대해서 커지게 된다. 이 경우에 집

단화 현상이 강하기 때문에 W가 커지게 되도 closest distance

가 y축으로 조금 치우쳐 있을 뿐 등방성 라인을 크게 벗어나

지 않는다. Fig. 4(b)를 통해 이를 확인할 수 있다.
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            (a)

            (b)

              (c)

Fig. 9 Enstrophy ratio according to lift force 
                            (a) St = 0.1 (b) St = 0.4 (c) St = 1.0

                        (a)

                        (b)

                      (c)

Fig. 10 Relative reduction of bubble rise velocity according to 
                 lift force (a) St = 0.1 (b) St = 0.4 (c) St = 1.0
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3.5 Effect of lift force

식 (4)에서 양력이 없는 상태에서의 마이크로버블의 거동

에 대해 Wang and Maxey에 대해 시뮬레이션 한 바가 있다

[9].

Fig. 9는 스톡스 수가 0.1, 0.4, 1.0일 때 양력이 유무에 따

른 엔스트로피의 비에 대한 결과를 나타내었다. Lift O인 경

우는 양력이 존재하는 경우, Lift X인 경우는 양력이 존재하

지 않는 경우에 대해 나타내었다. 스톡스 수가 커질수록 양력

이 있을 때 집단화 현상이 더 강한 점을 알 수 있으며, 부력 

수가 커질수록 일반적으로 양력이 유무에 따른 집단화 현상

의 차이가 심해지는 것을 알 수가 있다.

Fig. 10은 Fig. 9과 같은 조건하에 버블의 상대적 상승속도

의 감소비를 나타내었는데 이 역시 Fig. 9과 같이 스톡스 수

와 부력 수가 클수록 양력으로 인한 버블의 상승속도의 감소

비에 대한 치이는 더 커지게 된다.

Fig. 9과 Fig. 10을 통해 양력은 버블을 높은 와도가 있는 

방향으로 작용하며 스톡스 수와 부력 수가 커질수록 양력의 

영향력이 더 강해진다.

4. 결  론

본 연구에서는 직접수치해법(DNS)를 통해 마이크로버블의 

거동을 스톡스 수와 부력 수를 독립적인 변수로 하여 이에 

따른 결과를 분석하였다. 스톡스 수가 커질수록 마이크로버블

의 집단화가 강해졌으며 특히 유체의 와도가 높은 부근에 집

단화 되는 경향을 보인다. 낮은 부력 수에서 스톡스 수가 1인 

경우 띠의 모양이 방향에 관계없이 나타나며 부력이 커질 경

우 수직으로 작은 띠모양이 형성된다. 부력이 더욱 커지게 되

면 버블의 집단화 현상과 부력의 영향으로 버블의 집단화가 

높은 와도 근처를 중심으로 넓은 영역에 걸쳐 분포하게 되는 

성향을 보인다. 반면에 스톡스 수가 작은 경우 부력이 커질수

록 수직으로 나타난 띠모양의 형성이 오히려 강해지며 버블

들이 더욱 밀집하게 되는 특성을 보인다. 이를 확인하기 위해 

enstrophy ratio, relative reduction of bubble rise velocity, closest 

distance를 통해 정량적으로 분석을 하였으며 마이크로버블의 

거동과 잘 일치하였다. 또한 양력은 높은 와도의 방향으로 작

용하며, 스톡스 수와 부력 수가 클수록 양력으로 인한 집단화 

현상이 강해지는 것을 확인할 수 있었다.
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