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Abstract - In this study, a form-finding method of tensegrity systems by using the force density method combined with the 
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(a) (b)

Fig. 1. A structural principle of the tensegrity system: (a) illustrations 

of an unstable state and (b) a self equilibrium state

1. 서 론

텐세그리티 시스템(Tensegrity system)은 자기응력(Self-

stress)을 가지고 전체 구조물의 강성을 유지하는 핀 접합 

구조물(Pin-jointed structure)의 특수한 형태 중 하나이

다
[1]
. 텐세그리티의 다양한 정의 중 하나로써, Pugh

[2]
는 “연

속의 인장재 안에 불연속의 압축재가 결합하여 이루어지는 

구조물”이라 명하였다. 텐세그리티 시스템의 설계는 크게 

형상탐색(Form-finding), 구조 안정성(Structural stability) 

평가, 해석단계(Load analysis)의 세 단계로 이뤄진다
[3]
. 

자기평형상태(Self equilibrium state)를 유지하기 위해서는 텐

세그리티 시스템의 역학적 매개변수(Mechanical parameter)

와 기하학적 매개변수(Geometrical parameter), 즉 각 부

재의 내력과 각 절점의 좌표를 결정하여야 하며 두 변수를 결

정하는 중요한 과정을 형상탐색이라 할 수 있다
[4]

. Fig. 1의 

(a)를 보면 한 인장 부재가 내력이 없어 전체 구조물이 불안

정상태인 것을 알 수 있으며 (b)는 자기평형상태를 이룬 텐

세그리티 구조물을 나타내고 있다.

형상탐색 기법은 크게 운동학적 기법(Kinematical method)

과 정적 기법(Statical method)의 두 가지로 나눌 수 있다. 

이 중 운동학적 접근은 압축재의 길이를 고정한 채 인장재의 

길이를 최소화 하거나 혹은 그 반대의 방법으로 구조물의 안
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정 상태를 유도하는 기법이다. 이와 다르게 정적 기법은 구

조물이 평형을 이루는 형태(Equilibrium configuration)와 

부재의 내력 사이의 관계를 결정하는 것으로 다양한 방법을 

사용하여 형상탐색과정을 수행할 수 있다. 가장 보편적인 기

법 중 하나는 내력밀도법(Force density method)으로 형상

탐색 과정에서 선형방정식만 필요하기 때문에 매우 효과적

이다
[5]
.

내력밀도법을 사용하여 텐세그리티 구조물의 형상탐색 

과정을 수행한 연구는 지난 수십 년 동안 계속되어 왔다. 

1971년, 케이블 네트(Cable net)에 대해 내력밀도법을 사용

한 형상탐색기법
[6]
이 제안된 이후로 진보한 많은 기법들이 소

개 되었다
[7],[8],[9],[10]

. 하지만 복수의 자기응력 상태(Multiple-

self-stress states)를 갖는 텐세그리티에 대한 형상탐색 

기법제안은 비교적 제한된다. 형상탐색 과정의 역학적 매개

변수는 각 부재의 내력밀도이며 기하학적 매개변수는 각 절

점의 좌표이다. 한 개의 자기응력 상태를 갖는 텐세그리티 

구조물의 형상탐색과정은 복수의 그것보다 단순하다. 하지

만 복수의 자기응력 상태를 갖는다면 그중 최적의 결과 값을 

도출하는 과정을 수반해야 한다. 국내에서는 아직 텐세그리

티 시스템에 대한 인식이 부족하며 소수의 연구그룹만이 이 

분야에 대한 연구를 진행하고 있다
[11],[12],[13]

.

본 연구에서는 내력밀도법을 기반으로 하는 텐세그리티 

구조물의 형상탐색 기법을 제안한다. 이전 연구에서 제한적

이었던 복수의 자기응력 상태를 갖는 텐세그리티에 대해 초

점을 맞추었으며, 이때 유전 알고리즘(Genetic algorithm)

을 사용하여 최적의 내력밀도 값을 도출해 낼 수 있다. 유전 

알고리즘은 다윈이 제안한 유전공학의 원리를 컴퓨터 해석 

기법에 도입하여 지금까지 여러 연구자들에 의해 사용되어 

왔다. 특히 유전 알고리즘은 최적화 문제에 탁월한 효과를 

보였다
[14],[15]

. 이러한 최적화 문제들은 전제 구조물의 중량

을 줄이거나 각 부재의 단면 크기를 줄이는데 초점을 맞추

고, 혹은 전체 형상을 최적화하는 것을 목적으로 한다. 본 연

구에서 제안하는 형상탐색 기법은 이들과 다른 것으로 텐세

그리티의 자기응력 상태를 찾고 이와 대응하는 각 부재의 내

력과 각 절점의 좌표를 찾는 것이다. 특히 복수의 자기응력 

상태를 갖는 텐세그리티 시스템의 형상탐색을 목표로 한 것

이야 말로 큰 차이점이라 할 수 있다. 유전 알고리즘의 핵심

은 목적함수(Fitness function)로써 이 목적함수를 어떻게 

제안하느냐에 따라 전체 알고리즘에 대한 효율성 및 정확도

가 달라진다. 본 연구에서는 강성행렬법(Stiffness matrix 

method)으로 도출한 고유진동수(Natural frequency)를 

최대화하는 방향으로 유도된다. 이를 통해 구조물의 최대 강

성을 얻을 수 있으며 결국 복수의 자기응력 상태를 갖는 텐세

그리티 구조물에서 최적의 형상탐색 결과를 도출할 수 있다. 

제안된 기법의 효율성을 입증하기 위해 2차원 및 3차원의 다

양한 텐세그리티 예제를 수행하였다.

2. 내력밀도법

2.1 평형방정식

각 부재의 내력밀도 값은 부재 내력을 길이로 나누어 구할 

수 있으며, 부재의 내력밀도 값은 다음과 같이 구성할 수 

있다
[7]
.





 (1)

여기서, 는 번째 부재의 내력밀도이며, 와 은 각각 

부재의 내력과 길이를 뜻한다. 식 (1)을 사용하여 구조물의 

내력밀도 행렬(force density matrix) 를 구할 수 있으며, 

내력밀도 행렬과 각 절점의 좌표로 구성된 평형방정식(equili-

brium equation)은 다음과 같다
[16]

.





  
  
  





























 (2)

만일 개의 자유절점을 갖는 텐세그리티 시스템을 가정

하면 내력밀도 행렬은 × 크기로 구성되며 각 부재의 내

력밀도 벡터를 사용하여 아래와 같이 구성할 수 있다
[17]

.

 














∈





if nodes i and j are connected by member k

(3)for i=j

otherwise

식 (3)의 부재 는 양단의 절점 와 로 연결되며, 는 절

점 에 접하는 부재의 세트를 뜻한다. 직교좌표계(Cartesian 

coordinate system) 에 따라 식 (2)의 좌표를 구성

할 수 있으며, [×]크기를 갖는 절점 좌표 벡터(Nodal 
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coordinate vector)는 아래와 같다.

  ⋯
 (4)

  ⋯ 
 (5)

  ⋯ 
 (6)

식 (2)의 내력밀도 행렬 는 연결행렬(Connectivity 

matrix) 를 사용하여 구성할 수 있으며, 이를 통해 두 번째 

평형방정식을 다음과 같이 얻을 수 있다.

  (7)

식 (7)의 행렬 는 평형 행렬(Equilibrium matrix)로 각 

부재의 내력밀도로 구성 된 벡터와 함께 평형방정식을 이

룬다. 결국 첫 번째 평형방정식 식 (2)는 내력밀도 행렬과 각 

절점의 좌표의 상관관계를 보여주며, 두 번째 평형방정식인 

식 (7)은 평형 행렬과 벡터의 상관관계를 보인다.

2.2 복수의 자기응력 상태

텐세그리티 시스템은 자기평형상태를 만족하기 위해 rank 

deficiency condition이 필요하다
[18]

.  차원의 텐세그리티 구

조물의 내력밀도 행렬 의 rank deficiency condition(

)은 

다음과 같다.



≥ (8)

여기서 

 는 


의 개수와 같으며, 


는 행렬 의 고유치 

분해(Eigenvalue decomposition)과정을 통해 얻은 대각행

렬(Diagonal matrix)의 고유 값(Eigenvalue)들 중 영(零)공

간(Null-space) 개수를 뜻한다. 결국 식 (8)은 이 고유 값 중 

최하위 개 이상의 값이 0이 될 때 평형방정식을 만족하

며 그에 대응하는 좌표 값을 얻을 수 있다는 뜻이 된다.

평형 행렬 의 rank deficiency condition(

)에서는 

텐세그리티 구조의 자기응력 상태의 개수를 얻을 수 있다. 

개의 부재로 이루어진 텐세그리티 시스템의 자기응력 상태 

개수는 아래와 같다.



 


 (9)

여기서 

는 평형 행렬 의 특이 해 분리(Singular value 

decomposition) 과정을 통해 얻은 대각행렬에서 비 음수

(Non-negative) 특이 해(Singular value)의 개수이다. 

 

값은 자기응력의 독립상태 개수(number of independent 

states of self-stress)를 뜻하는 의 값과 같으며 평형 행

렬 의 특이 해 분리(Singular value decomposition) 과정

을 통해 얻은 대각행렬의 0의 개수와 일치한다
[19]

.

각 부재의 내력밀도 값으로 인해 자기평형 상태를 갖는 텐

세그리티 시스템은    의 값을 가지며 이러한 상태를 부

정정(Statically indeterminate)이라 한다. 그중에서도 한 

개의 자기응력 상태를 갖는   의 경우보다 복수의 자기응

력 상태를 갖는  ≥  경우는 그중 최적의 결과 값을 도출하

는 과정을 수반해야 한다.

3. 강성행렬법

3.1 접선강성행렬

텐세그리티 구조는 선형강성행렬(Linear stiffness matrix)

과 기하학적 강성행렬(Geometrical stiffness matrix)의 

합으로 접선강성행렬(Tangent stiffness matrix)을 나타

낼 수 있다
[20]

. 임의 부재의 선형강성행렬 와 기하학적 강

성행렬을 의 합으로 접선강성행렬 을 표현하면 다음

과 같다.



 




 (10)

각 부재에 축 방향 내력만 존재한다고 가정하면, 선형강성

행렬과 기하학적 강성행렬은 다음과 같이 표현할 수 있다
[21]

.






 


 


 



 








 ; 





  
  
  




 (11)






 


 


 



 








 ; 





  
  
  




 (12)

여기서 와 는 각각 부재의 탄성계수(Elastic modulus)
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Fig. 2. Flow chart of the proposed form-finding method

와 단면적(Section area)를 뜻한다.

3.2 고유 값 문제

감쇠(Damping)와 외부하중이 없다고 가정하면, 구조물

의 변위를 사용한 운동방정식(Equation of motion)은 아래

와 같다.



   (13)

결국 구조물의 진동수를 구하는 비 감쇠 자유진동(Undamped 

free vibration)의 식은 다음과 같이 고유 값 문제(Eigenvalue 

problem)로 나타낼 수 있다.





   (14)

여기서 고유 값(Eigenvalue) 은 구조물의 진동수를 뜻하며 

는 대응하는 고유 벡터(Eigenvector)로 변위를 뜻한다. 식 (14)

의  행렬은 전체 구조물의 질량 행렬(Global mass matrix)을 

뜻하며, 각 부재의 질량행렬은 아래와 같이 표현된다.




 


 












 (15)

4. 형상탐색 알고리즘

4.1 목적함수

본 연구에서는 구조물의 강성을 최대로 이끌어 내기 위해 

유전 알고리즘을 도입하였다. 유전 알고리즘은 다윈의 진화

과정에 기초한 최적화 기법으로 존 홀랜드(John Holland)

에 의해 1975년에 개발되었다
[22]

. 이 유전 알고리즘은 형상

탐색 과정에서 텐세그리티 구조물의 설계 목적에 맞게 제약

조건을 설정하고, 이렇게 설정된 제약조건에 의해 구속되는 

목적함수를 구성한다. 목적함수의 식은 아래와 같다.

Maximum: (16)

형상탐색의 매개변수는 텐세그리티의 각 부재의 응력이

며, 유전 알고리즘 반복과정을 통해 최대 고유진동수를 얻는

다. 결과적으로 대응하는 부재의 하중 값이 자기응력 평형상

태의 하중 값을 뜻하며, 이는 평형상태 제약조건으로 입증하

였다. 제약조건은 아래와 같이 평형방정식(식 (2))의 우변 값

이 0으로 수렴하는 방향으로 구성되며 이때  값은 허용오차

(Tolerance)를 의미한다.

Subject to : ∥   ≤ ∥ (17)

식 (16)을 사용하여 고유진동수의 최댓값을 이끌어 냄으

로 얻는 강성의 최댓값은 텐세그리티 시스템의 안정 상태나 

혹은 평형 방정식의 만족 여부를 의미하지 않는다. 때문에 

식 (17)과 같은 제약조건으로 유전 알고리즘의 반복과정의 

방향을 결정해 주는 것이며, 이를 통해 각 과정에서 제약조

건을 만족하는 고유진동수의 최댓값을 이끌어 낼 수 있다.

4.2 형상탐색 과정

제안 기법을 사용하여 형상탐색 결과 값을 얻는 과정은 아

래와 같이 진행된다 (Fig. 2).
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Fig. 3. The connectivity of the 3D six-strut tensegrity

Table 1. Comporison of the force densities obtained by the 

proposed method and those of Tran and Lee
[23]
. The 

3D six strut tensegrity. Normal scale.

Case Member  Force density 


Tran and Lee
[23]

1-8

9-24

25-28

29-30

1.00

1.62

-1.62

-2.24

Present study

1-8

9-24

25-28

29-30

1.00

1.28

-1.28

-1.21

Case Natural frequency 
 Euclidean norm∥∥

Tran and Lee
[23]

0.176 8.39

Present study 0.264 6.61

Case
Member



Force density/norm



∥∥

Length




Tran and Lee
[23]

1-8

9-24

25-28

29-30

0.12

0.19

-0.19

-0.27

0.37

0.49

0.38

1.20

Present study

1-8

9-24

25-28

29-30

0.15

0.19

-0.19

-0.18

0.41

0.55

0.69

1.16

Case
Elastic energy



∥∥ 





Tran and Lee
[23]

0.387

Present study 0.373

4.2.1 초기화

(1) 초기 입력 값은 각 부재의 연결(Connectivity of 

nodes) 상태와 부재 별 압축재 및 인장재 설정이 필요하다. 

또한 접선강성행렬 및 질량행렬 계산을 위해 재료특성이 추

가로 필요하다.

4.2.2 반복

(2) 다음 세대의 내력밀도 값을 사용하여 식 (2)의 평형방

정식을 구성한다.

(3) (2)번 과정을 통해 얻은 내력밀도 값과 부재의 재료특

성 값을 사용하여 식 (13)의 고유 값 문제를 구성한다.

(4) 식 (15)의 제약조건을 만족할 때 까지 유전 알고리즘

을 반복하며 식 (14)의 목적함수를 얻는다.

4.2.3 종료

(5) 평형상태에 도달한 최대 고유진동수 값을 얻으며 반복

과정을 종료한다. 

5. 수치해석 예제

제안 기법의 효율성을 입증하기 위해 두 개의 텐세그리티 

예제를 수행하였다. 고유 값 문제에 사용되는 각 부재의 특

성은 모두 1 단위 값(   )으로 설정하였다. 

여기서 는 재료의 밀도 값을 뜻한다. 초기 입력 값은 각 부

재의 연결과 부재 지정(인장재 혹은 압축재)이며 형상탐색 

과정을 통해 평형상태에서의 각 부재의 내력밀도 값과 좌표 

값을 얻을 수 있다.

5.1 3D six strut tensegrity

3D six strut tensegrity는 총 24개의 인장재(케이블; 

Cable)와 6개의 압축재(스트럿; Strut)으로 이루어져있다. 

각 부재의 연결은 Fig. 3과 같으며, 두꺼운 선은 압축재를 뜻

한다. rank deficiency 검토 과정을 통해 본 예제가 두 개의 

자기응력 상태를 갖는   라는 값을 얻을 수 있다.

선행연구
[23]

와의 비교를 위해 동일한 그룹 조건을 부여하

였으며 총 4개의 그룹으로 설정하였다. 제안된 형상탐색기

법을 사용하여 얻은 결과는 Table 1에 나타내었다.

30개의 부재는 Table 1에서 나타낸 것과 같은 부재 그룹

으로 설정하였으며 그에 따른 내력밀도 값을 얻을 수 있었

다. 이전 연구에서 사용한 기법과 제안된 기법을 사용하여 

얻은 내력 밀도 값은 약간의 차이가 있다. 이는 고유진동수 
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Fig. 5. The connectivity of the expanded octahedron tensegrity 

with 36 elements (s=6)

Table 2. Comporison of the force densities obtained by the 

proposed method and those of Tran and Lee
[23]
. The 

3D expended octahedron. Normal scale.

Case Member  Force density 


Tran and Lee
[23]

1-24

25-30

31-36

1.00

0.41

-1.59

Present study

1-24

25-30

31-36

1.00

0.36

-0.07

Case Natural frequency 
 Euclidean norm∥∥

Tran and Lee
[23]

0.183 6.33

Present study 0.272 4.98

값으로 비교하여 설명할 수 있다. 제안된 기법을 사용한 형

상탐색 결과 중 고유진동수를 비교해 보면 이전 연구의 그것 

보다 더 큰 값을 얻을 수 있었다. 제안된 기법은  

Hz의 고유진동수를 얻은 반면에, 이전 연구는  Hz

의 고유진동수를 얻었다. 이는 제안된 기법을 사용하여 선행

연구보다 우수한 형태를 얻을 수 있다는 것을 의미하며, 그 

만큼 더 강성이 우수한 구조물을 뜻한다.

좀 더 공정한 비교를 위해 Table 1에 탄성포텐셜에너지

(Elastic potential energy) 값을 제시하였다. 변형에너지

밀도는 부재 단면적과 탄성계수 값을 동일하게 설정하였을

때 길이의 제곱과 내력밀도의 제곱을 곱한 값을 모두 더한 것

과 비례한다 (∝
  






)
[24]

. 같은 조건에서 탄성포텐셜에너지 

비교를 위해 각 부재의 내력밀도는 유클리드 노름(Euclidean 

norm)으로 나눈 값을 사용하였다. 유클리드 노름으로 나눈 

내력밀도 값과 대응하는 부재 길이를 Table 1에서 알 수 있

으며 이렇게 얻은 탄성포텐셜에너지 값은 이전 연구는 

0.387, 본 연구는 0.373으로 더 우수한 에너지 값을 얻을 수 

있었다. 결국 제안된 기법을 사용하여 얻은 형상탐색 결과가 

더 효율적이라는 것을 입증한 것이며, 그에 따른 최종 텐세

그리티 형상은 Fig. 4의 (b)에서 볼 수 있다. 이전연구의 텐

세그리티 형상(Fig. 4(a))과 비교하였을 때 조금 다른 형상

을 얻을 수 있었으며 이는 제한된 모델에 해당하는 결과이다.

(a) (b)

Fig. 4. The obtained geometry of the 3D six-strut tensegrity (a) 

Tran and Lee
[23]
, (b) presented study

5.2 3D expended octahedron

두 번째 예제는 3D expended octahedron으로 총 36개의 부재

로 이루어져있다 (Fig. 5). 전형적인 expendable octahedron 텐세

그리티와 형상은 동일하지만 6개의 케이블이 추가되었다. 이

로 인해   을 갖는 기존의 expendable octahedron 텐세그

리티와는 달리 총 6개의 자기평형 응력상태를 갖는다 (  ).

복수의 자기응력상태를 갖는 구조물에서는 최종적으로 

한 개의 형상탐색 결과를 얻기 까지 추가의 과정이 필요하

다. 하지만 본 연구에서는 유전 알고리즘을 사용하여 최대의 

고유진동수 값을 도출하는 과정을 반복함으로서 쉽게 내력

밀도 세트와 그에 대응하는 좌표 값을 얻을 수 있다.

Table 2에서는 선행연구와 제안된 기법과의 형상탐색 결

과를 비교하였다. 동일한 조건을 부여하기 위해 선행연구와 

동일한 방법으로 세 개의 그룹을 지정하였으며 해당하는 부

재는 Table 2에서 보여주고 있다.

선행 연구의 결과 값을 입력하여 얻은 고유진동수 값은 

 이며 제안된 기법을 사용한 결과 값으로 얻은 고

유진동수  보다 낮은 값을 보인다. 두 번째 예제에

서도 고유진동수가 높은 값으로 형상탐색결과를 유도함으로

서 효율적인 결과를 얻을 수 있음을 알 수 있으며 이는 Table 2

의 탄성포텐셜에너지 값 비교에서도 알 수 있다. 제안된 기

법을 통해 얻은 0.261값에 비해 선행 연구가 갖는 탄성포텐

셜에너지 값 0.518은 거의 두 배임을 알 수 있으며, 내력밀도 
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(a) (b)

Fig. 6. The obtained geometry of the 3D expended octahedron (a) 

Tran and Lee
[23]
, (b) presented study

값에서도 차이를 보인다. 최종적으로 얻은 텐세그리티 형상

은 Fig. 6에 제시하였다.

6. 결 론

본 연구에서는 내력밀도법을 기반으로 한 최적의 형상탐색

기법을 제시하였다. 기존의 형상탐색 기법들은 한 개의 자기

응력을 갖는 텐세그리티 구조물에 초점을 맞추었으나 본 연구

는 복수의 자기응력 상태를 갖는 텐세그리티 구조물에 대해서

도 형상탐색이 가능한 기법을 제안하였다. 복수의 내력밀도 

세트 중에서 최적의 내력밀도 값을 도출하기 위해 유전 알고리

즘을 사용하여 반복과정을 수행하였으며 이 때 구조물의 고유

진동수를 최대로 하는 쪽으로 결과 값을 유도하였다. 이로 인

해 구조물의 강성이 최대로 되는 결과 값을 얻을 수 있었다.

제안 기법의 효율성을 입증하기 위해 두 개의 텐세그리티

(3D six strut tensegrity, 3D expended octahedron)에 

대한 수치해석 예제를 수행하였으며 동일한 조건에서 선행 

연구의 결과 값과 비교하였다. 고유진동수, 탄성포텐셜에너

지 및 내력밀도 값의 비교를 통해 제안 기법의 형상탐색 결과

가 우수하다는 것을 확인할 수 있었다. 무엇보다 추가의 선

별과정이 필요한 복수의 자기응력 상태를 갖는 텐세그리티 

시스템에 대해 손쉽게 결과를 도출할 수 있다는 점이 본 연구

의 핵심이다. 추후 더욱 발전된 형상탐색 기법을 연구하여 

부재의 자동선별과정(Cable-strut labeling), 자동 그룹핑

(Automatic grouping)과정을 수행한다면 한 단계 높은 수

준의 연구가 될 것으로 사료된다. 
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