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요  약 

선분 그래프(interval graph)  는 직선 상의 선분들을 나타내는 정점 집합 와 간선  ∈는 선분 

와 가 교차함을 나타내는 간선들의 집합 로 이루어진다. 본 논문에서는 그래프의 여러 특성 중에서 정점 연결성

(vertex connectivity)에 주목한다. 특별히 선분들이 겹쳐지는 모습으로 선분 그래프의 정점 연결성을 나타낸다. 또한 

선분 그래프에서 정점이나 간선이 추가 되거나 삭제되는 완전 동적 (fully dynamic) 환경에서 정점 연결성을 계산하

는 효율적인 알고리즘을 제안할 것이다. 특별한 형태의 선분 트리(interval tree)를 사용하여 새로운 선분이 추가되거

나 삭제되는 상황 하에서 정점 연결성을 계산하고 트리를 유지하는데 log시간이 소요됨을 보일 것이다.  

ABSTRACT 

A graph    is called an interval graph with a set  of vertices representing intervals on a line such that 
there is an edge  ∈ if and only if intervals  and  intersect. In this paper, we are concerned in the vertex 
connectivity, one of various characteristics of the graph. Specifically, the vertex connectivity of an interval graph is 
represented by the overlapping of intervals. Also we propose an efficient algorithm to compute the vertex connectivity 
on the fully dynamic environment in which the vertices or the edges are inserted or deleted. Using a special kind of 
interval tree, we show how to compute the vertex connectivity and to maintain the tree in log  time when a new 
interval is added or an existing interval is deleted. 

키워드 : 선분 그래프, 정점 연결성, 완전 동적, 선분 트리, 알고리즘, 선분
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Ⅰ. 서  론

선분    이란, ≤ ≤ 를 만족하는 직선  상

의 점 의 집합이다. 두 선분    과    

에 대해서,  ∩ ≠∅이면, 두 선분 과 

가 교차한다(intersect)고 한다. 그러면 직선  상에 개

의 선분들이 주어질 때, 각 선분을 그래프의 정점에 대

응하고 두 선분이 교차하면 대등되는 두 정점 사이에 

간선을 연결하여 얻어지는 그래프를 선분 그래프

(interval graph)라고 한다. 다음 그림 1의 5개의 선분에 

대한 선분 그래프가 그림 2에 주어진다.  

Fig. 1 Intervals on the line

Fig. 2 Interval graph for the intervals

본 논문에서는 그래프의 연결성(connectivity)에 주

목한다. 그래프  에서 임의의 두 정점 

 ∈  에 대해서, 와 사이에 항상 경로가 존재한

다면 그리프 는 연결 그래프(connected graph)라고 한

다. 그리고 그래프 에서 어떤 두 정점 와 가 존재

해서 이 두 정점 사이에 경로가 존재하지 않으면 는 

비연결 그래프(disconnected graph)라고 한다. 부분집합 

 ⊆에 대해서, 가 비연결 그래프라면 를 

정점 절단(vertex cut)이라고 한다. 다시 말해서, 에 속

한 정점들을 에서 제거해서 얻어지는 부분 그래프는 

비연결된다. 그러면 -정점 절단(-vertex cut)은 개의 

정점들을 포함하는 정점 절단을 말한다. 그래프 가 적

어도 한 쌍의 인접하지 않는 두 정점들을 가지고 있을 

때, 그래프 의 정점 연결성(vertex connectivity)이란 

가 포함할 수 있는 -정점 절단의 최소  값을 말하고 

로 나타낸다. 그리고  ≥ 이면, 그래프 는 

-연결(-connected) 되었다고 한다. 
본 논문에서는 그래프  에서 정점이나 

간선이 추가되고 삭제되는 동적 환경(dynamic 
environment)에 대해서 다룰 것이다. 주어진 그래프의 

변화에 따라서 정점이나 간선의 추가와 삭제가 모두 일

어나는 상황을 완전 동적(Fully dynamic)이라고 한다. 
반면 정점이나 간선의 추가만 일어나는 상황은 증가

(Incremental)라고 하고 삭제만 일어나는 상황은 감소

(Decremental)이라고 한다. 본 논문에서는 완전 동적인 

상황을 다룰 것이다. 
예를 들어, 위의 그림 2의 선분 그래프는 정점 연결성

이 2이다. 그런데 그림 3에서와 같이 선분 이 추가되

는 상황을 생각해 보자. 결과적으로 그림 4와 같은 선분 

그래프가 얻어지고 정점 연결성은 3이 된다. 

Fig. 3 The case one interval is inserted

Fig. 4 Interval graph for Fig. 3

본 논문에서는 주어진 선분 그래프 에 대해서 의 

정점 연결성에 대해서 연구할 것이다. 특별히 완전 동

적 상황에서, 다시 말해서, 선분 그래프 를 나타내는 

선분들에서 하나의 새로운 선분이 추가되거나 존재하
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는 선분들 중 하나를 삭제하는 상황에서 선분 그래프 

의 정점 연결성을 효율적으로 계산하는 알고리즘에 대

해서 연구할 것이다. 
 

Ⅱ. 관련 연구

선분 그래프는 직선 상의 선분들의 상호 교차 여

부를 나타내는 그래프로서 유전학(genetic), 분자 생물

학(molecular biology), 정보 검색(information retrieval) 
등에서 응용될 수 있다[1]. 일반 그래프에서는 NP- 
complete인 여러 문제들이 선분 그래프에서는 다항시

간 알고리즘이 존재함이 알려져 있다[1-5]. 
그래프와 관련된 여러 문제들 중 정점 연결성 문제는 

가장 대표적인 문제들 중 하나이다. 일반 그래프에서의 

정점 연결성 문제는    시간 알고리즘이 존

재 한다[6]. 여기서, 는 그래프의 정점 연결성이다. 특
별한 그래프들에 대한 정점 연결성 문제들이 연구되었

다. 특히 [7]에서 사다리꼴 그래프(trapezoidal graph)의 

정점 연결성을 계산하는   시간 알고리즘이 제안

되었고, [8]에서 수행 시간이  log으로 향상되었

다. [9]에서는 선분 그래프의 -정점 연결성을 결정하는 

병렬 알고리즘이 제안되었다. 
정점 또는 간선들이 추가되거나 삭제되는 동적 환경 

하에서의 그래프 문제들에 대한 많은 연구들이 있었다 

[10]. [11]에서는 그래프가 연결되었는지 여부를 결정

하는 연결성(connectivity) 문제에서 완전 동적 상황을 

가정하였다. 저자들은 간선이 추가되거나 삭제되는 경

우에 log-amortized 시간에 문제를 해결하는 알

고리즘을 제안하였다. 또한 완전 동적 상황 하에서 최

소 신장 트리(minimum spanning tree)를 유지하는 

log-amortized 시간 알고리즘도 제안되었다. [12]
에서는 완전 동적 상황 하에서 선분 그래프를 인식하는 

문제를 다루었고, 정점의 추가와 삭제 상황에서   
시간에 답하는 알고리즘을 제안하였다.

Ⅲ. 알고리즘 및 분석

선분 그래프  가 주어지고, 를 나타내는 

개의 선분들을 , , ..., 이라고 하자. 그리고 편의

상 선분들의 끝점들은 모두 다르다고 가정한다. 그러면 

선분 그래프 의 정점 연결성에 대해서 생각한다. 
우선 선분들에 대해서, 선분들과 수직인 직선 을 

생각해 보자. 의 왼쪽에 적어도 하나의 선분이 존재하

고, 다시 말해서, 적어도 한 선분의 오른쪽 끝점이 보

다 작고, 의 오른쪽에 적어도 하나의 선분이 존재하

면, 다시 말해서, 적어도 한 선분의 왼쪽 끝점이 보다 

크면, 을 선분들의 절단선(cutting line)이라고 한다. 
또한 임의의 절단선 에 대해서, 과 교차하는 선분들

의 수를 생각할 때, 모든 절단선 에 대한 이 수들의 최

소값을 주어진 선분들의 절단수(cutting number)라고 

한다. 다음 정리에서 선분 그래프의 정점 연결성이 선

분들의 절단수와 같음을 증명할 것이다. 

정리 3. 1 선분 그래프  가 주어지고 를 

나타내는 선분들이 , , ..., 이라고 할 때, 의 정점 

연결성이 일 필요 충분 조건은 선분들의 절단수가  

이다. 

증명. 선분 그래프 의 정점 연결성이 라 하고 

선분들의 절단수를 라고 하자. 우선 ≥ 임을 

보인다. 

임의의 절단선 을 생각하자. 과 교차하는 선분들

에 대응되는 그래프 의 정점들의 집합을  라고 하

자. 절단선 의 정의에 의해서 의 왼쪽에 적어도 하나

의 선분 과 오른쪽에 적어도 하나의 선분 이 존재

한다. 그러면 이 두 선분에 대응되는 정점 과 은 그

래프 에서 에 속한 정점들을 제거해서 얻어지는 그

래프 에 속한다. 하지만  과  를 연결하는 경

로가 존재하지 않는다. 왜냐하면, 연결하는 경로가 존

재하기 위해서는 경로 상에 과 교차하는 적어도 하나

의 선분을 나타내는 정점이 존재하여야만 한다. 따라서 

는 비연결이다. 결과적으로 는 정점 절단이다. 
이것이 ≥ 임을 증명한다. 

다음으로  ≥ 임을 증명할 것이다. 역으로 

 가 참이라고 가정하고 최소 개수의 정점 절단

을     라고 하자. 이 정점 절단에 속

한 정점들을 제거하고 나면, 그래프 는 적어도 두 개

의 연결 성분(connected component) 과 가 남는다. 
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일반성의 손실 없이(Without loss of generality), 
에 속하는 정점들을 나타내는 선분들의 오른쪽 끝점들

은 에 속하는 정점들을 나타내는 선분들의 왼쪽 끝

점들보다 작다. 왜냐하면, 과 에 속하는 정점을 나

타내는 각각의 선분을    과    라고 하

자. 그러면 일반성 손실 없이,   라고 가정할 수 있

다. 그런데 에 속하는 정점의 선분    가 

 ≤ 라고 하면, 가 과 교차하지 않으므로   . 

하지만, 선분 와 는 연결되어 있으므로 이 두 선분

의 정점을 연결하는 경로 상의 적어도 한 정점의 선분

은 과 교차해야만 하고 이것은 모순이다. 

따라서 에 속하는 정점들을 나타내는 선분들의 오

른쪽 끝점들 중 최대값을 이라 하고, 에 속하는 정

점들을 나타내는 선분들의 왼쪽 끝점들 중 최소값을 

라고 하면, 정점 절단 에 속한 정점들에 대응되는 선

분들은 구간  과 교차한다. 따라서 이 구간을 통

과하는 임의의 수직선 을 생각한다. 수직선 과 교차

하는 선분들의 개수를 라고 하면,  ≥ . 처음의 

가정에 의해서   ≥ 이 되는데, 이것은 절단

수 의 정의에 의해서 모순이다. 따라서  ≥ 임

을 증명한다. 
개의 선분이 주어진 정적인 상황에서 선분들의 절

단수를 구하는 알고리즘은 선분들의 끝점의 좌표들을 

정렬해서 왼쪽부터 오른쪽으로 고려하면서 현재까지 

고려한 선분들의 절단수를 업데이트하면 만에 계

산할 수 있다. 다시 말해서, 선분 그래프의 정점 연결성

을   시간 만에 계산할 수 있다.
우리는 선분들이 추가되거나 삭제되는 동적 상황을 

다룰 것이다. 이런 동적 상황에서 선분 그래프 의 정

점 연결성을 효율적으로 계산하는 알고리즘을 생각할 

것이다. 
동적 환경을 다루기 위해서 우리는 선분 트리

(interval tree)라는 특별한 자료구조를 사용할 것이다. 
선분 트리 는 레드-블랙 트리(red-black tree), AVL 트
리 등과 같은 균형 이진 탐색 트리(balanced binary 
search tree, BST) 형태로 만든다. 따라서 선분 트리의 

정점의 개수가 개일 때, 트리의 높이는 항상 log
으로 유지되고, 따라서 삽입, 삭제 연산을 log시
간에 수행할 수 있다. 

Fig. 5 Interval tree for intervals

직선 상에 개의 선분들이 주어질 때, 이 선분들의 

끝점들을 , ..., 이라고 하자. 선분 트리 는 위의 

그림 5와 같이 이 끝점들을 키 값으로 갖는 균형 이진 

탐색 트리로 만든다. 그림 5에서는 4개의 선분들이 주

어질 때, 8개의 끝점들의 좌표를 키 값으로 하는 탐색 

트리가 만들어졌다. 
선분 트리 의 각 노드에는 끝점의 좌표뿐만 아니라 

추가적인 정보들을 저장할 것이다. 우선 끝점들에 대해

서 선분의 왼쪽 끝점 에는    을 부여하고 오른

쪽 끝점 에는  을 부여한다. 여기서 

   은 새로운 선분이 시작됨으로 인해서 선분들

이 겹치는 개수가 1개 늘어남을 의미하고,  

은 선분이 끝나서 겹치는 선분들이 1개 줄었음을 의미

한다. 또한 점들을 왼쪽에서부터 스캔하고 다시 오른쪽

에서부터 스캔하면서 점 의 왼쪽 부분에 존재하는 오

른쪽 끝점들의 개수   (여기서, 가 오른쪽 끝점인 

경우에 왼쪽 부분에 포함된다)와 의 오른쪽 부분에 

존재하는 왼쪽 끝점들의 개수를  (여기서, 가 왼

쪽 끝점인 경우에 오른쪽 부분에 포함되지 않는다)를 

계산한다. 그러면   와  가 모두 0이 아니면, 점 

를 주요점(primary point) 이라고 부른다. 그리고 

    ⋯라고 하면,  는 점 , 

..., 을 포함하는 선분만을 고려해서 를 넘어서는 순

간 겹치는 선분들의 수를 나타낸다.
선분 트리 에서 점 를 키 값으로 가지는 노드 

는 자신의 부트리에 속하는 점들이 , ..., 일 때, 

   를 저장한다. 이 값은 트리 의 아래쪽 
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노드에서 위쪽 노드 방향으로 계산될 수 있다. 의 왼

쪽 자식 노드를  라고 하고 오른쪽 자식 노드를 

라고 할 때,    로 구해

진다. 
또한 노드 에서 다음과 같이 정의된 를 저장한

다. 은 가 주요점일 때   로 정의하고, 

주요점이 아니면 ∞로 정의한다. 그러면

  min                                        (1)
                           

로 정의한다. 식 1의 값은 노드 를 루트로 하는 부트리

에 속하는 노드들에 대응하는 선분들만을 고려해서 이 

선분들의 절단수를 결정하는 수직선 이 좌부트리의 

구간에 존재하거나, 노드 에 대응하는 점   직후에 존

재하거나, 우부트리의 구간에 존재하는 경우를 고려해

서 결정한다. 따라서 루트 노드 에 저장되는 가 

주어진 모든 선분들의 절단수와 같다. 
선분 트리 에서 각 노드 에 키 값  , , 

를 저장하고 이 값들은 위에 설명한 것처럼 트리의 아

래로부터 위쪽으로 계산될 수 있다. 또한 루트 노드 

에 저장된 는 선분들의 절단수, 다시 말해서, 선분 

그래프의 정점 연결성과 같다.
선분 트리 를 가지고 있으면 새로운 선분이 추가되

거나 존재하는 선분을 제거하는 경우에 루트 노드로 가

는 경로 상의 노드들에 저장된 와 를 업데이트할 

수 있다. 이것은 log시간에 수행될 수 있다. 

정리 3. 2 선분 그래프  에서 한 정점이나 

간선이 추가되고 삭제되는 경우에 log시간에 정

점 연결성을 구할 수 있다.  

Ⅳ. 결 론

본 논문에서는 선분 그래프의 정점 연결성 문제를 다

루었다. 특별히 정점들 또는 간선들이 추가되거나 삭제

되는 완전 동적 상황 하에서 정점 연결성을 효율적으로 

계산하는 알고리즘에 대해서 연구하였다. 정점 연결성

을 선분들의 절단수로 표현하고 선분 트리를 사용해서 

절단수를 효율적으로 계산하는 방법을 소개하였다. 선
분 트리를 유지하고 절단수를 계산하는데 log시
간이면 충분함을 보였다.  

향후에 선분 그래프의 다른 특성들을 완전 동적 상황 

하에서 효율적으로 계산하는 문제를 연구 할 수 있을 

것이다.  
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