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다항식에 기초한 유한체상의 P=2인 경우의 곱셈기 설계

( Design of the Multiplier in case of P=2 over the Finite 

Fields based on the Polynomial )

박 춘 명
*

( Chun-Myoung Parkⓒ )

요  약

본 논문에서는 다항식에 기초하여 유한체상의 P=2인 경우의 효율적인 곱셈기를 구성하는 방법을 제안하였다. 제안한 곱셈

기 회로는 다항식의 연산부와 mod F(α) 연산부, 모듈러 연산부로 구성된다. 또한, 이들 각 연산부는 모듈 구조를 가지므로 m

의 확장에 따른 회로 구성이 용이하며 회로 구성에 사용한 소자는 AND 게이트와 XOR 게이트만으로 구성하여 정규성, 확장

성이 용이하며 이를 기반으로 VLSI화에 적합하다. 제안한 곱셈기는 기존의 곱셈기에 비해 좀 더 콤펙트, 규칙적, 정규성과 확

장성이 용이하며 최근의 IoT 환경에서의 여러 분야에 적용 및 응용이 가능할 것이다.

Abstract

This paper proposes the constructing method of effective multiplier based on the finite fields in case of P=2. The 

proposed multiplier is constructed by polynomial arithmetic part, mod F(α) part and modular arithmetic part. Also, each 

arithmetic parts can extend according to m because of it have modular structure, and it is adopted VLSI because of use 

AND gate and XOR gate only. The proposed multiplier is more compact, regularity, normalization and extensibility 

compare with earlier multiplier. Also, it is able to apply several fields in recent hot issue IoT configuration.
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Ⅰ. 서  론

최근의 초고도화 정보융합 분야의 핵심인 ICT 분야

에 있어 유한체상의 연산은 매우 중요한 분야[1～4]로 대

두되고 있다. 특히 최근의 ICT 분야의 Hot Issue인 IoT 

분야의 핵심 영역에 유한체상의 연산은 통신 채널 및 

저장매체에서 발생하는 오류를 정정하기 위한 오류정정
[5-7] 회로로 부터 진보된 컴퓨터 등의 분야에 활용된다. 

또한 차세대의 성장 동력 산업용 메모리, 디지털 레이

더 신호처리, 이동통신, 위성통신, 패킷 스위칭 시스템, 

CD, DAT로 손꼽히는 디지털 보안 및 서명, 디지털 워

터마킹 가정용 보안시스템, RF용 스마트카드 등 유한체 

상의 연산에 대한 응용유한체 승산의 전개기법과 그 회

로의 구성기법은 모두 정규화, 고속화, 간략화에 초점을 

맞추어 VLSI에 적합한 하드웨어 구조의 개발을 그 목

표로 하였다. 특히 소수 P=2인 유한체상의 곱셈은 신호

처리와 화상처리 분야에서 특별한 계산을 요하거나 범

용 컴퓨터 계산의 고속화를 보조하는 고성능 컴퓨터 설

계에도 응용[8～10]되고 있다.

 

Ⅱ. 유한체

집합을 구성하는 원소들에 대하여 이항 연산이 정의

되며 이 연산들이 특정한 공리계를 만족시킬 때 이 집

합과 연산을 함께 묶어 대수적 체계라고 한다. 대수학

에서 정의하는 집합의 조건에 따라 군, 환, 체 등의 집

합들이 정의된다. 군은 대수학의 기본이 되는 집합으로,
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원소들 간의 이항 연산이 정의되며 그 항등원과 역원이 

정의되는 집합을 말한다. 군을 보다 구체화하여 정수 

집합에 대한 덧셈과 곱셈이 정의되는 집합을 환이라 한

다. 환의 조건을 만족하면서 아래 정의1의 조건을 추가

적으로 만족하는 집합을 체라 한다.

[정의 1]

가산과 승산이 정의된 정수의 집합에서 다음의 조건

들을 만족하는 집합을 체라 한다.

1) 교환 법칙

  a+b=b+a, a∙b=b∙a (∀a,b∈GF(Pm))

2) 결합 법칙

  a+(b+c)=(a+b)+c 

  a∙(b∙c)=(a∙b)∙c (∀a,b,c∈GF(Pm))

3) 분배 법칙

  a∙(b+c)=(a∙b)+(a∙c) (∀a,b,c∈GF(P
m
))

4) 영원의 존재

  a+0=0+a=a 인 영원 0이 존재 (∀a∈GF(Pm))

5) 단위원의 존재

  a∙1 = 1∙a인 단위원 1 이 존재 (∀a∈GF(Pm))

6) 역원의 존재

  a+(-a)=0인 a의 가산에 관한 역원 -a가 존재 

  (∀a∈GF(Pm))

  a∙(-a)=1인 a의 승산에 관한 역원 -a가 존재 

  (∀a≠0∈GF(P
m
))

유한체상에서 정의된 산술연산은 체내의 값들에 대

하여 수행하면 그 결과는 항상 그 체의 원소가 되며, 

Pm개의 서로 다른 값을 갖는다. 유한체상에서 원소들에 

관하여 연산을 수행할 때 그 연산의 결과가 유한체에 

닫혀있기 위해, 유한체상의 연산은 모듈러 연산을 기반

으로 이루어진다. 모듈러 연산이란 나머지 연산으로도 

알려져 있으며, GF(P)상의 연산 결과를 P로 나눈 후 그 

나머지만을 취하는 연산 기법이다.  

GF(Pm)상의 원소 사이에 정의된 가산과 승산에 대하

여 GF(Pm)에서의 수학적 성질은 다음과 같다. (단, ∀

a,b,c∈GF(P
m
))

Property 1) GF(Pm)상에서 임의의 원소 a에 대한 영

원의 곱은 0이다. a∙0=0

Property 2) GF(P
m
)상에서 임의의 원소 a의 P배는 0

이다. P∙a=0

Property 3) GF(Pm)상에서 a≠0인 경우에 대하여 임

의의 원소 a의 P
m 
승은 a이다.

    


=a, 
 −1=1

Property 4) GF(P
m
)상에서 양의 정수 m에 대하여 임

의의 두 원소 a, b의 Pm 승은 선형특성이 성립한다.

     


=


+


Property 5) GF(Pm)상에서 임의의 원소 a에 대하여 

다음이 성립한다.

    ∙= mod 

Property 6) GF(Pm)상의 원소들은 A(α)=
 

  

Aiα
i로 

표시되며, 각 Ai∈GF(P)의 원소이다. 

이 때 GF(Pm)상에서의 m차 원시기약다항식의 임의

의 한 원소 a를 가정하여 Pm개의 원소들 α0,α1,α2,...,αm-1

을 GF(P
m
)상의 벡터공간의 기저라고 한다. 이 기저를 

표준기저라고 하며, 기저를 구성하는 모든 원소들은 선

형독립이다. 단, α는 P를 변으로 하고 정수체 ZP의 원소

를 계수로 하는 m차 기약다항식의 근이며, Pi∈ZP(i=0,

1, 2, …, m-1)이다. 표준기저는 유한체 및 디지털 연산 

등에 폭넓게 이용되는 가장 일반적인 기저표현으로 관

용기저라 한다. 이외의 유한체상의 성질은 증명없이 참

고문헌을 참조하였다.

Ⅲ. 원시원소와 기약다항식

기초체 GF(2)상의 연산은 1 비트들의 연산으로 이루

어진다. 기초체의 원소를 m 비트로 묶어 2
m
개의 원소를 

갖는 유한체로 확장할 수 있으며, 이를 확장체라 하고 

GF(2m)으로 표시한다. GF(2m)상의 임의의 한 원소 α를 

가정하여, GF(2
m
)을 구성하는 2

m
개의 원소를 표현하면 

식(1)과 같다.

GF(2m) = {α*,α0,α1,α2,…,αq-2 | α*=0, q=2m}    

    (1)

0과 1은 각각 기초체의 원소이므로 모든 확장체의 원

소가 된다. 식(1)에서 보인 GF(2m)의 모든 원소들은 α

의 지수형식으로 표현하기 위해 0은 α*으로, 1은 α0으로 

각각 표현하였다. 식(1)과 같이 GF(2
m
) 상의 모든 원소

들을 표현하기 위해 사용되는 α를 원시원소라 한다. 한

편, GF(2m)상의 임의의 변수 x를 가정하여 GF(2)상의 

계수를 가지며 최고차 항의 계수가 1인 다항식 F(x)를 

가정하여 식(2)에 나타내었다.
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표 1. GF(2m)상의 가약다항식

Table 1. Irreducible Polynomials over GF(2m).

m GF(2m)상의 F(x)

1 x+1

2 x
2
+x+1

3 x3+x+1

4 x4+x+1

5 x
5
+x

2
+1

6 x6+x+1

7 x7+x+1

8 x
8
+x

4
+x

3
+x

2
+1

9 x9+x4+1

F(x) = xm+fm-1xm-1+ .... +f2x2+f1x+f0        

   (2)

0 보다 크고 m보다 작은 차수를 갖는 GF(2
m
)상의 어

떤 다항식으로도 식(2)의 다항식 F(x)를 나눌 수 없을 

때, 다항식 F(x)를 원시기약다항식, 또는 간략히 기약다

항식이라 한다. GF(2)상의 연산은 mod2 연산에 의해 

유한체의 조건이 만족됨과 같이 GF(2m)의 모든 원소와 

그 연산의 결과는 modF(x) 연산에 의해 유한체의 조건

을 만족시킬 수 있다. GF(2
m
)상의 각 m에 대한 기약다

항식은 유일하지는 않다. 그러나 연산항의 최소화를 통

해 빠르고 간략한 연산을 이루기 위해 최소의 항을 갖

는 기약다항식이 모듈러 연산에 주로 사용된다. GF(2
m
)

상의 각 m=1 부터 9까지 유한체 연산에 자주 인용되는 

대표적 기약다항식들을 표1에 보였다.

Ⅳ. 표준기저를 적용한 유한체의 원소표현

모듈러 연산의 정의에 의해, 0≤i≤2
m
-2인 i에 대하여 

αi에 대한 modF(α) 연산은 식(3)과 같이 표현된다.

αi = Q(α)F(α) + R(α)                             (3)  

 

식(3)의 Q(α)는 αi를 기약다항식 F(α)로 나누어 구한 

몫이며, R(α)은 그 나머지이다. 모듈러 연산의 정의에 

의해, 식(3)에서 αi=R(α)이 되며, 이때 R(α)는 (m-1)차 

이하의 다항식으로 표현된다. 따라서, GF(2m)상의 모든 

원소들에 대한 modF(α) 연산의 결과는 (m-1)이하의 차

수를 갖는 다항식이 되며 식(4)와 같다.

GF(2m) = {0,1,α1,α2, … ,αq-2}

= {am-1αm-1+ … +a1α1+a0}    (4)

식(4)에서  ⋯들은 다항식을 이루는 기저

가 되며, 각 기저들의 계수    ⋯  들은 모두 

GF(2)의 원소이다. 식(4)의 다항식에서 선형결합을 이

루는 m개의 기저들을 표준기저라 한다. 표준기저는 유

한체 및 디지털연산 등에 폭넓게 이용되는 가장 일반적

인 기저표현으로 관용기저로도 알려져 있다. 식(4)와 같

이 GF(2
m
)상의 원소들을 표준기저들의 선형결합으로 

표현하는 기법을 다항식표현기법이라 한다. 또한, 이를 

보다 간략화하여 기저들의 계수만을 취해 이진수열로 

표현하는 기법을 벡터표현기법이라 한다.

Ⅴ. 원시원소와 기약다항식

1. 1차 다항식 곱셈

GF(2)상의 원소들을 계수로 갖는 1차 다항식 S1(x)과 

T1(x)을 식(5)에 보였다.

   
   

    (5)

S1(x)과 T1(x)는 모두 2개의 항으로 구성된 2항식의 

구조를 갖는다. S1(x)과 T1(x)를 곱셈하여 전개하면 2차 

다항식이 유도되며, 이를 P’(x)라 할 때 식(6)과 같다.

′    ′  ′ ′    (6)

2항식 S1(x)과 T1(x)의 각 계수들로부터 P’(x)의 계

수를 표현하기 위해 다음과 같은 정의1을 하였다.

[정의 1]

 식(5)에서 보인 S1(x)과 T1(x)의 각 계수들로부터 

보조항 dll[2], dhl[2], dhh[2]를 식(7)과 같이 정의한다.

    
   ⊕ ⊕ 

    

    (7)

2. 2차 다항식 곱셈

GF(2)상의 원소들을 계수로 갖는 2차 다항식 S2(x)와 

T2(x)를 식(8)에 보였다.

  
   

   
   

   (8)
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S2(x)와 T2(x)는 모두 3개의 항으로 구성된 3항식의 

구조를 갖는다. S2(x)와 T2(x)를 곱셈하여 전개하면 4차 

다항식이 유도되며, 이를 P’(x)라 할 때 식(9)와 같다.

′     ′  ′  ′
 ′ ′

   (9)

3항식 S2(x)와 T2(x)의 각 계수들로부터 P’(x)의 계수

를 표현하기 위해 다음과 같은 정의3을 하였다.

[정의 3]

식(8)에서 보인 S2(x)와 T2(x)의 각 계수들로부터 보

조항 dll[3], dmm[3], dhh[3], dhm[3], dhl[3], dml[3]를 식(10)과 같

이 정의한다.

 

    
    
    
   ⊕ ⊕ 

   ⊕ ⊕ 

   ⊕ ⊕ 

   (10)

3. 2항식 곱셈 전개

양의 정수 m과 n을 가정하여 다항식을 구성하는 항

의 수가 m=2
n
개로 주어지는 (m-1)차 다항식은 2항식으

로 구성되며 다음과 같이 확장하여 적용할 수 있다.

GF(2)상의 원소들을 계수로 가지며, 그 항의 수가 

m=2
n
인 (m-1)차 다항식 A(x)와 B(x)를 식(11)에 보였다.

   
      

    ⋯   
   

      
    ⋯   

  

   (11)

식(11)에서 보인 A(x)와 B(x)는 그 항의 수를 m=2n

개로 가정하였으므로, 각각 m/2개의 항을 갖는 다항식

들로 표현이 가능하며 식(12)와 같이 2항식으로 나타낼 

수 있다.

    
      

   ⋯ 
    

     
  

⋯   

 
    

  ⋯
  

  

    
      

   ⋯  
    

     
  

⋯    

 
    

  ⋯
   

  

  

                                            (12)

식(12)에서 보인 2항식의 각 계수 다항식들 Ah(x), 

Al(x), Bh(x), Bl(x)로부터 A(x)와 B(x)의 곱셈을 전개

하기 위해 다음 정의2를 하였다.

[정의 2] 

식(12)에서 보인 A(x)와 B(x)의 각 계수다항식들 

Ah(x), Al(x), Bh(x), Bl(x)로 부터 다음 식(13)과 같이 

정의하였다.

    
      
     

 (13)

4. 3항식 곱셈 전개

양의 정수 m과 n을 가정하여 다항식을 구성하는 항

의 수가  개로 주어지는  차 다항식은 삼

분에 의해 3항식으로 구성되며 다음과 같이 확장하여 

적용할 수 있다. 

다항식들의 각 계수들이 모두 상의 원소임을 

가정한  인  차 다항식 와를 

각각 개의 항을 갖는 다항식들로 식(14)에 보였다.

   
      

    ⋯
  

   
      

   

⋯   


   
      

   

⋯   

  
   

  

    
     

   ⋯
  

        
      

    ⋯

  
 
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         
      

   

⋯   


       
      

   

⋯   

      
   

       (14)

[정의 3] 

식(14))에서 보인 3항식의 각 계수다항식들    

         로부터 와 

의 각 계수다항식들로부터 곱셈전개에 필요한 식

(15)와 같이 정의하였다.

     

      

      

        

       

        

   (15)

5. modF(α) 연산

 상의 모든 원소들은 mod연산에 의해 

 차 이하의 다항식으로 표현된다. 즉,  상

의 원소 은 기약다항식 F(α)=αm+fm-1α
m-1

+ .... + f0를 

적용한 mod  연산에 의해 식(16)과 같이    

이하의 차수를 갖는 다항식으로 표현된다.

 mod            ⋯    

  (16)

기약다항식에 의한 모듈러 연산식을 유도하기 위해 

임의의 양의 정수 를 가정하여   에 mod  연
산한 결과로 표현된  차 다항식의 각 계수들에 대

한 표기를 정의4에 정의하였다.

[정의 4]

양의 정수 에 대하여  상의 원소   에 

mod  연산한 결과를  차 이하의 다항식으로 

표현할 수 있으며, 이를 식(17)에 나타내었다.

      
     

   ⋯

 
 



  (17)

식(17)에서 우항의 각 계수들에 표기한 위 첨자  

는 좌항 의 차수  에서의 를 나타낸다.

식(17)의 첨자 에 0을 대입하면 다음 식(18)과 같다.

     
      

    ⋯

 
  

 

 (18)

식(18)에서 우항의 각 계수들에 표기한 위 첨자 [0]은 

좌항 의 차수  에서   임을 나타낸다. 식(16)

과 식(18)은 모두 에 mod  연산하여 유도한 동

일식이므로 두 식의 각 계수들을 비교하여   
 

      
      ⋯  

   임을 확인할 

수 있다.

한편, 식(17)에   을 적용하면 식(19)와 같다.

     
      

    ⋯

 
  

 

 (19)

Ⅵ. 결  론

본 논문에서는 다항식에 기초하여 유한체상의 P=2인 

경우의 효율적인 곱셈기를 구성하는 방법을 제안하였

다. 제안한 곱셈기 회로는 다항식의 연산부와 mod F(α) 

연산부, 모듈러 연산부로 구성된다. 또한, 이들 각 연산

부는 모듈 구조를 가지므로 m의 확장에 따른 회로 구

성이 용이하며 회로 구성에 사용한 소자는 AND 게이

트와 XOR 게이트 만으로 구성하여 정규성, 확정성이 

용이하며 이를 기반으로 VLSI화에 적합하다. 제안한 

곱셈기는 기존의 곱셈기에 비해 좀 더 컴펙트, 규칙적

이고, 정규성과 확장성이 용이하며 최근의 IoT 환경에

서의 여러 분야에 적용 및 응용이 가능하다. 향 후 연구

과제로서는 제안한 곱셈기를 최근의 체세대 ICT 분야

에 분야에 적용하는 것으로 현재 연구 진행 중이다.
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