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요  약 
세계적으로 수많은 로봇연구실에서 이륜 도립진자 이동로봇에 대한 연구가 진행되고 있다. 본 논문에서는 이런 이륜 

도립진자 이동로봇이 평탄한 경사면에서 안정적으로 주행할 수 있도록 하는 강인 제어기를 개발하는 것으로 고려한

다. 경사면에서 이륜 도립진자 이동로봇의 균형을 위해 3 자유도의 운동방정식에서 선회운동을 제한한 2 자유도 동력

학식을 사용하며, 가변구조시스템 이론을 근간으로 하는 슬라이딩 모드 제어기를 제안하고 LQR 이론을 이용하여 슬

라이딩 운동이 일어나는 슬라이딩 평면을 설계한다. 시뮬레이션을 위해 Mathworks사의 Simulink를 활용하여 이륜 도

립진자 이동로봇의 2 자유도 모델을 실현하고, 슬라이딩 모드 제어기 또한 Simulink를 이용하여 구현한다. 시뮬레이

션 결과를 통해 제안된 제어기가 경사면을 주행하는 이륜 도립진자 이동로봇을 효과적인 제어한다는 것을 보인다.

 

키워드 : 도립진자, 이륜 이동로봇, 슬라이딩 모드 제어, LQR 이론, Simulink 모델

Abstract
The research on two-wheeled inverted pendulum (TWIP) mobile robots has been ongoing in a number of 

robotic laboratories around the world. In this paper, we consider a robust controller design for the TWIP 

mobile robot driving on uniform slopes. We use a 2 degree-of-freedom (DOF) model which is obtained by

restricting the spinning motion in a 3 DOF motion dynamic equation. In order to design the robust con-

troller guaranteeing stability of the TWIP mobile robot driving on inclined surface, we propose a sliding 

mode control based on the theory of variable structure systems and design a sliding surface using the theory 

of the linear quadratic regulation (LQR). For simulation, the dynamic model of the TWIP mobile robot is 

constructed using Mathworks' Simulink and the sliding mode control is also implemented using Simulink. 

From simulation results, we show that the proposed controller effectively controls the TWIP mobile robot 

driving on slopes.
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1. 서  론

이륜 도립진자 이동로봇은 주행뿐만 아니라 자세까지 제어해야 하는 매력적인 연구테마

로 세계적으로 수많은 로봇연구실에서 이륜 도립진자 이동로봇에 대한 연구가 진행되고 

있다. 특히 2001년 미국의 발명가 Dean Kamen이 자전거를 대신할 차세대 운송 수단으로 

세그웨이(Segway)를 상용화함으로써 이륜 도립진자 이동로봇에 대한 연구가 가속화되었

다. 세그웨이는 지금까지의 모바일 이동수단의 상식을 벗어난 차세대 이동수단으로써 두 

개의 바퀴만으로도 스스로 균형을 잡으면서 넘어지지 않고 안정적인 주행이 가능하였다[1]. 

이후 Grasser 등은 JOE라 불리는 이륜 이동로봇을 개발하고 두 개의 분리된 상태제어기를 

제안하여 안정적인 주행에 성공하였다[2]. 

Pathak 등은 구동축 모터 토크에 대한 동적 모델을 유도한 후 이를 바탕으로 2-준위 속

도 제어기와 2-준위 위치 제어기를 제안하였다[3]. Kim 등은 Kane의 동력학식을 이용하여 

이륜 도립진자 이동로봇의 동력학을 유도하고, 선형화된 모델을 구하였으며 이를 바탕으로 

LQR 기법을 이용한 상태궤환 제어기를 제안하였다[4]. Jeong과 Takahasi는 인간보조 로봇

1976-9172
2288-2324

ISSN(Print)
ISSN(Online)



http://dx.doi.org/10.5391/JKIIS.2016.26.1.016

이륜 도립진자 이동로봇을 위한 강인제어기 설계 | 17

인 I-PENTAR를 설계하고, 제어이득을 LQR 기법으로 계산한 

상태궤환 제어기를 제안하였다[5]. Huang 등은 강인한 속도 

제어 문제를 다루기 위해 매개변수 불확실성과 외란 등을 처

리할 수 있는 이중의 슬라이딩 모드 제어기를 제안하였다[6]. 

한편으로는 이륜 로봇에 대한 새로운 플래폼[7]과 이동로봇을 

위한 입체영상 기반의 퍼지 추적제어도 연구되고 있다[8].

본 논문의 구성은 다음과 같다. 제2절에서는 이륜 도립진

자 이동로봇의 동력학식에 대해 기술하고, 제3절에서는 최적 

제어 이론을 기반으로 슬라이딩 평면을 설계과정과 이 슬라

이딩 평면을 이용하여 슬라이딩 모드 제어기를 제안한다. 다

음으로 Simulink를 이용한 이륜 도립진자 이동로봇의 모델을 

구현하고 제안된 제어기를 이용하여 자세각 제어와 직선 운

동에 대한 시뮬레이션 결과를 기술한다.

2. 이륜 도립진자 이동로봇의 동력학

그림 1. 이륜 로봇을 위한 좌표계
Fig. 1. Coordinate system for two-wheeled robot

Param. Description

 distance from C to C.G.

 mass of the body

 -directional rotational inertia of the body

 -directional rotational inertia of the body

 half-distance between wheels

 radius of the wheel

 mass of the wheel

 gravitational acceleration

표 1. 기계적 매개변수
Table 1. Mechanical parameters 

이륜 도립진자 이동로봇 (이하 이륜 로봇)의 물리적 특성

을 해석하고 제어시스템을 개발하기 위해서는 이륜 로봇의 

정확한 동적 모델을 구하여야 한다. 그림 1에서 보는 바와 

같이 좌표계를 설정하고 표 1에서 정의한 기계적 매개변수를 

사용하면 다음과 같은 직선 운동, 선회운동 및 자세균형의 세

가지 운동을 포함한 3 자유도의 운동방정식이 유도된다[4]. 


cos

sin   


  
sin 


sincos 




cos sincos
sin

(1)

여기서 와 는 각각 우측 바퀴와 좌측 바퀴에서 발생되는 

토크이다. 

논문에서는 선회운동을 제한하고 직선운동과 자세균형을 

다루기로 한다. 이에 따라 3 자유도의 운동 방정식 (1)에서 

두 번째 운동방정식을 제거하고 나머지 두 방정식으로부터 

선회운동에 의한 전향력에 관련된 항을 제거하면 2 자유도의 

운동방정식으로 정리할 수 있으며, 만약 직선운동 방향으로 

경사면이 존재한다면 경사면에서 이륜 로봇을 안전하게 구동

하기 위한 추가적인 토크가 요구되므로 최종적으로 식 (2)와 

같은 운동방정식을 얻을 수 있다[4]. 또한 우측 및 좌측 바퀴

에서 발생되는 토크는 그 크기가 같아야 하므로 하나의 변수

로 표현할 수 있다.


cos

sin sin 


cos 


sincossin  
(2)

여기서      이며, 는 경사면의 각도를 나타

낸다.

이륜 로봇을 위한 제어기 설계를 위해 자세각 에 대한 

비선형 운동 방정식을 균형점에 대해 선형화할 필요가 있다. 

이륜 로봇에 장착되어 있는 도립진자의 경사면 각도에 따른 

자세각 균형점은 식 (2)에서 속도 및 가속도를 0으로 설정한 

후 두 식을 연립하여 에 대하여 정리하면 다음과 같은 수식

을 얻을 수 있다.

 sin


 (3)

이륜 로봇의 도립진자 운동이 자세각 균형점에서 크게 벗

어나지 않는다고 가정하여 선형화 모델을 구하면 다음과 같

은 선형 운동 방정식을 얻을 수 있다.
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








 







 

















(4)

여기서 
 이다. 

식 (4)를 상태방정식으로 정리하면 다음과 같다.

x x (5)

여기서 

x      ,   













   

  






   

 

  



















  

























    







 




선형화된 상태방정식 행렬 쌍 (A, B)는 제어가능하므로 이

륜 로봇을 위한 다양한 제어기를 설계할 수 있다.

3. 슬라이딩 모드 제어기 설계

일반적으로 슬라이딩 모드 제어기 설계는 두 단계로 나눌 

수 있다. 첫 번째 단계는 슬라이딩 모드가 일어나는 슬라이

딩 평면을 설계하는 것이며, 이 슬라이딩 평면이 선택된 후에

는 시스템의 궤적을 슬라이딩 평면으로 이끌고 슬라이딩 평

면과 접촉한 후에는 계속에서 이 평면에 머물도록 하는 강인

제어기를 설계하는 것이다[9]-[12].

먼저 슬라이딩 모드가 일어나는 스위칭 함수 를 다음

과 같이 정의한다.

∈    xt (6)

여기서 슬라이딩 행렬 ∈ ×는 ∈가 0이 아닌 상수

가 되도록 선정한다.

축차된 슬라이딩 모드 동력학식을 얻기 위해 다음과 같은 

직교 변환 행렬 ∈ ×를 도입한다.

z   x
 




 


 

 
 




 






여기서 ∈ ×은 벡터이고, ∈은 스칼라이며, ∈
은 스칼라이다.

식 (5)에서 경사각에 의한 항을 제거한 공칭 선형 방정식

은 변환행렬 에 의해 다음과 같은 정규화 형태 (regular 

form)로 변환된다[9].

  
  

(7a)

(7b)

또한 스위칭 함수도 변환된 새로운 상태벡터에 의해 다음과 

같이 표현된다.

  x z (8)

만약 슬라이딩 운동이 시작되면 스위칭 함수는 0이 되므로 

슬라이딩 모드는 다음과 같이 식에 의해 조정된다.

     (9)

여기서 이며, 슬라이딩 행렬 의 적절한 선정에 

의해 는 0이 아닌 상수가 된다. 본 논문에서는 설계를 단

순화하기 위해 를 1로 설정한다. 식 (9)에서 적절한 의 

설계에 의해 슬라이딩 평면에서의 슬라이딩 운동은 점근적 

안정하게 되므로 새로운 상태벡터 z는 0으로 수렴한다. 

행렬 의 설계에는 극점 배치점이나 LQR 설계법 등이 있으

며 본 논문에서는 Utkin과 Young [10]이 제시한 LQR 설계법

을 이용한다.

먼저 다음의 성능지수 함수를 최소화 문제를 고려한다. 

  




∞xtQx (10)

 

여기서 가중치 행렬 는 대칭인 양의 정의 행렬이고, 는 

슬라이딩 운동이 시작되는 시점이다. 앞에서 정의한 직교 변

환 행렬 와 변환된 상태벡터 z를 이용하여 성능지수 함수

를 재정리하면

  




∞




 (11)

 

이 된다. 여기서 입력 ∈는 

  
 (12)

이고, 



 


 

 
  이다. 따라

서 식 (7a)을 다음과 같이 수정할 수 있다.
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  
 (13)

여기서  이다. 따라서 식 (13)을 제약조

건으로 가지는 식 (11)를 최소화하는 최적의 입력 는 다

음과 결정된다.

 
  (14)

여기서 양의 행렬 는 다음의 리카티 방정식의 유일해이다.


  

 (15)

식 (9), (12)와 (14)로부터 행렬 은 다음과 같이 결정된다.


  (16)

한편 행렬 으로부터 변환 전의 운동방정식에서의 슬라

이딩 행렬 은 다음과 같이 결정된다.  

      (17)

로 결정된다. 

다음은 상태 궤적을 슬라이딩 평면으로 이끄는 슬라이딩 

제어기를 설계한다. 

 x


(18)

여기서 는 다음의 조건을 만족하도록 결정한다.

  and   


(19)

정리 : 식 (5)로 표현되는 이륜 로봇의 동력학을 고려해 보

자. 스위칭 함수를 식 (17)와 같이 설계하고, 제어기를 식 

(18)와 같이 설계했을 때   은 안정하다.

증명 : 스위칭 함수의 안정성을 검증하기 위해 다음과 같은 

리아프노프 (Lyapunov) 함수를 고려한다.

  

 (20)

식 (20)을 시간에 대해 미분하고, 식 (18)과 (19)를 대입하여 

정리하면

 






   

(21)

따라서   은 안정하다.     ■

4. 시뮬레이션 결과

본 논문에서 제안한 이륜 로봇에 대한 슬라이딩 모드 제어

기의 효용성을 검토하기 위해 먼저 이륜 로봇에 대한 2 자유

도 모델을 Mathworks사의 Simulink를 이용하여 그림 2와 같

이 구현하였다.  

그림 2. Simulink를 이용한 이륜 로봇 모델
Fig. 2. Two-wheeled robot model using Simulink

Param. Value[unit] Param. Value[unit]

 0.045[m]  0.175[m]

 5.16[kg]  0.065[m]

 0.052675[kg]  0.3[kg]

 0.003483[kg]  9.81[m/]

표 2. 시뮬레이션을 위한 매개변수 값
Table 2. Parameter values for simulation

표 2에서 제시한 이륜 로봇의 매개변수값을 식 (5)에 대입

하여 상태방정식의 행렬을 다시 정리하면 다음과 같다.













   
   
   
   

 


















 













sin


sin


다음으로는 본문에서 기술한 LQR 방법을 이용하여 슬라이

딩 평면을 설계하였다. 식 (10)에서 정의된 가중치 행렬 는 

이륜 로봇에 설치된 도립진자의 빠른 안정도를 위하여 가중

치를 다른 요소보다 크게 설정하였다.

     
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따라서 식 (16)과 (17)에 따라 슬라이딩 평면 구성을 위한 슬

라이딩 행렬 는 다음과 같다.

      

제안된 슬라이딩 모드 제어기는 불연속적이므로 실제 구현

을 위해서는 부드러운 연속함수로 구현할 필요가 있다. 따라

서 식 (18)의 슬라이딩 모드 제어기를 다음과 같이 수정하였

다. 

 x


여기서  로 선정하였다. 한편 는 식 (19)의 조건을 

만족하도록 설정하여야 한다.  로 음수이므로 

도 음수로 선정하여야 하며, 경사각이 최대일 때 

 이므로 는 0.13보다 커야한다. 따라서 선형

화 과정에서의 오차를 고려하여 로 선정하였다. 

그림 3. Simulink 기반의 전체시스템
Fig. 3. Overall system using Simulink

그림 4. Simulink 기반의 슬라이딩 모드 제어기
Fig. 4. Sliding mode controller using Simulink

슬라이딩 모드 제어기를 포함한 전체시스템은 그림 3과 4

와 같이 Simulink를 이용하여 구현하였다. 

첫 번째 실험에서는 제자리에서 이륜 로봇에 장착된 도립

진자의 균형을 유지하는 자세각 제어 (upright balancing)에 

대해 시뮬레이션이 수행되었다. 자세각 제어는 이륜 로봇에

서 가장 기본적으로 요구되는 사항으로 식 (3)에 의해 경사가 

없는 평지에서 도립진자의 균형점은  임을 알 수 있다.
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그림 5. 자세각 제어 시뮬레이션 결과 (a) 상태 궤적 (b) 
스위칭 함수 및 제어입력

Fig. 5. Simulation results for upright balancing (a) state 

trajectories (b) switching function and control input

그림 5은 도립진자의 초기치를 로 주어졌을 때의 자

세각 제어에 대한 시뮬레이션 결과를 보여주고 있다. 그림에

서 보는 바와 같이 이륜 로봇은 현재 위치를 유지하면서 빠

르게 도립진자가 균형점을 찾아가는 것을 볼 수 있다.

다음으로 경사각이 존재하는 환경에서 이륜 로봇이 일정한 

거리를 직선 주행하면서도 도립진자의 균형을 유지하는 실험

에 대해 시뮬레이션을 수행하였다. 경사면의 각도는 로 

주어지고, 이륜 로봇의 현재 위치는 로 설정하고 를 
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주행하여 원점으로 돌아가도록 하는 조건으로 설정하였다. 

주어진 조건에 따라 도립진자의 균형점을 식 (3)을 이용하여 

계산하면 균형을 이루는 자세각은 이며, 이에 따른 

이륜 로봇의 이동 거리에 대한 정상상태값은 슬라이딩 모드 

조건인 

  x  
에 의해 임을 알 수 있다.
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그림 6. 경사면에서의 직선 운동 시뮬레이션 결과 (a) 
상태 궤적 (b) 스위칭 함수 및 제어입력

Fig. 6. Simulation results for rectilinear motion on 

inclined surface (a) state trajectories (b) switching function 

and control input

그림 6은 직선 주행에 대한 시뮬레이션 결과를 보여 주고 

있다. 그림에서 보는 바와 같이 이동거리 및 자세각 최종결

과가 앞에서 제시한 균형점으로 수렴하고 있음을 알 수 있

다. 

두 시뮬레이션 결과로부터 제안된 강인제어기가 이륜 로봇

을 효과적으로 제어하고 있음을 알 수 있다.

5. 결론

본 논문에서는 이륜 도립진자 이동로봇의 동력학을 기술하

고 Simulink를 이용하여 모델을 구현하였다. 또한 LQR 기법

을 이용하여 슬라이딩 평면을 설계하는 과정을 기술하고 슬

라이딩 평면을 이용하여 이륜 로봇이 경사면 주행이 가능하

도록 하는 슬라이딩 모드 제어기를 제안하였다. 리아프노프 

안정성 이론을 이용하여 제안된 제어기에 의한 이륜 로봇의 

상태는 슬라이딩 평면으로 도달 가능하다는 것을 증명하였

다. 시뮬레이션을 통하여 이륜 로봇의 자세각 제어 및 직선

운동에서 제안된 슬라이딩 모드 제어기를 통하여 효과적으로 

제어됨을 보였다.
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