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ABSTRACT

Nonlinear normal modes(NNMs) is a branch of periodic solution of nonlinear dynamic systems. 

Determination of stable periodic solution is very important in many engineering applications since the 

stable periodic solution can be an attractor of such nonlinear systems. Periodic solutions of nonlinear 

system are usually calculated by perturbation methods and numerical methods. In this study, numer-

ical method is used in order to calculate the NNMs. Iteration of the solution is presented by multi-

ple shooting method and continuation of solution is presented by pseudo-arclength continuation 

method. The stability of the NNMs is analyzed using Floquet multipliers, and bifurcation points are 

calculated using indirect method. Proposed analyses are applied to two nonlinear numerical models. 

In the first numerical model nonlinear spring-mass system is analyzed. In the second numerical mod-

el Jeffcott rotor system which has unstable equilibria is analyzed. Numerical simulation results show 

that the multiple shooting method can be applied to self excited system as well as the typical non-

linear system with stable equilibria.

* 

1. 서  론

비선형시스템의 진동응답은 선형시스템과 달리 

공진 현상이 매우 복잡하다. 비선형시스템의 공진주

파수는 응답의 크기에 따라 주파수가 변하기도 하며 

안정도도 달라지기도 한다. 따라서 비선형시스템을 

정확하게 이해하기 위해서는 먼저 자유진동 방정식의 

주기해(periodic solution)를 도출하고 분석해야 한다. 

비선형 시스템의 주기해를 도출하고 분석하는 연구는 

비선형 정규모드(nonlinear normal modes, NNMs)를 

통해 많은 연구자들로부터 연구되고 있다. 

비선형 정규모드는 2자유도 비선형 시스템에서의 

동기화된 운동으로 Rosenberg(1)에 의해 처음 제안되

었다. Rand(2)는 Rosenberg의 이론을 좀 더 발전시

켜 비동기화된 2자유도 비선형 진동에도 정규모드 

개념을 적용하였다. 이 비선형 정규모드 이론을 수

학적으로 좀 더 정교화하기 위해 Pak(3,4)은 존재성 

및 내부공진에 대한 이론적 연구를 수행하였다. 

Vakakis(5)는 비선형 정규모드를 속도-변위 평면에서

의 곡선으로 정의 하여 비선형 정규모드의 국지화

(localization)를 연구하였다. Shaw와 Pierre(6~8)은 
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center manifold 이론을 이용하여 비선형정규모드를 

정의하였다. Pierre의 이론은 Galerkin method와 같

은 방법으로 다자유도계의 비선형 정규모드를 수치

적으로 구할 수 있다는 장점이 있지만 평형점

(equilibria) 으로부터 멀어지는 높은 에너지 레벨에

서는 정확도가 떨어지는 단점이 있다. Peeters(9)는 

비선형 정규모드를 비선형 시스템에서의 주기해로 정

의하고 수치해석적 방법을 통해 비선형 정규모드를 

도출하였다. Peeters의 방법은 다자유도계에 적용이 

가능하며 높은 에너지 레벨까지도 확장이 가능하지만 

불안정한 주기해에 대해서는 수치적 오류가 증가하는 

단점이 있다. 그리고 감쇠가 존재하는 경우 수치적으

로 주기해를 도출할 수 없다는 한계가 있다.

일반적으로 해밀토니안(Hamiltonian)계의 평형점 

(Equilibria)의 안정도 해석은 야코비안(Jacobian) 행

렬의 고유치를 통해 해석되며, 평형점이 불안정한 

경우 그 시스템을 자려진동계(self-excited system)라 

한다. 이러한 자려 진동계에서 안정적인 주기해를 

찾는 것은 시스템의 최종응답을 유추할 수 있어 매

우 중요하다. 하지만 자려진동계의 주기해를 찾는 

연구는 1자유도계 방정식인 Van der Poll(10)시스템 

외에는 그 연구가 미흡하다. 그 이유는 주기해의 도

출이 섭동(perturbation) 기법인 다축적법(method of 

multiple scales)(11) 또는 평균법(method of averag-

ing)(12)을 통해 이루어지는데 이 방법은 다자유도계 

시스템에서는 적용에 한계가 있다. 

이 논문에서는 Peeters의 비선형 정규모드에 대

한 계산 방법을 발전시켜 다자유도 자려진동계에

서의 주기해를 도출하는 방법을 제안하고자 한다. 

먼저 불안정한 시스템에서의 수치적 오류를 줄이

기 위해 multiple shooting method를 적용하여 비

선형 정규모드를 계산하는 방법을 제안하였다. 그

리고 Floquet 이론을 통해 비선형 정규모드의 안

정도를 분석하고, bifurcation 분석을 수행하였다. 

마지막으로 제안된 비선형 정규모드 연구는 두 가

지 수치해석 예제에 적용되었다. 첫 번째 예제에

서 multiple shooting method를 2자유도계 스프링-

질량 시스템에 적용하여 비선형 진동계의 일반적

인 특징들을 분석하였다. 그리고 두 번째 예제에

서는 자려진동이 일어나는 회전계를 다뤄 다자유

도 자려진동계에서의 수치적 주기해 도출 방법의 

가능성을 제시하였다.

2. 비선형 정규 모드 

2.1 비선형 정규 모드의 정의

일반적으로 N개의 자유도를 갖는 해밀토니안 계

의 선형 진동 방정식의 해는 고유치 문제의 해로부

터 진동방정식의 해를 기술할 수 있다. 

x = Ax , 2Nx R

i i iAv = v , 1,2, ,2i N  (1)

2

1

N

i

i

a

 ix = v

여기서 A는 1차 연립 상미분방정식을 정의 하는 행

렬, x는 방정식의 일반해, vi는 i번째 선형시스템의 

고유벡터, i는 i번째 고유치이다. 선형시스템의 일

반해는 고유벡터를 이용하여 식 (1)의 마지막항과 같

이 선형합으로 표현할 수 있다. 반면 비선형 진동시

스템의 경우 고유벡터를 이용하여 일반해를 선형적

으로 표현할 수 없다. 

비선형 진동계에서 주기함수에 대한 분석을 수행

하기 위해서는 먼저 시스템의 평형점에 대한 해석이 

필요하다. 비선형 동역학에서 평형점은 진동계의 수

학적 해석에 있어서 매우 중요하다. 평형점이란 아

래 식 (2)와 같은 지배방정식을 갖는 비선형 진동계

에서 모든 시간 미분항이 0이 되는 점을 말한다.

( )ξ F ξ , 2Nξ R

1 2 2[ ; ; ; ]NF F FF  (2)

1 2 2[ ; ; ; ]N  ξ 

이를 수식으로 표현하면 식 (3)과 같다.

f( )F ξ 0 (3)

평형점 근처에서 비선형 진동시스템의 거동은 평

형점 선형화된 방정식과 유사한 거동을 갖는다. 야

코비안 행렬의 고윳값 중 실수부가  양수가 있을 경

우 그 진동계는 발산하는 자려진동계이다. 고윳값이 

모두 순허수인 경우는 우리가 흔히 다루는 선형진동 

시스템의 연장선상에서 진동계의 주기함수를 생각할 

수 있다. 

이 논문에서는 비선형 진동 모드를 Peeters(9)와 
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같이 진동 시스템에서의 주기함수로 정의하고자 한

다. 비선형 진동계에서 주기해는 먼저 평형점 근처에

서 선형모드로부터 시작하여 반복법(iteration method) 

및 연속법(continuation method)을 사용하여 수치적

으로 도출 될 수 있다. 이에 대한 자세한 설명은 다

음 절에서 하고자 한다.

 

2.2 비선형 진동 모드의 계산

(1) Single shooting method

Single shooting method(12)는 일반적으로 미분방

적식의 주기해를 찾기 위한 사용되는 수치해석 기법

이다. 주기가 T인 주기함수는 다음과 조건을 만족하

는 함수로 정의 할 수 있다.

( ) ( )t t T ξ ξ (4)

이를 이용하면 주기함수를 구하는 문제는 경계 

값 문제를 푸는 것과 동일하다. 경계 값 문제는 

shooting 함수 S를 이용하여 다음과 같이 표현할 수 

있다.

0 0 0( , ) ( , )T T  S ξ ξ ξ ξ 0 (5)

0ξ 는 주기함수에서의 한점을 말한다. 주기함수의 

점은 특정시간 에서 유일하지 않고 폐곡선을 그리고 

있기 때문에, 한점으로 주기함수를 정의하기 위해서

는 추가적인 위상함수의 정의가 필요하다. 위상함수

를 아래와 같이 정의 하면

0 0i( )p ξ ξ (6)

이 연구에서의 위상함수인 식 (6)은 i번째 자유도

의 변위 성분이 0이 되도록 설정하였다. 비선형방정

식인 식 (5)의 주기해는 아래와 같이 Newton-Rapson 

method와 유사한 반복법 행렬을 이용해 도출된다. 

반복법행렬과 식 (5)의 우항의 오차항을 이용하면 주

기해 도출을 위한 해의 수정 벡터 0[ ; ]T ξ 를 도

출 할 수 있다. 주기해를 도출하기 위해서는 이 수

정작업을 허용오차수준을 만족할 때까지 반복 수행

해야 한다.

0 0

0 00

00

0

( , ) ( , )

( , )

( )( )
0

T T

T T

pp T

  
                   
  

S ξ S ξ

ξ S ξξ

ξξ

ξ

(7)

위 식의 S의 T및 0ξ 에 대한 미분항은 아래와 같

이 다시 표현 할 수 있다.

0 0( , ) ( , )
t T

T F T
T t 

 
 

 
S ξ

ξ ξ (8)

0
0

0 0

( , )
( , )

t T

T
T




 

 
ξ ξS

ξ I
ξ ξ

(9)

( , )o

o t T

t






ξ ξ

ξ 는 아래의 초깃값 문제의 해를 통해 

구할 수 있으며, 이는 monodromy 행렬(M)이라 불

린다.

0 0( ( , )) ( ( ( , )))
o o

d
T F T

dt

 


 
ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

0

0 0
0 0( , )

( ( , )) ( ( , ))
T

d F
T T

dt

     
        ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ

(10)

0
0 0

( ( , ))
t

T






ξ ξ I

ξ

 

(2) Multiple shooting method

Single shooting method는 보통 해가 불안정할 

경우 주기함수를 찾는데 실패하는 경우가 많다. 이

를 극복하기 위해 다른 수치적인 방법이 고안되었

다. 시간을 유한요소법과 유사하게 잘게 나눠 적분

을 수행하는 구간을 최소화 하는 방법이다. 이 방법

은 응용수학분야에서 Keller(13)에 의해 최초로 수행

되었으며 multiple shooting method라 칭한다. 이 

논문에서는 multiple shooting method를 통해 불안

정한 비선형계에서의 수치적 오류를 최소화 하고자 

한다.

si는 1을 다음과 같이 나누는 변수라 정의 하면, 

식 (11)과 같이 표현 할 수 있다.

0 1 10 1m ms s s s     

1i i is s s   
(11)

비선형 정규모드의 점들은 다음과 같이 multiple 

shooting point 들로 표현된다.

0( , ), for =1,2, ,6i is T i ξ ξ ξ  (12)
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이를 통해 multiple shooting 함수 iS 는 다음과 

같이 표현할 수 있다.

1 1( , )i i i is T    S ξ ξ ξ 0 (13)

Single shooting method와 동일하게 주기해를 도

출할 수 있는 반복법 행렬은 다음과 같이 유도된다.

0

0 11 1

1 1 12

1

0

0( )

m m mm

m m mm

m
mp

pT

  



                                                     
ξ

ξ SM I 0 0 b

0 0

M -I b Sξ
0 M -I b Sξ
-I 0 0 I 0 ξ ξ

ξ
0 0

ξ



    







(14)

여기서 Mi는 monodromy 행렬 M의 i번째 부분이

며, 아래의 single shooting method와 유사하게 초

기값 문제의 해로써 구해진다.

1 1
( , )o

m m
o t T

t





 


ξ ξ

M M M M
ξ



1
1

( ( , ))i i i
i

d
s T

dt 



 


M ξ ξ
ξ

1
1

( ( , ))i i
i

d
s T

dt 


 
   

ξ ξ
ξ

1

1
1( , )

( ( , ))

i i

i i
is T

F
s T






  
   ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ

1
1 0

( ( , ))i i
i t

s T
 


 


ξ ξ I

ξ

1
1

( ( ( , )))i i
i

F s T



 


ξ ξ
ξ

(15)

i번째 속도 벡터인 bi는 다음과 같이 표현 할 수 

있다.

1 1( ( , )) ( ( , )i i i i i is T s F s T
T  


    


b ξ ξ ξ ξ (16)

주기해는 식 (14)를 이용해 허용오차수준을 만족

할 때까지 반복(iteration)을 통해 도출된다.

(3) Pseudo-arclength continuation method

j번째 주기함수 z(j)가 다음 허용오차 조건 을 만

족할 경우, z(j)는 주기함수로 판단된다. 

1 0 ( ) ( ) 2 1 ( ) ( )

1 ( ) ( ) 0 ( )

( , ); ( , );

; ( , ); ( )

j j j j

m m j j j

S T S T

S T p





ξ ξ

ξ ξ
(17)

다음 주기함수를 가리키는 방향벡터 (dv)는 식 

(14)의 좌변항의 행렬의 고유치가 0이 되는 고유벡

터로부터 구할 수 있다. 이를 통해 도출되는 다음 

주기함수의 첫 번째 추측 값은 다음과 같다. 

(0)
( ) ( ) ( )( 1)[ ( )] [ ( )]j j jjtr z tr z s   dv (18)

여기서 s(j)는 다음 주기함수를 예상하기 위한 step의 

크기이다. 이 첫 번째 추측이 허용오차 조건을 만족

하지 않을 경우 식 (14)를 이용하여 반복법을 수행

해야 한다. Pseudo-arclength continuation법의 효과

적인 계산을 위해 dv에 수직한 방향으로 수치 반복

법을 수행한다. 반복법과 연속법을 반복 수행하면 

비선형정규모드를 높은 에너지 레벨까지 도출할 수 

있다.

 

2.3 비선형 정규 모드의 안정성 분석

비선형 정규모드가 선형 정규모드와 가장 큰 차

이점 중 하나는 모드가 불안정 할 수도 있다는 것이

다. 주기함수가 불안정 할 경우 초기조건에 아주 작

은 변화에도 원래의 해로부터 큰 변화를 일으킬 수 

있다. 먼저 식 (5)를 0ξ 를 미분하면 다음과 같은 결

과를 얻을 수 있다.

20
0 0 0

0

( , )
( , ) ( )

T
T O


    


ξ ξ

S ξ ξ ξ
ξ

(19)

식 (19)에서 주기함수 근방에서만 주기함수의 초

기조건에 대한 민감도를 분석하기 위해 고차항을 무

시하면 다음과 같은 식을 얻을 수 있다.

0 0( , )T  S ξ M ξ (20)

식 (20)을 통해 주기함수의 초기조건에 대한 민감

도를 알 수 있다. 이를 이용하면 비선형 정규모드의 

안정성 분석은 Monodromy 행렬의 고유치를 이용하

여 분석된다. 식 (15)를 통해 Monodromy 행렬을 도

출한 후 고유치 문제를 통해 안정도 분석을 수행한

다. Monodromy 행렬의 고윳값들은 Floquet multi-



Kyoung-Hyun Lee et al. ; Research on Numerical Calculation of Normal Modes in Nonlinear Vibrating Systems

Trans. Korean Soc. Noise Vib. Eng., 26(7) : 795~805, 2016
┃

799

plier라고 하며 항상 1인 값이 하나 있다. 이 Floquet 

multiplier를 trivial-multiplier라고 하며 그 외의 

Floquet multiplier를 nontrivial-multiplier라고 한다. 

비선형 정규모드의 nontrivial-multiplier의 절댓값이 

1보다 큰 경우 불안정하며 그렇지 않은 경우 안정

하다. 보통 불안정한 정규모드는 작은 변화에도 본

래의 주기거동이 사라지기 때문에 물리적으로 실존

하지 않는 모드라고 여겨진다.

2.4 비선형 정규 모드의 Bifurcation 분석

비선형 정규모드와 선형 정규모드의 또 다른 차

이점 중 하나는 주기함수가 에너지 레벨의 변화를 

통해 안정성이 변화 할 수 있다는 것이다. 이는 어

떠한 변수의 변화에 따른 상태변화를 뜻하는 분기

(bifurcation)라고 칭하는데 선형 정규모드는 응답의 

진폭과 주기함수의 안정성의 상관관계가 없는 반면, 

비선형 정규모드는 에너지변화에 따른 모드의 분기

가 나타나기도 한다. 

비선형 정규모드에서의 분기는 주기함수의 안정

성 변화로부터 검출되며, 분기점은 비선형 자유진동

계의 최종응답으로 나타나기도 하기 때문에 매우 중

요한 요소이다. 이 연구에서는 분기점을 찾기 위해 

간접적방법(indirect method)(8)를 사용하였다. 분기점

은 안정성만 변하는 회전점(turning point)이거나 또 

Table 1 Material properties of numerical example 
(spring mass system)

Symbol Unit Value

m1 = m2 kg 1

k1 = k2 = k3 N/m 1

k4 N/m3 1

Table 2 Material properties of numerical example 
(Jeffcott rotor system)

Symbol Unit Value

I kgm2 5012

m kg 1014

K0 N/m 4.0× 106

Kt N/rad 2.4 × 106

 r/min 0~1500

e m 0.0005

다른 주기함수의 줄기를 생성하는 분절점(branch 

point)이 되기도 한다. 분기점이 회전점 인지, 분기점 

인지는 식 (14)의 좌변의 행렬의 0 공간(null-space)의 

크기로 판단할 수 있다. 0 공간의 크기가 1이면 회전

점, 크기가 1 이상이면 추가적인 줄기를 생성하는 분

절점이라고 판단할 수 있다. 분절점은 때로는 2배 주

기의 해가 생기기도 하는 데, 이는 Monodromy 행렬

의 고유치가 -1을 통과하며 안정성을 잃을 때 발생

한다(9). 이 연구에서는 주기의 배수로 형성되는 줄

기는 생략하였다.

3. 수치해석 예제 

3.1 스프링-질량 시스템의 비선형 정규 모드

이 연구에서 제안한 비선형 정규모드의 계산 및 

분석을 수행하기 위하여 Fig. 1과 같은 비선형 스프링

-질량 모델 해석을 수행하였으며, 해석에 사용된 물

성치는 Table 1과 같으며 지배방정식은 다음과 같다.

3
1 1 1 2 1 2 2 4 1(( ) ) 0m x k k x k x k x    

2 2 2 3 2 2 1(( ) ) 0m x k k x k x   
(21)

Multiple shooting method를 적용하기 위해서는 먼

저 2계 미분방정식을 1계 연립 미분방정식으로 변환

을 해야 한다. 그러기 위해 속도성분을 다음 식과 같

이 독립변수로 설정하면 쉽게 변환이 가능하다. 

1 1x  , 2 1x   , 3 2x  , 4 2x  

1 2

3
2 1 3 1

43

3 14

2

2

 

   

 

   
   
        
   
      









(22)

먼저 평형점에서의 야코비안 행렬을 이용하여 선

형 진동모드를 도출해야 한다. 선형진동모드를 구하

면 2개의 모드가 도출된다. 각 모드의 주기 동안 

(x1, x2)의 응답을 도출해 보면 한 모드는 Fig. 2와 

같이 x1과 x2가 대칭이며, 다른 모드는 비대칭이다. 

이 선형모드로부터 비선형 정규모드를 높은 에너

지레벨로 확장시키려면 식 (7)에서 정의된 위상함수

가 정의되어야 한다. 이 해석에서 사용된 위상함수

는 수치반복과정을 통해 x1의 속도성분이 0이 될 수 
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있도록 함수를 설정하였으며 이를 수식으로 표현하

면 다음과 같다. 

2( )p ξ (23)

Multiple shooting method를 수행하기 위해 한 

진동 주기는 총 31개의 구간으로 나눠졌으며, mon-

odromy 행렬을 계산하기 위한 초기값 문제는 룬게

쿠타(Runge-Kutta) 방법을 이용하여 해석되었다. 각

각의 진동모드는 에너지의 증가에 대한 안정도해석

과 분기점의 계산이 동반되었다. 각각의 분기점에서

는 먼저 0 공간을 분석한 후, 분절점에서 완전히 새

로운 줄기가 생성되는지는 perturbation method(8)를 

통해 판단하였다.

비선형 정규모드의 일반적인 표현 기법 중 하나

는 에너지-주파수 표기이다. 에너지는 탄성에너지와 

운동에너지의 합으로 구할 수 있으며 주파수는 수치

적으로 구해진 주기로부터 얻을 수 있다. 

먼저 비대칭 모드의 에너지-주파수 표기를 살펴보

면 Fig. 3(a)와 같다. 비대칭 모드는 에너지가 증가

함에 따라 회전점이 생성되며 주파수가 상승하는 것

을 알 수 있다. 대칭모드의 경우 에너지-주파수 표

기는 Fig. 3(b)와 같으며, 비대칭모드와 비교했을 때 

좀 더 복잡한 성격을 보인다. 비대칭 모드의 경우 

첫 번째 분기점에서 새로운 줄기가 생성되었으며 에

너지 레벨이 증가함에 따라 이 줄기에서 새로운 줄

기가 생성된다. 이러한 분기 현상이 두드러지는 부

분에 대한 확대 그래프는 Fig. 4와 같다. 대칭모드에

서의 평형점 근방에서의 응답, 첫 번째 추가적인 줄

기, 두 번째 추가적인 줄기에서의 시간응답은 Fig. 5

와 같다. 시간응답을 살펴보면 평형점 근방에서는 

x1과 x2가 동일한 주파수로 운동을 하지만, 첫 번째 

줄기에서는 2:1, 두 번째 줄기에서는 3:1의 비율의 

주파수로 진동을 하고 있는 것 살펴볼 수 있다. 이

는 내부공진(14)(internal resonance)이라고 하는 비선

형 현상인데 이러한 내부공진으로 인하여 비선형 정

Fig. 1 Schematic representation of 2DOF nonlinear 
spring-mass system

규모드는 안정도가 변하기도 하며, 새로운 주기함수 

줄기가 생성되는 것을 알 수 있다. 

(a) Unsymmetrical mode

(b) Symmetrical mode

Fig. 2 (x1, x2) response 

(a) Unsymmetrical mode

(b) Symmetrical mode

Fig. 3 Energy-frequency plot
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3.2 비틀림-횡진동 연성 회전축의 비선형 

정규모드 계산

이 연구에서는 불안정한 평형점을 갖는 자려진동

계에 multiple shooting method를 적용하기 위해, 

다음과 같은 제프콧로터의 비선형 진동에 대한 수치

해석을 수행하였다. 강체 베어링으로 지지되고 횡방

향 강성과 비틀림 강성을 갖고, Fig. 6의 좌표계를 

갖는 제프콧 로터의 운동에너지(T)와 탄성에너지(U)

는 다음과 같다. 

Fig. 4 Close look of bifurcation pattern of sym-
metrical mode

 

(a) Near the equilibria

 

(b) First branch

 

(c) Second branch

Fig. 5 Time response of symmetric mode 

2 2 21 1
( )

2 2m mT m x y I    

  
2 2 2 21

(
2

m x y e      (24)

         
21

2 cos 2 sin )
2

e y e x I         

2 2 2
0

1 1
( )

2 2 tU K x y K   (25)

여기서 xm, ym은 회전체의 질량 중심점의 좌표  이

며 m은 질량, I는 극 관성 모멘트는, e 는 질량중심

점의 처짐량, K0는 회전축의 횡방향 강성, Kt는 비

틀림 강성이다. 그리고 이 모델의 재료적 물성치는 

Table 2와 같다.

이를 이용하면 Lagrangian방법을 통해 운동방정

식을 다음과 같이 유도할 수 있다.

2 2
0 0 02 (( ) cos( )x x x e t           

sin( )) 0t    
(26)

2 2
0 0 02 (( ) sin( )y y y e t           

cos( )) 0t    
(27)

2 ( sin( ) cos( )t J x t y t            

sin( ) cos( )) 0y t x t           
(28)

위 방정식을 단순화하기 위해 회전좌표계를 다음

과 같이 정의하고

( ) , ( )j t j tw x jy e w x jy e      (29)

자유진동방정식을 유도하기 위해 식 (26)~(28)의 

항들을 D1, D2, D3 및 행렬 Ĵ 라는 새로운 변수들

을 아래와 같이 정의하면

Fig. 6 Definitions of coordinate systems
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2 2
1 0 0 0( 2 ) ( )D j w j w          

2( ) je e  
(30)

2 2
2 0 0 0( 2 ) ( )D j w j w          

2( ) je e   
(31)

2 2
3 [( 2 ) ( 2 ) ]

2
j jJ

D w j w e w j w e
j

         

21
[( ) ( ) ]

2
j j

tw j w e w j w e         

(32)

1 0

ˆ 0 1

1
2 2

j

j

j j

jee

jee

J J
e e

j j





 





 
 
 

  
 
 
  

J (33)

이를 이용하여 자유진동 방정식을 유도하면 식 

(34)와 같다.

1
1

2

3

ˆ
w D

w D

D


  
      
     

J






(34)

복소 변수로 정의된 운동방정식을 실수 변수로 

변환해 주기 위해 변수  ,  를 다음과 같이 정의 

하면

Re( )w  , Im( )w  (35)

회전좌표계인  ,  ,  좌표계에서의 운동방정식

은 다음과 같이 유도된다.

Re( )w   (36)

Im( )w   (37)

1 3Im( )jJ e D D    (38)

Multiple shooting method를 통해 이 진동계의 

주기해를 도출하기 위해 먼저  를 아래와 같이 정

의하고

1  , 2   , 3 

4   , 5  , 6   (39)

이를 이용하여 2계 미분방정식을 1계 미분방정식

으로 변환하면 다음과 같다.

1 2  (40)

5 52
2 1 2 3

1
Re{ [(1 ) ]}

1 2 2
j jeJ eJ

D e D jee D
eJ

     


 (41)

3 4  (42)

5 52
4 1 2 3

1
Im{ [(1 ) ]}

1 2 2
j jeJ eJ

D e D jee D
eJ

     


 (43)

5 6  (44)

5 5
6 1 2 3

1
[ ]

1 2 2
j jJ J

e D e D D
eJ j j

     


 (45)

식 (40)~(45)로 표현되는 미분방정식의 평형점에

서 야코비안 행렬의 고유치를 구하면, 회전속도 0

r/min ~ 1500 r/min에서의 고유치의 허수부는 Fig. 8

과 같다. 횡방향모드는 회전속도가 증가해 원심력의 

영향으로 두개의 모드로 갈라지는 것을 볼 수 있다. 

이중 하나의 모드는 회전속도가 증가하면 주파수가 

증가(mode 1)하며, 다른 하나는 회전속도가 증가하

면 주파수가 감소(mode 3)하다 주파수가 0이되면 

다시 가진주파수가 증가한다. 이러한 횡방향모드의 

회전속도에 따른 주파수 변화를 Gyroscopic ef-

fect(15)라고 하며 이는 관성력에 의한 효과이다. 회

전체 동역학에서는 관성력에 의해 공진주파수가 

증가하는 모드를 backward lateral mode(mode 1), 

감소하는 모드를 forward lateral mode(mode 2)라 

칭한다. 진동 모드를 살펴보면 i 번째 모드의 j

값을 ij 라 하면, 각 진동모드의 모드 형상은 Fig.

7과 같다.

반면에 비틀림모드(mode2)는 회전속도에 따른 주

파수 변화가 없는 것을 알 수 있다. 회전속도 1255

r/min ~ 1400 r/min을 좀 더 살펴보면, Fig. 9 ~ Fig.

10과 같이 두모드가 간섭을 일으켜 고유치의 실수

부가 양수가 되는 지점이 생성되는 것을 알 수 있

다. 해밀토니안 불안정한 평형점을 갖고 있는 경우 

이를 자려진동계라 한다.

지금까지 비선형 시스템에서 자려진동이 일어날 

때 그 시스템의 비선형 정규모드에 대한 연구는 다

자유도계에서 수행되지 않았다. 따라서 이 연구에서 
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Fig. 7 Mode shape of the rotor system

Fig. 8 Imaginary eigenvalue of the rotor system (0
r/min ~ 1500 r/min)

Fig. 9 Imaginary eigenvalue of rotor (1255 r/min ~
1265 r/min)

제안된 비선형 정규모드 해석방법을 3자유도 자려진

동 회전체에 적용해보고자 한다.  

자려진동이 일어나는 1260 r/min에서의 비선형 정

규모드를 multiple shooting method를 3.1절과 동일

하게 구해보면 첫 번째 횡방향 모드는 평형점 근처

에서부터 높은 에너지 레벨까지 동일한 주파수의 주

기해를 갖고 있다. 안정도 해석을 수행하면 평형점 

근처에서는 불안정한 주기해를 갖고 있으며 진동에

너지 레벨이 높아지면 Fig. 11과 같이 분기를 통해 

안정적인 주기해를 갖는다. 그리고 이 자려진동계에

서 비틀림모드와 두 번째 횡방향모드는 평형점 근처

에서는 주기해가 존재하지 않는다. 따라서 연속법의 

초기점을 높은 에너지 레벨에서 구한 후, 초기점에

서 평형점을 향해 연속법을 수행하고 초기점에서 평

형점 반대 방향으로도 연속법을 수행하면 Fig. 12, 

Fig. 13과 같이 비틀림 진동 모드 및 두 번째 횡방

향 모드의 에너지-주파수 관계를 얻을 수 있다. 

비틀림 진동 모드의 에너지 주파수 관계 그래프

를 살펴보면 안정적인 주기해가 평형점과 분리되어 

있음을 알 수 있다. 비선형 시스템에서 안정적인 주

기해는 그 시스템의 attracter로 작용하여 진동의 초

기조건이 이 주기해 근처에 놓이게 되면 이 주기해

가 최종응답이 된다. 따라서 자려진동계에서 안정적

인 주기해를 찾는 것은 매우 중요하며 이를 통해 자

려진동계의 최종응답을 유추 할 수 있다.

따라서 3.3절의 수치해석 예제를 통해 비틀림진동

과 횡방향 진동의 연성이 일어나면 특정 회전속도에

서 횡방향 진동모드 중 하나의 모드와 비틀림모드가 

간섭을 일으켜 자려진동 현상이 나나타나는 것 알 

수 있다. 또한 이 자려진동 시스템의 비선형 정규모

드 계산을 통해 안정적인 주기해가 평형점 근처에는 

Fig. 10 Real eigenvalue of the rotor system (1255
r/min ~ 1280 r/min)
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Fig. 11 Energy frequency plot of first lateral mode

Fig. 12 Energy frequency plot of torsional mode
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Fig. 13 Energy frequency plot of second lateral mode

존재하지 않으며 평형점과 격리된 지점에 안정적인 

주기해를 갖고 있는 것을 알 수 있다. 이 해석 결과

를 통해 자려진동이 발생하면 가진력과 상관없이 특

정 주파수로 주기적인 진동이 발생한다는 것을 알 

수 있다. 

4. 결  론

이 연구에서는 지금까지 다루어지지 않았던 자려

진동계의 주기해 분석을 위해 비선형 진동계에 mul-

tiple shooting method를 적용하는 방법을 제안하였

다. 먼저 평형점 근방에서 선형정규모드에서 시작하

여 multiple shooting method와 pseudo-arclength 

continuation method를 이용하여 높은 에너지 레벨

까지 비선형 정규모드를 확장하였다. 비선형 정규모

드의 안정성 분석은 Floquet theory를 활용하여 수

행되었으며, bifurcation point의 계산은 간접법을 통

해 수행되었다. 

수치해석 예제를 통해 비선형 정규모드는 선형 

정규모드와 달리 에너지 변화에 따른 공진주파수가 

달라지는 특성이 있는 것을 확인하였으며, 선형시스

템에서는 나타나지 않는 분기현상을 통해 내부공진

과 같은 또 다른 줄기의 주기해가 생성되는 것을 알 

수 있었다. 또한 불안정한 평형점을 갖는 자려진동

계에도 multiple shooting method를 적용하여 주기

해를 도출하였다. 이를 통해 수치적인 방법으로 다

자유도 자려진동계의 주기함수 연구에 대한 가능성

을 제시하였다. 자려진동은 주로 회전하는 운동계에

서 특정 회전 속도에서 나타나며, 본 논문의 내용은 

회전축, 헬리콥터, 항공기 등의 안정도 분석에 활용

될 수 있다.

하지만 아직 비선형 정규모드 이론은 감쇠가 고

려된 복잡한 구조물에 적용하는 것에는 한계를 갖고 

있다. 앞으로 좀더 복잡한 구조물에 비선형 정규모

드를 적용하기 위해서는 감쇠 시스템의 주기해에 대

한 연구 및 수치해석 과정에서의 오류를 감소시키는 

방안에 대한 추가적인 연구가 필요하다. 
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이 연구는 국방기술품질원 자체연구로 실시되었
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