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GSP를 활용한 중학교 2학년 수학 영재학급의 일반화 수업 분석과 교육적

시사점

- Viviani 정리를 중심으로 -

강 정 기 (김해대곡중학교)

본 연구는 교육 현장의 영재학급에 대한 바람직한 일반화 수업 구현을 돕는 것을 목적으로, GSP를 활용한 일반화

수업을 설계 및 적용해봄으로써 수업의 실제를 파악해 보고자 하였다. 이를 위해 중학교 2학년 영재학급 학생 13명

을 대상으로 GSP를 활용한 Viviani 정리의 일반화 수업을 계획하여 적용해 보았다. 그 결과 ‘GSP에 의한 추측 조정

과 패턴 확인’, ‘GSP 확인이 증명이라는 오개념과 극복’, ‘주제 이탈과 인지적 격차’, ‘미완의 추측에 의한 증명 완성’,

‘일반화와 일반성 이해 사이의 괴리’라는 다섯 가지 주제를 추출할 수 있었다. 추출한 주제를 토대로 영재학급에서의

바람직한 일반화 수업 구현을 위한 교육적 시사점에 대해 논의하였다.

Ⅰ. 서론1)2)3)4)

수학 교수·학습에서 일반화는 중요한 것으로 받아들여져 왔다. Davydov(1990)는 ‘학생들에게 일반화를 경험하

게 하는 것은 학교 교육의 주요 목적 중 하나’라고 주장하였다. 또한 Mason(1996)은 일반화는 수학의 심장이며,

만약 교사들이 이에 대해 무지하고 학생들이 일반화를 표현하는 작업을 습관화하지 않는다면 수학적 사고는 발

생하기 어렵다고 지적하였다. 이처럼 수학에서 일반화의 중심적 역할이 인정되면서 일반화를 학교 수학으로 가

져 오려는 많은 노력이 있어 왔다(김성수·박달원, 2013; 유미경·류성림, 2013; Becker & Reivera, 2005).

특히 일반화의 경험은 영재 학생들에게 더욱 중요한 의미로 비춰진다. 왜냐하면 일반화는 수학적 창의성을

구성하는 요소 중 융통성과 직접 닿아 있기 때문이다. 융통성은 고정된 사고를 극복하고 서로 다른 범주의 반응

과 아이디어를 낼 수 있는 능력(신승윤·류성림, 2014)으로, 현재의 사고에서 보다 확장된 사고로의 이동을 지향

하는 일반화의 속성과 닮아 있다. 따라서 영재 학생을 대상으로 일반화의 경험을 갖게 하는 것은 중요하며, 이와

관련한 몇몇 시도가 있었다(이헌수·이광호, 2012; 최병훈·방정숙, 2012).

한편, 우리의 전통적 기하 교육에서는 학생 중심의 탐구 활동을 통해 기하적 성질을 추론하고 증명해보는 교

수·학습 방법보다 유클리드 기하의 교과서를 따르는 교사 중심의 연역적 증명 지도가 주를 이루어왔으며, 이는

학생들이 기하를 어려워하고 흥미 없게 만드는 주요 요인이 되어 왔다. 이러한 단점을 극복하기 위하여 관찰과

조작 활동을 통해 기하적 성질에 대한 직관적 추론이 가능한 도구로서 탐구형 기하 소프트웨어가 출현하게 되

었다. 대표적인 프로그램으로 GSP나 Cabri 3D가 개발되었으며, 이들은 학생 중심의 탐구 활동이 주가 되는 교

수·학습 방식의 변화를 야기하였다(손홍찬, 2011). 특히 GSP의 경우 유클리드 평면 기하에서 학생들의 추론에

대한 즉각적인 피드백을 가능하게 함으로써, 새로운 수학적 사실을 학생 스스로 발견할 수 있는 추론의 도구로

활용 가능하다.
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영재 학생들에게 주어진 정리에 대한 증명만을 탐구하게 하는 것은 창의성의 측면에서 적합하지 못하다. 그

들에게 스스로 새로운 정리를 추론하고 완성하는 기회가 부여되어야 하며, 이를 통해 수학적 결과는 이미 만들

어진 것이 아니라 발견되어 만들어져 가는 과정임을 인식할 수 있도록 도와주어야 한다. 이는 수학영재 교육의

핵심은 기존의 사고 체계를 초월한 새로운 수학을 발명할 수 있는 능력을 최대한 발현할 수 있도록 창의성을

기르는데 있다는 Sheffield(1999)의 주장과 맥을 같이 한다. 이런 측면에서 영재학급 수업에서 탐구형 기하 소프

트웨어의 활용은 새로운 정리의 발견까지 학습 가능하게 하는 유용한 도구로 볼 수 있다.

이에 본 연구에서는 증명 학습의 경험을 갖춘 중학교 2학년 영재학급 학생을 대상으로 GSP를 활용한 일반화

수업을 진행해 보고자 한다. 즉, 실제 교육 현장에서 영재학급에 대한 바람직한 일반화 수업 구현을 돕는 것을

목적으로, GSP를 활용하여 새로운 사실에 대한 추론과 발견을 포함한 일반화 수업을 설계하여 적용해 봄으로써

그 실제를 파악해 보고자 한다. 이를 위해 다음을 연구 문제로 설정하였다.

연구문제: GSP를 활용한 중학교 2학년 수학 영재학급의 일반화 수업에서 나타나는 학생 반응은 어떤 특징을

지니는가?

이러한 학생 반응은 네 가지 측면에 초점을 두고 파악하고자 한다. GSP에 의한 추론에서 나타나는 특징, 추

측의 증명 과정에서 나타나는 특징, 학생 사이의 의사소통에서 나타나는 특징, 일반화 경험이 일반성 인식에 미

치는 영향 측면에서 나타나는 특징이 그것이다. 이러한 연구 문제에 대한 답을 얻음으로써, 영재학급 학생을 대

상의 바람직한 일반화 수업 구현을 위한 교육적 시사점을 얻고자 한다.

Ⅱ. 이론적 배경

1. 영재 교육에서의 공학의 활용

수학 영재라는 용어 정의는 합의가 용이하지 않다. 따라서 많은 학자들은 영재들이 보유한 여러 행동 특성을

제안함으로써 용어에 대한 규정을 시도해 왔으며, 이를 종합하면 다음과 같다. 수학 영재들은 수학분야에서의 높

은 학업 성취도를 뛰어넘는 비범한 재능과 강한 자아개념, 그리고 수학적 과제에 대한 집착력이 있다. 또한 그들

은 수학 분야에서 지적으로 새로운 자극과 도전을 갈망하며 높은 수학적 창의성을 바탕으로 평범하고 일반적인

것보다는 창의적이고 혁신적인 것으로 좋아한다(최종현·송상헌, 2005).

영재 학생들의 고유한 특성을 교육에 반영하기 위해서는 효율적인 방법이 강구되어야 하며, Van

Tassel-Baska(1986)은 내용 모델(content model), 인식론적 모델(epistemological model). 과정-산물 모델

(process-product model)의 세 가지 모델을 제안하였다. 내용 모델은 내용 교수의 급속한 전개나 내용 정보의

복잡성에 초점을 둔 것으로, 매우 개인화되었기에 다양한 학생이 포함된 전통적 교실에 적용하기에는 어려움이

따른다. 인식론적 모델은 메타인지에 초점을 둔 것으로 학습과 앎의 과정을 점검하는 것으로, 인문학 수업이나

영재 프로그램 추출에서 종종 발견된다. 과정-산물 모델은 학생들이 탐구와 문제 해결에 참여하는 탐구 학습에

주로 의존하며, 이 모델에서 공학의 사용은 필연적이다(Van Tassel-Baska, 1986).

수학 영재학급 수업에서 주로 활용 가능한 모델은 과정-산물 모델로 학생들의 탐구가 핵심이 되는 교육이다.

Pyryt(2003)는 영재 학생에게 현실 맥락적인 통합 교육과정 또는 도전적이고 고차원적이며 공학에 기반을 둔 교

육과정의 필요성을 주장하였으며, 이는 탐구 중심의 수업을 겨냥한 과정-산물 모델에 해당된다.

수학 영재 교육에서 구성주의 이론은 고차원의 사고 발달을 위한 공학의 활용을 논의하기에 적합한 도구이
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다. Jonassen(2000)은 지식 구성을 위한 컴퓨터나 다른 공학 도구의 사용을 정신도구(mindtool)라는 용어로서 묘

사한다. 정신도구는 인지적 도구와 같은 의미의 용어로, 사고 과정을 확장하고 지지하는 정신적이며 동시에 컴퓨

터를 사용하는 일종의 장치를 의미한다(Liu & Bera, 2005).

Sheffield(2007)는 공학이 영재 학생들의 내적 구성물이어야 하는 이유를 세 가지로 제시하고 있다. 첫째, 공학

은 10대들의 삶의 연속적 일부이므로 영재들은 일상의 삶 속에 공학을 균일하게 통합할 수 있다. 따라서 공학의

존재와 공학에 대한 학생의 관심을 무시하는 것은 과실에 해당한다. 둘째, 교육자들은 미래 공학의 세계에 대해

학생들을 준비시켜야 할 필요가 있다. 미래에 도래할 혁신에 대비하여 교육자들은 학생들이 더 높은 수준의 사

고와 협력을 발달시키는 방법으로 공학을 사용할 수 있게 해야 하며, 이는 21세기를 살아가는데 필요한 핵심 능

력이자 영재교육의 목표이기도 하다. 셋째, 추상적 사고와 급속한 처리를 요하는 오늘날의 공학을 사용할 때, 영

재 학생들은 전형적으로 특별하고 효율적인 기술을 보유하게 된다.

그 동안 영재 학생들의 창의적 잠재성을 촉진하기 위한 많은 교육 프로그램들이 개발되었다(Cho et al., 2004,

Mohamed, 2003). 크게 두 가지로 나뉘는데, 하나는 주제와 상관없이 창의성에 관한 기술적 부분을 가르치는 특

별한 프로그램을 이용해서 직접적으로 창의성이 학습되고 개발될 수 있다는 것이다. 반면, 다른 하나는 창의성

교수는 주제와 밀접하게 관련되기 때문에 교사들은 대응하는 수업 계획을 철저하게 준비해야 한다는 것이다

(Jerwan, 2002). 이러한 두 가지 접근에 대한 학계의 의견은 분분하지만, 영재 교육 프로그램 개발에서 내용적

측면과 창의적으로 접근하는 기술적 부분 두 가지가 주요 초점이 되어야 함을 알 수 있다.

이외에도 El-Demerdash & Kortenkamp(2009)는 비록 기하교육에 국한된 것이긴 하지만, 구체적인 영재 심화

프로그램 개발의 원칙을 다음과 같이 제안하였다.

(1) 활동은 창조적인 방법으로 DGS를 사용해서 몇몇 수학적 아이디어를 탐구할 기회를 학생들에게 제공해

야 한다.

(2) 활동은 탐색과 초기 아이디어의 정교화를 통해 수학적 아이디어를 재개발할 기회를 학생들에게 제공해

야 한다.

(3) 교수 활동을 가르치는 것은 van Hiele의 기하 개념 학습 단계를 따라야한다: 정보(Information), 안내된

배향(guided orientation), 설명(explication), 자유 배향(free orientation), 통합(Integration)

(4) 활동은 동기를 유지할 목적으로 성공을 경험해야 하므로 학생들의 기술과 부합하는 것이어야 한다.

(5) 영재 심화 활동은 학생들의 사고를 시험하고, 학생들의 성취를 강화하고, 학생들의 기하적 창의성을 개

발할 수 있는 것이어야 한다.

(6) 교수 활동은 학생들의 기하적 창의성과 반응의 측면에서 학생들의 기하적 창의성을 드러내고 학생 사이

의 차이를 보여주는데 효과적으로 설계되어야 한다.

El-Demerdash & Kortenkamp(2009)가 제시한 영재 프로그램 개발의 주요 원칙을 고려하여, 본 연구에서 사

용할 영재 프로그램은 학교 수학에서 다루지 않은 소재의 활용, 탐구 기회 제공, 아이디어 발표의 세 방향으로

개발하고자 한다. 학교 수학에서 다루지 않는 소재의 활용은 기하적 창의성 발휘를 위한 것으로 원칙 5와 관련

된다. 탐구 기회 제공은 원칙 1과 관련된다. 아이디어 발표는 자신의 아이디어를 반성하고 정교화하여 개선하는

기회를 제공한다는 측면에서 원칙 2와 관련된다.

2. 일반화에 관한 선행 연구

학교 수학에서 일반화의 성공적인 정착을 위한 많은 노력들이 있어 왔다(Bills, Ainley & Wilson, 2006; Lee,
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1996; Stacey & McGregor, 2001). ‘학생들에게 성공적인 일반화를 안내하기 위해서는 어떻게 해야 하는가?’라는

물음을 필두로 수학교육 연구자들은 문제를 보다 세분화하여 접근할 필요성을 느꼈으며, 다음의 세 가지 방향에

초점을 둔 연구가 진행되어 왔다.

첫째, 일반화의 유형을 분류하기 위한 연구이다. 이것은 여러 종류의 일반화가 있다는 자각에서 비롯된 것이

며, 일반화 연구의 이론적 기초를 다지기 위한 것이다. 둘째, 학생들의 오류에 대한 분석을 포함하여, 학생들의

일반화에 대한 다양한 접근을 연구하는 것이다. 이것은 일반화에 대한 교수학적 논의의 기초를 다지기 위한 것

이다. 셋째, 일반화를 위한 교육 방법을 제시하고, 이 방법의 효율성을 탐구하는 것이다(강정기, 2013).

일반화의 유형 분류에 관한 연구는 경험적, 구조적 일반화로 분류한 Bills & Rowland(1999)의 연구와 경험적

이론적 일반화로 분류한 Davydov(1990)의 연구가 대표적이다. 이외에도 Radford(2003)는 사실적, 맥락적, 상징적

일반화로, Harel & Tall(1989)은 확장적, 재구성적, 분리적 일반화로 구분하기도 하였다.

학생들의 일반화에 대한 다양한 접근을 연구한 것으로는 Starcey(1989), Orton & Orton(1999), 최병훈·방정숙

(2012), 유미경·류성림(2013)의 연구를 들 수 있다. Starcey(1989)는 9세에서 13세까지의 대다수 학생들이 정비례

가 아닌 선형패턴을 일반화할 때, 잘못된 정비례 방법을 사용하고 있음을 보고하였다. Orton & Orton(1999)은

10세에서 13세까지의 학생들이 함수적 방법보다 재귀적 방법을 선호하며, 이 접근에 초점을 맞추어 문제를 해결

하는 경향이 있음을 보고한바 있다. 최병훈·방정숙(2012)은 초등학교 4, 5, 6학년 영재학급 학생의 패턴 일반화에

대한 해결 전략을 비교 분석한 결과, 일반화를 시작하는 단계에서 학생들은 패턴의 앞 뒤 수를 이용하여 문제를

해결하는 순환적인 관계인식 전략 사용이 많았으며, 일반화를 형성하는 단계에서 학생들은 학년이 높아질수록

주어진 정보로 규칙이나 식을 만들어 해결하려는 상황적 인식 전략 사용이 증가함을 보고하였다. 또한 유미경·

류성림(2013)은 초등수학영재와 일반학생 사이의 대수 패턴 일반화 방법을 비교하였으며, 두 집단 모두에서 대

수적 조작과 관련된 규칙을 식으로 정확하게 나타내는 기술적 부분에서의 오류가 가장 많이 나타났음을 보고한

바 있다.

일반화를 돕기 위한 교육 방법에 대한 연구로 Ainley, Bills & Wilson(2005)과 Zazkis, Liljedahl &

Cheronoff(2007), 이헌수·이광호(2012)의 연구를 들 수 있다. Ainley, Bills & Wilson(2005)은 일반화를 발달시키

고 그것을 수학적 용어로 표현하기 위해 Spreadsheet를 이용할 것을 제안하였다. Zazkis, Liljedahl &

Cheronoff(2007)는 패턴을 인식해야 하는 일반화 문제의 성공을 돕기 위해서 큰 수를 활용할 것을 제안하였다.

이헌수·이광호(2012)는 GSP가 기하학적 원리와 개념을 직관적으로 이해하고 다양한 사례를 검증함으로써 내분

삼각형 넓이의 일반화에 도움이 될 수 있다고 주장하였다.

이상에서 일반화와 관련한 연구를 살펴보았는데, 크게 세 방향에 초점을 둔 연구가 진행되어 왔다. 본 연구에

서는 이들 중 이헌수·이광호(2012)의 연구 결과에 주목하여 중학교 학생을 대상으로 대수적 패턴이 아닌 기하

소재에 대한 일반화의 교육 방법을 다루어보고자 한다.

3. 국내 수학영재교육의 현황

국내 영재교육기관은 크게 3가지로 구분된다. 교육감 관할의 영재학급, 교육청·대학에서 운영하는 영재교육원,

고교생 이상에게 영재교육을 실시하는 기관으로 정부에서 운영하는 영재학교가 있다.

영재학급은 초·중·고 각 급 학교에서 운영되는 영재반을 말하며 지리적으로 영재교육원에 갈 수 없는 중소도

시 및 농어촌 지역의 학생들에게 영재교육의 기회를 제공하고, 영재를 발굴하는데 중점을 두고 있다. 보통 1주일

에 2-4시간 정도로 운영하고, 학급당 학생 수는 20명 이내로 선발한다. 영재교육원은 대학, 시도 및 지역교육청,

정부출연 연구기관, 공익법인 등에서 설치, 운영이 가능하다. 영재교육원은 학교 수업시간 중에도 학교장의 허가

를 얻어 교육을 받을 수 있도록 하며, ‘시간제(pull-out)'형태로도 운영이 가능하도록 되어 있다. 연간 수업시간은
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교육청별로 다양하며 70-150시간이다. 영재학교는 전문분야 영재를 대상으로 전일제로 운영하는 학교를 말한다.

가장 뛰어난 잠재능력을 가진 영재를 대상으로 하며 고등학교 급에서 운영되고 있다. 가장 대표적인 영재학교는

한국 과학영재학교로 2003년부터 운영되고 있다(장한나라, 2013).

시도별 영재교육기관수 통계를 보면 2010년에 총 1,840개, 2011년에 총 2,586개, 2012년에 2,868개, 2013년에

3,011개, 2014년 2,920개가 운영되고 있다(영재교육종합데이터베이스, 2015). 영재교육기관수는 지속적으로 증가하

는 추세에 있다가 2014년부터 주춤한 추세다.

2014년의 영재교육기관 유형별 현황을 살펴보면, 영재학급이 2,545개로 가장 많이 운영되었으며, 교육청 영재

교육원이 278개, 대학부설 영재교육원이 71개, 영재학교는 26개였다. 따라서 영재교육 대상자에서도 영재학급 학

생들이 60.4%로 가장 높은 비율을 차지하고 있다(영재교육종합데이터베이스, 2015).

[그림 Ⅱ-1] 영재교육 기관 유형별 영재교육 대상자 비율

그런데 수학 분야를 대상으로 한 국내저널1)의 영재에 관한 연구를 초·중·고 학교급 별, 영재교육 기관 유형별

로 구분한 결과는 <표 Ⅱ-1>과 같다. 영재학급을 대상으로 한 연구는 고작 9.7%에 불과하다. 대다수의 연구는

교육청 영재교육원과 대학부설 영재교육원의 학생들에게 집중되어 있었다. 이는 엄격한 선발의 과정을 거친 교

육청 영재교육원과 대학부설 영재교육원의 학생들이 ‘영재’라고 보는 시각 때문인 것으로 분석된다. 그러나 국내

영재교육 기관 중 영재학급이 차지하는 비율이 월등이 높은 것이 현실이다. 이러한 현실을 감안할 때, 영재교육

의 활성화를 위해서는 영재학급을 대상으로 한 다양한 연구가 진행될 필요가 있다. 더욱이 소수의 영재학급 연

구 역시 초등학교에 국한되어 있으며, 중학교나 고등학교에서의 연구는 드물다. 이에 본 연구에서는 중학교 영재

학급을 대상으로 한 연구를 시도하며, 본 연구에서의 ‘영재’는 곧 각 학교에서 운영되는 영재학급의 학생으로 제

한하여 다루고자 한다.

1) 여기서 조사된 국내저널은 「영재교육진흥법」이 시행된 2002년부터 발간된 수학교육, 수학교육논문집, 영재교육연구, 수학

교육학연구, East Asian, mathematical journal, 초등수학교육, 한국초등수학교육학회지, 학교수학, 한국학교수학회논문집, 한

국수학사학회지, 한국콘텐츠학회논문지, 한국산업정보학회논문지의 논문을 말한다.



강 정 기28

초등학교 중학교 고등학교

도수 비율(%) 도수 비율(%) 도수 비율(%)

영재학급 16 9.1 1 0.6 0 0

교육청 영재교육원 45 25.7 18 10.3 2 1.1

대학부설 영재교육원 63 36 18 10.3 0 0

영재학교 0 0 0 0 12 6.9

<표 Ⅱ-1> 국내 수학영재에 관한 연구 동향2)

Ⅲ. 연구 방법 및 절차

1. 연구 대상

연구 대상은 창원시에 소재하는 N중학교 2학년 수학 영재학급 학생 13명(남 5명, 여 8명)이다. 영재학급은 선

발 자체가 학교 범위 내에서 이루어졌으므로, 대학 부설 영재원 및 교육지원청 영재원 학생들보다 수학 학업 성

취도가 낮은 편이다. 그렇지만 이들은 1단계 서류전형, 2단계 경남교육청에서 개발한 영재성 검사와 면접을 거쳐

선발된 대상이다. 이들의 2014년 2학기 수학 성적의 평균은 91.35점으로 학년 평균 64.3점에 비해 높은 편이다.3)

학교 성적이 우수한 만큼 수학에 대한 높은 관심과 자신감을 지니고 있었다. 더욱이 N중학교 영재 선발 과정에

서 면담을 거쳐 수학적 의사소통 능력을 검정했던 만큼 자신의 의사를 적극적으로 표현하는 능력을 갖춘 학생

들이다. 다시 말해, 이들은 본 연구에서 의도하는 단위 학교에서의 엄격한 심사를 거쳐 선발된 영재학급의 일원

인 것이다.

이들은 GSP 사용 경험은 있지만, 일반화 경험은 부족한 학생들이다. 학생들은 영재학급 개설 이후 100시간

이상의 영재 수업을 받았으며, 특히 GSP 작도에 관한 교육 프로그램을 이수하여 GSP의 사용 경험을 갖춘 대상

이었다. 하지만 일반화 수업은 정규 교육과정에서 접하기 어려우며, 영재학급 프로그램에 포함되어 있지 않았다.

다시 말해, 연구 대상자는 일반화의 경험이 부족한 학생들에 해당한다.

하나의 수학 영재학급을 대상으로 한다는 점에서 전국의 수학 영재학급으로 일반화하는 데 제한점이 있다.

그럼에도 수학 영재학급 수업 운영에 있어 구체적 사례를 제시하고, 그 교육적 시사점을 제공한다는 점에서 향

후 이와 관련한 연구를 위한 발판이 될 수 있을 것으로 본다.

2. 영재학급 수업 프로그램 개발 및 수업 절차

본 연구에서는 GSP의 이점을 극대화하기 위하여, 두 가지 과제 선정의 원칙을 설정하였다. 첫째, 역동적 기

2) 학교급 별 또는 영재교육 기관 유형별 구분이 어려운 연구는 제외하였다. 예컨대, 수학 영재 교육의 현실화 방안에 대한 연

구(김종수·오후진, 2002)는 학교급 별 구분 뿐 아니라, 영재교육 기관 유형별 구분이 어려운 관계로, 스키마와 스키마 사이

의 간격이 초등학교 3학년 영재아의 수학의 관계적 이해에 미치는 영향(이상덕·김화수, 2003)은 학교급은 초등으로 분류되

지만, 사립 기관의 영재아를 대상으로 하였기에 공식적 영재교육 기관의 유형으로 분류하기 어려워 조사에서 제외하였다.

또한 유형이 2가지 이상으로 분류되는 경우에는 복수로 처리하였다. 예컨대, 초등학교 수학 및 과학 영재와 일반아동의 학

습양식과 성격유형의 차이 연구(김판수·강승희, 2003)는 교육청 영재교육원과 대학부설 영재교육원이 중복되어 초등-교육청

영재교육원, 초등-대학부설 영재교육원 두 가지에 표시하였다.

3) N중학교 2014학년도 2학기 수학 점수의 표준편차는 23.8점이며, 성취도별 분포비율은 A:18.3, B:11.3, C:16.7, D:13.4, E:40.3

이었다.
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유형 1 유형 2

하환경에서 불변성 인식이 가능한 과제이어야 한다. 둘째, 추측을 촉진하기에 적합한 과제이어야 한다. 영재학급

수업에서 GSP를 활용하는 만큼, 그 이점을 적극 활용할 필요가 있다. 문혜령·고상숙(2010)은 GSP의 특징으로

빠르고 정확한 그림, 칠판에 나타낸 특정한 경우를 넘어선 표현, 설정한 가설에 대한 확인, 복잡한 도형을 쉽게

그림, 동적인 칠판으로 사용 등을 제안하였다. 여기서 ‘빠르고 정확한 그림’, ‘복잡한 도형을 쉽게 그림’과 같은

특징은 GSP를 활용하면 어떤 과제에서든 보편적으로 쉽게 얻을 수 있다는 점에 착안하여, 나머지 특징을 부각

하는데 집중하였다. 그 중 특정한 경우를 넘어선 표현과 동적인 칠판으로 사용은 역동적 기하환경에서 불변성이

나타나는 상황으로 해석하였다. 그리고 설정한 가설에 대한 확인은 추측 촉진에 적합한 경우로 해석하였다. 따라

서 ‘불변성이 나타나고 추측 촉진이 용이한 프로그램’이라는 과제 선정의 원칙으로 설정하였다.

이러한 두 가지 과제 선정의 원칙에 따라 기하 정리를 검토하였으며, 최종적으로 ‘Viviani 정리’를 선정하였다.

Viviani 정리는 이탈리아의 수학자 Vincenzo Viviani가 처음으로 제출한 기하학적 정리로 정삼각형 내 부의 한

점에서 각 변에 그은 세 수선의 길이의 합은 일정하다는 정리이다. 따라서 이 정리는 GSP에서 내 부의 한 점을

옮겨 다니는 역동성 속에서 세 수선의 길이의 합이 불변성을 유지하는 수학적 정리이므로 첫 번째 선정 원칙에

적합하다. 또한 정삼각형과 내부의 한 점이라는 조건은 과도하거나 부족한 조건도 아니기에 추측을 촉진하기에

적절한 문항으로 판단되었다.4)

본 연구는 내부의 한 점을 일반화의 대상으로 삼았다. Viviani 정리는 여러 가지 방향으로의 일반화가 가능하

다. 이를테면, 나머지 요소는 고정한 체 정삼각형을 정다각형으로 일반화가 가능하다. 또한 정삼각형을 고정하고

내부의 한 점을 경계 및 내부로 확장 가능하다. 이 모든 일반화를 4차의 수업에서 성취하기란 쉽지 않기에 본

연구에서는 내부의 한 점만을 일반화의 대상으로 삼았다. 그리하여 다음의 세 가지로 구분된 탐구 대상을 개발

할 수 있었다.

• 내부에서의 Viviani 정리

• 경계에서의 Viviani 정리

• 외부에서의 Viviani 정리

그런데 연구자는 각 경우에 대한 결과를 직접 구해보는 과정에서 ‘외부에서의 Viviani 정리’는 두 가지로 분

류될 수 있음을 확인할 수 있었으며, 이는 <표 Ⅲ-1>와 같다.

<표 Ⅲ-1> 외부에서의 Viviani 정리의 두 유형

4) 추측을 촉진하기에 적절한 문항은 제시된 조건이 과도하지도 부족하지도 않아야 한다. 손홍찬(2011)은 과도한 조건이 제시

된 상황의 경우 다양한 추측이 제기되기 어려운 난점을 지니며, 너무 조건이 주어지지 않은 소박한 상황의 경우 학생들의

사고 활동이 미약함을 지적한바 있다.
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차시 주요 과제

1 내부에서의 Viviani 정리의 결과 추측과 그 증명

2 경계에서의 Viviani 정리의 결과 추측과 그 증명, 외부에서의 Viviani 정리의 결과 추측

3 외부에서의 Viviani 정리의 결과 추측에 대한 증명

4 내부, 경계, 외부에서 Viviani 정리의 일반성 음미

접근 해법

점 D에서 선분 BC에 내린 수선을 제외한 나머지

두 수선의 길이의 합은 경계에서의 Viviani 정리에

의하여 ∆AEF의 높이와 같다. 그런데 (∆AEF의
높이)(∆ABC의 높이)(점 D에서 선분 BC에
내린 수선의 길이)이다. 따라서 세 수선의 길이의 합

은 (∆ABC의 높이)×(점 D에서 선분 BC에
내린 수선의 길이)이다.경계에서의 Viviani 정리 활용

내부에서의 Viviani 정리에 의하여 세 수선의 길이의

합은 ∆AEF의 높이와 같다. 그런데 (∆AEF의 높
이)(∆ABC의 높이)×(점 D에서 선분 BC에
내린 수선의 길이)이다. 따라서 세 수선의 길이의 합

은 (∆ABC의 높이)×(점 D에서 선분 BC에
내린 수선의 길이)이다.

내부에서의 Viviani 정리 활용

두 경우 모두 학생들에게 쉽지 않은 인지적 과제라는 판단 하에 두 유형을 모두 다루기보다, 유형 1만을 다

루기로 결정하였다. 유형 1은 점 D를 지나고 선분 BC와 평행한 직선을 그으면, 경계에서의 Viviani 정리를 활
용한 해결이 가능하다. 또한 점 D에서 선분 BC에 내린 수선을 <표 Ⅲ-2>와 같이 대칭시키면, 내부에서의

Viviani 정리를 활용한 해결이 가능하다. 다시 말해, 외부에서의 Viviani 정리는 앞선 두 경우로 환원하여 해결이

가능하다. 이외에도 삼각형의 넓이 공식을 활용한 해결 등 다양한 접근이 가능하다. 이처럼 외부에서의 Viviani

정리는 유추에 의한 해결 뿐 만 아니라 학생들의 다양한 접근이 예상되는바, 일반화를 위한 탐구 소재로 적합하

다고 생각된다.

<표 Ⅲ-2> 유형 1에 대한 두 가지 접근

이러한 탐구 과정으로부터 설계된 수업의 절차는 <표 Ⅲ-3>과 같다. 먼저, 1차시에서는 내부에서의 Viviani

정리의 결과를 추측하게하고 이를 GSP에서 작도하여 확인하는 과정을 거친다. 다음 이 정리를 증명하는 과정을

거친다. 2차시에서는 경계에서의 Viviani 정리의 결과를 탐구하게 하고 그것을 GSP에서 확인하는 과정을 거친

다. 또한 추측이 제기되면 그것에 대한 증명 기회를 제공한다. 이후 외부에서의 Viviani 정리로 나아간다. 이 경

우 역시 결과를 추측하는 기회를 제공한다. 3차시에서는 외부에서의 Viviani 정리에 대한 추측을 증명하고, 4차

시에서는 내부, 경계, 외부에서 얻은 결과에 대한 음미의 기회를 제공한다. 각 차시는 45분씩 진행되었으며, 각

차시에 해당하는 과제를 반드시 수행하는 것을 원칙으로 하기보다 학생들의 어려움으로 인해 과제 수행이 늦어

질 경우 다음 차시로 넘겨 학생들의 충분한 사고 기회를 제공하는 것을 원칙으로 하였다.

<표 Ⅲ-3> 차시별 주요 과제
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분석 초점 구체적 내용

GSP에 의한 추론에서 나타나는 특징

⦁ GSP에 의한 추측의 변화 과정
⦁ 추측의 변화에 대한 패턴 존재 여부
⦁ 제시된 과제와 관련한 추측의 일관성

추측의 증명 과정에서 나타나는 특징
⦁ 증명이 완성되어 가는 과정
⦁ GSP가 증명에 미치는 긍정적 작용과 부작용

학생 사이의 의사소통에서 나타나는 특징
⦁ 문제 해결자와 미해결자 사이의 의사소통의 특징
⦁ 제기된 추측이 타 학생에게 미치는 의사소통의 특징

일반화 경험이 일반성 인식에 미치는

영향의 측면에서 나타나는 특징
⦁ 일반화 경험이 일반성 인식으로 전이되는지의 여부

수업은 대형 전자 칠판이 부착된 N중학교 수학 교과실에서 진행되었으며, 수업은 탐구 및 발표식으로 진행되

었다. 학생들에 의해 제기된 추측의 간단한 확인에서만 연구자가 GSP를 주도하고, 그 이외의 활동에서는 학생

들에게 GSP 사용 기회를 제공함으로써, 학생 중심 수업을 구현하고자 하였다. 즉, 학습의 주체는 곧 학생이라는

관점에서 GSP 프로그램의 사용 역시 학생들에게 일임하고자 하였다(김진호, 2012; 정찬식·노은환, 2014).

3. 자료 분석 및 방법

본 연구는 한 대의 비디오 카메라를 이용하여 전체적인 녹화 방식으로 수업 자료를 녹취하였다. 또한 각 과

정에 대한 주요 사항은 필드 노트에 기록하는 방식을 취하여 비디오 녹화 외의 수집을 병행하였다. 이러한 두

가지 자료 수집을 통해 수집된 자료는 질적 방법으로 분석되었다.

수집된 자료는 과제별, 특질별로 수업 장면을 구분하는 작업과 각 사례별 핵심 주제 추출이라는 분석이 이루

어졌다. 수업은 하나의 연속적 과정이지만 연속적 시각에서 볼 때 수업을 분석하기는 쉽지 않다. 따라서 전체적

수업을 수행한 과제별로 구분하고, 또 각 과제를 수행하면서 빚어지는 특징별로 나누는 구분 작업을 거쳤다. 이

러한 두 가지 구분을 통해 각 사례별 핵심 주제를 도출하였다. 그리고 도출한 핵심 주제별로 근거를 확보하는

과정이 이루어졌으며, 이 과정에서 근거가 부족한 주제는 탈락시키는 방식을 통해 핵심 주제 도출의 타당성을

확보하고자 하였다.

학생 반응에 대한 분석의 주요 초점은 네 가지이며, 구체적인 분석 틀은 <표 Ⅲ-4>와 같다. GSP는 학생들의

추론에 대한 즉각적인 피드백을 제공하여 새로운 수학적 사실의 발견을 돕는 추론의 도구이다. 여기서 제기된

추론은 수학적 증명을 통해서 정당화될 수 있다. 이처럼 추론 제기와 증명은 GSP를 활용한 수업의 주요 활동이

므로, 이 두 활동에서 나타나는 학생 반응을 주의 깊게 관찰할 필요가 있다. 또한 수업에서 학생들 간 양방향 의

사소통의 중요성이 날로 강조되는바(장혜원, 2015), 문제 해결자와 미해결자 사이의 의사소통, 추측 제기자와 미

제기자 사이의 의사소통에서 나타나는 특징을 파악하고자 한다. 마지막으로 일반화가 주제인 만큼 일반화 수업

경험이 일반성 인식에 미치는 영향을 조사해 보고자 한다.

<표 Ⅲ-4> 학생 반응 분석 틀

Ⅵ. 연구 결과

학생 반응은 GSP에 의한 추론, 추측의 증명 과정, 학생 간 의사소통, 일반화 경험이 일반성 인식에 미치는

영향의 네 측면에서 나타난 특징을 핵심 항목으로 정리하였다. 구체적으로 추론의 측면에서 ‘GSP에 의한 추측
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조정과 패턴 확인’, ‘주제 이탈’, 증명의 측면에서 ‘GSP 확인이 증명이라는 오개념과 극복’, ‘미완의 추측에 의한

증명 완성’, 의사소통 측면에서 ‘인지적 격차’, 일반화 경험이 일반성 이해에 미치는 영향 측면에서 ‘일반화와 일

반성 이해 사이의 괴리’라는 핵심 항목을 추출하였다.

1. GSP에 의한 추측 조정과 패턴 확인

학생들은 GSP를 이용하여 추측을 조정하였다. 첫 번째 추측은 ‘세 수선의 길이의 합은 한 변의 길이와 같다’

는 것이었다. GSP에서의 확인을 통해 그것은 ‘세 수선의 길이의 합은 정삼각형의 높이와 같다’는 것으로 수정되

었다.

[그림 Ⅳ-1] 내부의 점에서 그은 세 수선의 길이 합에 대한 추측의 조정

경계에서도 학생들은 GSP를 이용하여 추측을 조정하였는데, 그 패턴은 이전과 동일하였다. ‘두 수선의 길이

의 합은 변의 길이와 같다’는 첫 번째 추측은 GSP에서의 확인을 통해 ‘두 수선의 길이의 합은 정삼각형의 높이

와 같다’는 것으로 수정되었다.

주목할 점은 내부와 경계 각각의 추측과 조정 과정이 동일하다는 것이며, 이는 학생들의 추측에 일종의 패턴

이 존재함을 보여준다. 학생들의 초점은 도형 표현에서 외적으로 드러난 ‘삼각형의 변’에서, 긋지 않으면 나타나

지 않는 ‘삼각형의 높이’로 옮겨갔다. 다시 말해, 학생들의 추측은 외적으로 드러난 특징에서 숨겨진 특징으로 옮

겨가는 패턴을 지니고 있었다.

[그림 Ⅳ-2] 경계에서 그은 두 수선의 길이 합에 대한 추측의 조정

외부에서 그은 세 수선의 길이의 합에 대한 추측 역시도 GSP 확인에 의한 조정이 이루어졌다. 첫 번째 추측
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은 한 변의 길이로, 두 번째 추측은 높이로, 세 번째 추측은 CD의 길이로, 네 번째 추측은 DADB로 조정
되었다. 외부에서도 초반의 두 추측은 내부 및 경계에서와 동일한 패턴을 지니고 있었다.

[그림 Ⅳ-3] 경계에서 세 수선의 길이 합에 대한 추측의 조정

적합한 추측이 쉽지 않자 연구자는 외부에서 그은 세 수선의 길이 합은 변화하는 것임을 인식시켜 주었다.

그러자 학생들은 변화하는 것과 동일한 값을 가지는 대상이 있을 수 있는지를 의심하였다. 다시 말해, 세 수선의

길이의 합이 위치에 따라 변한다면 같은 값을 가지는 대상이 존재할 수 없다고 생각하였다. 존재성에 대한 의구

심은 학생들의 추측 개선을 저해하였기에, 연구자는 학생들에게 DE와 AH를 자연수인 수치로 변화시켜주면서
이 부분에 초점을 맞출 것을 권고하였다. 이러한 권고는 학생들의 활발한 추측을 유도하였으며, DE의 값을 변
화시키는 실험 과정에서 패턴을 발견하고 적합한 추측을 제기하는데 성공할 수 있었다.

[그림 Ⅳ-4] DE와 AH를 자연수인 수치로의 변화

학생A: 이번에도 높이랑 같은 것 아닐까?

학생B: HA가 8이라고 나와 있잖아!
학생C: 혹시 둘레의 반?

연구자: (GSP에서 둘레의 반을 측정해 봄)

학생F: 저기를 1로 해 보면 어떻게 되지? 선생님 저기 DE를 1로 만들어 주세요.
연구자: (GSP에서 DE를 1로 만듦)
학생들: 어! 2차이 나네!

학생A: 선생님! 학생F가 맞췄어요.

연구자: 학생F! 이야기 해 줄 수 있겠니?
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학생F: 선생님! 저기 DE를 2로 맞춰 주세요.
연구자: (GSP에서 DE를 2로 만듦)
학생A: 학생F! 대단해요.

학생F: 저 잔 머리인데요. DE가 1이었을 때, 수선의 길이의 합이 10이고, DE가 2였을 때는 수선의 길이의 합이 14니까
학생들: 아! 나 뭔지 알 것 같다.

학생F: 세 수선의 길이 합은 ‘DE×높이’가 될 것 같아요.

이상에서 살펴본 바와 같이 학생들은 추측의 정교화를 돕는 도구로 GSP를 활용하였다. Gipson이 제시한 어

포던스(affordance)의 개념에서 그 의의를 살펴볼 수 있다. 어포던스는 ‘좋은 것이든 나쁜 것이든 간에 환경이 동

물에게 공급해 주는 것’이다(방정숙, 2002 재인용). 이 개념에 입각해서 볼 때, GSP는 이전에 가능하지 않았던

기하 추측의 확인을 가능하게 함으로써, 추측을 신속하게 기각하고 개선할 수 있도록 돕는다. 다시 말해, GSP는

기하학을 실험이 가능한 과학으로 변화하게 한다.

또 한 가지 주목해야 할 것은 내부, 경계, 외부에서의 추측 패턴의 동일성이다. 이전의 추측은 다음 추측에서

쉽게 발현되는 특징을 지녔다. 이런 점을 고려할 때, 변화하는 것과 동일한 값을 가지는 대상이 존재하지 않는다

는 인식은 변화하는 값에 대한 추측의 경험 부재로 해석해 볼 수 있다. 따라서 학생들에게 참인 명제의 증명만

을 요구할 것이 아니라, 추측을 시도하게 하는 교육이 제공될 필요가 있다. 왜냐하면 기존에 시도한 추측의 경험

은 보다 다양한 추측으로 나아갈 수 있는 기반이 되기 때문이다.

2. GSP 확인이 증명이라는 오개념과 극복

GSP는 추측의 조정이라는 이점도 있지만 문제점도 지니고 있었다. 연구자는 ‘외부에서 그은 세 수선의 길이

의 합’에 대한 추측의 증명을 요구하였는데, 학생들은 GSP에 의한 확인이 곧 증명이라는 인식을 보였다. 그들은

증명의 필요성을 받아들이는데 거부감을 보였다.

연구자는 GSP 확인과 증명 사이의 차이점을 인식시킬 목적으로 GSP 확인은 DE가 1, 2, 3, 4인 특수 경우에
대한 것이지 일반적이지 못하다는 한계를 지적하였다. 그러나 학생들은 DE가 5인 경우 역시 같은 결과가 나타
날 것이므로 증명이 필요하지 않다고 보았다. GSP 확인 기능을 다른 경우까지 적용하면 일반성의 한계가 극복

가능하다고 믿는 것이다.

일반성에 대한 지적이 증명의 필요성을 인식시키는데 도움이 되지 못한 것은 GSP를 연속적인 변화가 가능한

프로그램으로 보는데 기인한다. 사실 GSP는 디지털 프로그램이므로 연속적 변화를 구현하지 못한다. 변의 길이

가 1에서 2로 변할 때 그 사이의 모든 값을 취하는 것은 불가능하다. 단지 1.01, 1.02, 1.03 … 등의 작은 값을 취

하면서 변하므로 연속적으로 보일 뿐이다. 학생들은 GSP의 드래깅으로 인한 작은 값에서의 이산적 변화를 연속

적 변화로 인식하며, 결국 일반성이 극복 가능하다고 본 것이다.

이런 경우 GSP가 가진 도구의 제약은 증명의 필요성을 인식하는데 도움이 되었다. 다양한 경우에 대한 GSP

확인 과정에서 드러난 GSP의 결함은 도구의 한계를 인정하게 하였다.

학생I: 선생님. 이번에는 DE를 4로 해 보면 안 돼요?
연구자: 그래 한 번 해 볼까? 누가 나와서 조정해 보겠니?

학생D: 재미있을 것 같은데 제가 한 번 해 볼 게요. (이들이 움직여 보다가 DE가 3으로 맞추었지만 세 수선의 길이의 합
이 16.01이 나타남)

학생A: 와! 저 기계 바보네. 계산을 못하네.
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(중략)

연구자: (학생들이 증명의 필요성을 받아들이지 못하자) 그렇지만 앞에서 DE가 4인 경우에는 계산이 안 맞았잖아. 그건

이 프로그램이 문제가 있다는 말이잖아! 그러니 기계가 내 놓은 결과에 대해 맞는지 틀리는지 아직 모르는 상태지

않니? 그러니 증명이 필요하지 않을까?

학생D: (생각해 보더니) 와! 그걸 또 그렇게 연결시키네요.

[그림 Ⅳ-5] GSP가 가진 도구적 결함

Guin & Trouche(1999)는 도구에 대한 이해 과정에서 도구가 갖는 제약을 내부적 제약(internal constraints),

명령어상의 제약(command constraints), 구조적 제약(organization constraints)의 세 종류로 구분한다. 도구가

‘본질적으로 무엇을 할 수 있는가?’는 내부적 제약, ‘사용 가능한 명령어로 무엇이 있는가?’는 명령어상의 제약,

‘사용 가능한 명령어는 어떻게 배치되어 있는가?’는 구조적 제약과 관련된다. [그림 Ⅳ-5]의 결함은 ‘내부적 제약’

에 해당한다.

GSP가 가진 내부적 제약은 도구를 의심하게 하며, 증명의 필요성을 인정하는 계기가 되었다. 도구는 결함이

발견되지 않을 경우에 신뢰할 수 있는 수단이 된다. 만약 계산기의 계산 결과가 때때로 오류를 나타낸다면, 그

계산기는 믿을 수 없게 된다. GSP 역시 결함이 드러난다면 의심스러운 대상으로 변모할 수 있다. 따라서 GSP

가 가진 내부적 제약은 도구에 대한 신뢰를 깨뜨려 증명을 허용하는 기회가 된 것이다.

3. 주제 이탈과 인지적 격차

영재학급 학생들은 탐구과정에서 제시된 과제와 무관한 새로운 사실을 발견하는 주제 이탈의 모습을 보였다.

그들이 발견한 것은 [그림 Ⅳ-6]의 외부의 한 점 D에서 그은 두 수선이  AB 5)와 만나는 교점을 각각 Q , P라
고 할 때, ∆DPQ가 이등변삼각형이라는 사실이다. 학생들은 GSP에서 DP , DQ의 길이를 측정하여 자신들의
추측을 확인해 보았다. 이 추측은 주어진 과제와 직접적 관련성이 적은 주제였다. 그렇지만 연구자는 이러한 추

측 역시 새로운 탐구의 대상이 될 수 있다고 판단하여, 추측에 대한 증명을 요구하였다.

5) 최초의 추측에서는 ‘선분 AB ’였으나, D의 위치에 따라 교점이 사라지는 경우가 발생하자 ‘직선 AB ’로 추측을 개선하였다.
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[그림 Ⅳ-6] 두 학생의 새로운 추측 제기와 확인

증명은 점 P, Q가 선분 AB위에 있는 경우부터 선분 AB의 연장선 위에 있는 경우로 확대되어 가면서 완성되

었다.

학생G: (점 P, Q가 선분 AB위에 있는 경우에 대해) 저는 안에 있는 것으로 증명을 했어요. 여기 ∠A랑 ∠B랑 잖아
요. 이게(삼각형 ABC) 정삼각형이니까요. 그리고 여기 ∠BFP  이고 ∠AGQ  이잖아요. 그러니까
∆AGQ랑 ∆BFP가 닮음이 되잖아요. AA 닮음. 그러니까 나머지 한 각 ∠BPF랑 ∠AQG도 같게 되요. 그리고
여기 보면 ∠DPE랑 ∠DQE는 맞꼭지각이니까 같게 되요. 그러니까 이등변삼각형이 되요. 각이 두 개가 같으면

이등변삼각형이 되잖아요.

연구자: 점 D가 움직여 교점이 밖으로 간 것은 어떻게 되지?

학생H: 그것도 똑 같이 하면 되잖아요.

[그림 Ⅳ-7] 점 P, Q가 선분 AB의 연장선 위에 있는 경우에 대한 학생H의 증명6)

이후 질의응답 시간을 가졌는데 증명을 발견한 학생H와 몇몇 학생 간의 인지적 격차를 확인할 수 있었다. 증

명을 발견한 학생H는 자신의 설명을 당연시하였으므로 매우 빠른 속도로 설명을 진행하였고, 듣고 있던 몇몇

학생들은 학생H의 설명을 이해하지 못하였다. 이는 증명을 발견한 사람과 주어진 증명을 이해하는데 급급한 사

6) 정삼각형이므로 빨간색 각이 60°로 같고, 또 한 각은 90°이므로 나머지 연두색 각은 30°로 같음. 따라서 삼각형 DPQ는 이

등변삼각형이 된다는 논리를 그림으로 나타낸 것임.
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람 사이에 존재하는 인지적 격차를 보여준다.

[그림 Ⅳ-8] 질의에 대한 학생H의 설명과 학생들의 토의

연구자: 자! 질문할 사람?

학생H: 이게 질문 할 게 뭐있어요.

(이때 학생K가 옆의 짝인 학생J에게 ‘이게 왜 수선이야?’라고 물어봄)

연구자: 자! 봐라. 너는 너무 쉽다고 말하지만 듣는 학생K는 이해가 안 된다고 하잖아. 이게 바로 설명하는 너와 듣고 이해

해야 하는 사람 사이에 나타날 수 있는 차이야. 좀 더 친절하게 설명해 줄 수는 없을까? 도대체 왜 수선이지? 좀

더 천천히 설명해 줄 수는 없을까?

학생H: (천천히 말하며) 그러니까 이 점(점 D)에 대해 수선 3개를 내리니까 이 선(선분 BC의 연장선)에 대해 내린 거니까

수선이지.

청자는 문제 해결자의 설명을 이해하지 못한 부끄러움을 지니고 있었으며, 문제 해결자는 청자의 인식을 자

신과 동일시하는 경향을 지니고 있었다. 위 대화에서 학생K는 옆의 짝에게 궁금한 점을 물어보았다. 이는 청자

가 갖는 부끄러움에서 비롯된 것이다. 제시된 문제를 해결하지 못했을 뿐만 아니라 문제 해결자의 설명도 이해

하지 못한 부끄러움이 직접적인 질문을 삼가게 한 것이다. 반면, 문제 해결자인 학생H는 빠른 속도로 설명을 이

어갔을 뿐만 아니라, 자신의 설명에 대해 질문할 것이 없다고 말하였다. 이는 다른 학생들 역시 자신처럼 생각할

것이라고 믿었기 때문이었다. 다시 말해, 문제 해결자는 미해결자의 인식을 자신과 동일시하는 경향을 지니고 있

는 것이다. 이처럼 문제 해결자와 청자 사이의 인지적 격차가 존재하는 만큼, 그것을 완화할 수 있는 조치가 필

요하다.

4. 미완의 추측에 의한 증명 완성

비록 완성된 형태는 아니지만 학생F의 추측은 증명을 완성하는 결정적 단서를 제공하였다. 이는 미완의 추측

은 다음 단계로 나아가기 위한 사고 발판을 마련해준다는 점에서 증명 완성의 토대가 될 수 있음을 시사한다.

실제로 새로운 추측은 증명 완성의 토대로서 작용해 왔음을 수학의 역사는 보여준다. 이를테면, 페르마의 마지막

정리에 대한 증명에서 ‘유리수 체 위의 모든 타원 곡선은 모듈러 곡선이다’라고 주장한 ‘시무라-타니야마의 추측’

은 증명 해결의 새로운 열쇠가 되었다(허민, 1999). 학생F가 제안한 추측은 [그림 Ⅳ-9]와 같다.
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점A를 지나면서 선분 BC에 평행

한 선을 긋고, 점 M에서 그 선 위
에 수선을 내려 수선의 발을 W라
고 하면, MWDE이다.

[그림 Ⅳ-9] 학생F의 추측

학생F: 그래서MW가 DE랑 같게 되면, DGDF 정삼각형ABC의높이MW니까.....아! 잠깐만요.

학생H는 칠판에 나와서 설명하는 과정에서 점 M에서 선분 NC에 내린 수선이 점 E를 통과해야 한다고 생각

했는데, GSP 화면을 보면서 자신의 증명이 잘못된 것임을 이해하였다. 여기서 주목할 한 점은 기하 증명에 사

용된 보조선을 DGE에서 정확히 구현할 수 있으므로 추론의 잘못된 점을 쉽게 인지할 수 있다는 것이다. 지필환

경에서 M에서 선분 NC에 내린 수선은 점 E를 통과한다고 믿었는데, DGE에서 정확한 구현은 자신들의 추론을

쉽게 기각하게 만든 것이다. 이는 기하 증명에서 GSP가 갖는 역할을 보여준다. 다시 말해, GSP는 추론 자체의

주요 아이디어 생성을 돕는 것은 아니지만, 추론에 사용된 보조선의 특성을 쉽게 확인할 수 있게 함으로써 추론

이 갖는 오류를 파악하게 하는 기능을 지니고 있다.

학생들은 학생F가 제안한 추측을 GSP에서 측정의 기능을 활용하여 확인해 볼 것을 요구하였으며, 확인 후

놀라움을 표시하였다. 이후 학생들은 자연스럽게 증명에 몰입하기 시작했으며, 마침내 학생L이 이미 제안된 두

가지 사실을 연결하여 증명을 완성 짓기 시작하였다.

학생L: 제가 한 번 해 볼게요. MW랑 DE랑 같잖아요. DGDF 정삼각형ABC의높이MW잖아요 (그리고는 뒷
말을 얼버무림)

학생D: 마무리를 지어봐!

학생L: (생각하다가) 자! 보세요. 증명하는 것은 DGDFDE 정삼각형ABC의높이MW인데, 이거는
DGDF 정삼각형ABC의 높이MW이랑 같잖아요. 그러니까 DGDF 정삼각형ABC의높이MW
을 증명하면 증명이 되는 거잖아요. 그런데 앞에서 경계에서 그은 수선 두 개의 길이도 높이랑 같다고 했으니까 삼

각형 MNC의 높이는 정삼각형ABC의높이MW니까 증명 되었잖아요.

이후 연구자는 다시 학생F의 추측을 증명할 것을 요구하였으며, 학생L은 정삼각형의 높이가 같다는 사실을

이용하여 이를 증명하였다. 즉, 정삼각형 MNC의 높이는 어떤 꼭짓점에서 그어도 길이는 동일하며, 동시에 정삼
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각형 ABC의 높이 역시 어떤 꼭짓점에서 그어도 길이는 동일하니 그 두 높이의 차이인MW와 DE 역시 같다

는 논지를 펼쳤다.

학생F의 추측은 반성적 의사소통을 유발하였으며, 증명에 대한 활발한 탐구를 고취시켰다. 학생F가 제기한

추측은 학생L에 의해 정당화되었는데, 이들의 의사소통은 더 깊은 탐구를 유도했다는 점에서 반성적 의사소통7)

에 해당한다. 반성적 의사소통은 증명에 대한 활발한 탐구를 고취시켰는데, 그 이유는 학생F의 추측이 증명의

어려움을 완화하는 역할을 수행했기 때문이다. 무지 상태에서 증명을 완성하는 과정 사이에 존재하는 격차는 새

로운 추측의 개입으로 2단계로 분할하여 접근하는 것이 가능하게 되었다. 기존의 어려움은 그것보다 작은 두 가

지 어려움으로 분할된 것이다.

이는 아이디어가 미숙할지라도 그것이 발표되고 나면 기존의 어려움을 완화할 수 있음을 보여준다. 따라서

도전적 과제일수록 현재의 생각을 가감 없이 솔직하게 발표하는 용기를 북돋아 주는 노력이 요구된다. 다시 말

해, 학생의 사고를 독려하고 그것을 과감하게 발표하도록 돕는 지도적 의사소통이 필요하다.

[그림 Ⅳ-10] 원 상태의 격차와 새로운 추측이 가세된 상태의 격차

5. 일반화와 일반성 이해 사이의 괴리

일반화 경험에도 불구하고 일반화된 결과에 내재한 일반성 인식에 실패한 경우를 확인할 수 있었다. 대표적

인 사례로 아래 대화를 들 수 있다. 일반성을 묻는 질문에 대한 학생K의 반응은 일반성 인식이 결여되어 있음

을 보여준다. 사실 내부의 점에서 그은 세 수선의 길이의 합이 동일한 것은 이들이 어떤 위치에 있어도 고정된

값인 높이와 같기 때문이다. 학생K는 적합한 이유 제시에 실패하였으며. 이는 일반화의 경험과 별도로 일반성

이해를 다룰 필요가 있음을 시사한다.

연구자: 내부에 있을 때, 왜 내부의 점이 돌아다녀도 세 수선의 길이 합은 변하지 않는 것일까?

학생K: 길이가 같으니까

영재학급 학생들은 외부에서의 결과에 대해서도 일반성 인식이 결여된 모습을 보여주었다. 다음의 물음에 대

7) Brendefur & Frykholm(2000)은 교실 의사소통 유형을 일방향 의사소통, 기여적 의사소통, 반성적 의사소통, 지도적 의사소

통 네 가지로 구분하였다. 일방향 의사소통은 화자인 교사가 청자인 학생에게 강의식으로 토론을 주도하는 상황이며, 학생

들이 전략이나 아이디어를 의사소통할 기회가 거의 허용되지 않는 경우를 말한다. 기여적 의사소통은 학생 간, 교사와 학

생간 상호작용에서 도움이나 공유에 국한되어 있어 심도 있는 사고를 전제로 하지 않는 특징이 있다. 반성적 의사소통은

더 깊은 탐구를 위한 발판 역할을 하는 수학적 대화를 말한다. 지도적 의사소통은 학생의 수학을 발생, 유지, 독려, 수정하

기 위해 교사가 제기하는 상황을 강조하는 유형이다(장혜원, 2015 재인용).
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한 학생 반응은 일반성 이해는 일반화의 경험과 대별되는 또 다른 인지적 과제임을 보여준다.

[그림 Ⅳ-11] 일반성 인식 확인을 위해 제안된 과제

연구자: 여기서 점 X에서 점 Y로 이렇게 이동하게 되면 Y에서의 세 수선의 길이의 합은 X에서의 세 수선의 길이의 합에

비해 얼마가 더 커지게 될까?

학생B: 7요.

연구자: 왜?

학생B: 4+3요.

학생C: 14요.

연구자: 왜?

학생C: 4+3을 해서 두 배했어요. 그러니까 7만큼 늘어났으니까 두 배하니까 14 아니에요?

학생F: 12 아닌가요?

연구자: 왜?

학생F: 5 더하기 4 더하기 3하면 12잖아요.

연구자: 왜 그렇게 되지?

학생F: 그러니까 증가한 만큼 증가할 것이니까 그럴 것 아니에요.

영재학급 학생들은 자신들이 발견한 일반화의 결과를 활용하는데 실패하였다. X에서의 세 수선의 길이의 합

은 ‘∆ABC의높이×점X에서 선분BC 사이의거리 ’이며, Y에서의 세 수선의 길이의 합은

‘∆ABC의높이× 점X에서 선분BC 사이의거리 ’이므로 6만큼 늘어난다. 그러나 학생들은 7, 14,
12와 같은 오답을 제시했다. 더군다나 그들이 제시한 이유는 4+3, 2(4+3), 5+4+3와 같이 자신들이 발견한 일반화

의 결과를 전혀 적용하지 못한 것이었다. 이는 일반성 인식은 일반화와는 또 다른 인지적 과제라는 점을 분명히

보여준다.

Ⅴ. 결론

본 연구는 중학교 2학년 수학 영재학급 학생 13명을 대상으로 GSP를 활용한 일반화 수업을 설계하고 실행해

봄으로써, GSP를 활용한 일반화 수업의 실제를 파악하였으며 이로부터 GSP를 활용한 일반화 수업에 대한 몇

가지 교육적 시사점을 얻고자 하였다. 본 연구의 결과로부터 중학교 수학 영재학급에서 GSP를 활용한 일반화

수업 진행을 위한 결론과 시사점은 두 가지로 구분할 수 있다. 하나는 기존 연구의 결과와 부합하는 보편적 결

론이며, 다른 하나는 본 연구의 독창적 결론이다.
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보편적 결론으로, GSP는 실험과 조작이 가능한 기하 학습 환경이라는 잠재성을 보유하고 있지만, 동시에

GSP에서의 확인이 곧 증명이 될 수 있다는 오개념으로 연결되는 위험성을 지니고 있었다. 이는 증명 학습에서

역동적 기하 소프트웨어의 사용이 오히려 연역적 증명의 역할이나 필요성을 약화시키는 결과를 초래할 수 있다

는 Chazan(1993)과 Hadas, Hershkowitz & Schwarz(2000)와 신유경 외(2008)의 연구와 일맥상통하다. 특히

Hadas, Hershkowitz & Schwarz(2000)에 의하면, 많은 기하 문제에서 학생들은 추측의 타당성이 DGE에서의 활

동에 의해 보장되는 반면, 연역적 설명은 이에 대한 확신을 강화하지 못한다고 느낀다. 다만 본 연구에서는

DGE 활용의 위험성이 비단 일반학생에게 그치지 않고 영재학급 학생에게까지 폭넓게 나타날 수 있음을 확인한

것이 특징적이다.

다음 독창적 결론에 해당하는 것으로 첫째, 연역적 증명의 필요성을 약화시키는 GSP의 단점을 극복하기 위

한 대안의 하나로 도구의 제약을 영재학급 수업에서 활용할 것을 제안한다. GSP는 소수 둘째 자리까지의 측정

과 계산을 수행하는 프로그램이므로 제기된 추측에 대한 확인 과정에서 0.01의 오차가 발생 가능한 제약을 지닌

다. 따라서 이러한 제약을 통해 GSP에서의 정당화와 연역적 증명 사이의 차이점을 부각시킬 필요가 있으며, 이

는 곧 GSP에서의 정당화가 갖는 한계와 연역적 증명의 필요성 인식에 도움이 될 수 있을 것이다.

둘째, 영재학급 수업에서 주제를 이탈한 새로운 사실의 발견이 이루어졌을 때, 이것 역시 탐구의 대상에 포함

시키는 노력이 필요하다. 수업 대상이 영재학급 학생인 점을 감안할 때, 수업자가 설계해놓은 대로만 수업이 진

행되는 것은 아니므로 주제를 이탈한 경우에 대한 적절한 대비가 요구된다. 김유경·방정숙(2012)에 의하면 연결

성을 강조한 수업에서 교사가 예상치 못한 답변이 나타난 경우 교사는 학생들과 함께 연결성을 탐구해 나가는

것을 포기하고 일방적인 설명으로 대신하였으며, 이는 수학적 연결 수업을 구현에 있어 빚어지는 하나의 난관이

라고 지적하기도 하였다. 본 연구의 일반화 수업에서도 예상치 못한 발견이 이루어졌으며, 연구자는 이러한 탐구

를 격려하였다. 특히 연구자가 생각지 못한 것임을 솔직하게 밝힘으로써, 영재학급 학생들의 탐구 행위를 강화하

고자 하였다. 이는 탐구를 지향하는 본 수업의 애초 취지와 일치하는 것이라는 판단 하에 이루어진 것이다.

셋째, 미완의 추측이 아이디어 발전의 촉매재로 작용할 수 있음을 숙지하고 이를 영재학급 학생들에게 전달

하려는 노력이 필요하다. 전술하였듯, ‘시무라-타니야마의 추측’은 페르마의 마지막 정리를 완성하는 토대가 되

었다. 이러한 일은 비단 수학 역사 속에서만 이루어지는 것이 아니라, 영재학급 수업 중에도 발생 가능하다. 영

재학급 수업에서 이와 같은 현상을 유도하기 위해서는 결과보다 추측이 개선되어 가는 과정에 주목하는 것이

필요하다. 또한 이 현상으로부터 영재학급 학생들에게 교훈을 주기 위해서는 미완의 추측에서부터 증명이 완성

되어 가는 과정 전체를 되짚어주는 노력이 요구된다.

넷째, 소수의 영재학급 학생 사이에도 격차가 존재하는 만큼, 이를 완화할 수 있는 노력이 요구된다. 발견자

는 자신의 아이디어를 당연하다고 여긴다. 따라서 발견자가 자신의 아이디어를 발표할 때, 청자의 입장을 고려하

지 않고 발표에 임하는 현상이 발생한다. 이러한 현상은 영재학급 속에서 소외받는 학생을 낳을 우려를 낳으며,

이를 예방하기 위한 노력이 요구된다. 구체적으로 발견자와 청자 간 입장 차이에 대한 설명이 좋은 방법이 될

수 있을 것으로 본다. 이는 발견자에게 상세한 설명을 유도하고, 청자에게 궁금한 점을 묻게 하는 용기를 제공할

것이다.

다섯째, 영재학급 학생에게 조차 일반화와 일반성 이해 사이의 괴리가 확인된 만큼, 일반화 수업의 말미에 일

반성 이해의 기회를 제공할 필요가 있다. 일반화를 성공적으로 수행했다고 해서, 그것이 곧 일반성 이해로 연결

될 것이라고 기대하는 것은 영재학급 학생에게도 무리였다. 따라서 영재학급 학생일지라도 일반성에 대한 이해

를 돕는 과제가 제공될 필요가 있다. 예컨대, 본 연구에서 제안한 [그림 Ⅳ-11]이 적합한 과제 중의 하나라고 생

각된다.
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- Focused on Viviani theorem -
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This study is aimed to implement a preferred generalization classes for gifted students. By designing and applying 
the generalization lesson using GSP, we tried to investigate the characteristics on the class. To do this, we designed a 
lesson on generalization of Viviani theorem and applied to 13 8th grade students in a math gifted class. As results, we 
could extract five subjects as followings; mediating the conjecture by GSP and checking the pattern, misunderstanding 
the confirm by GSP as a proof and its overcoming, digressing from the topic and cognitive gap, completing the proof 
by incomplete conjecture, gap between the generalization and understanding generality. Based on this subjects, we 
discussed the educational implications in order to help implement a preferred generalization classes for gifted students. 

* ZDM Classification : U53

* 2000 Mathematics Subject Classification : 97U50

* Key Words : generalization, gifted students, GSP, Viviani theorem




