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요 약

대부분의 불연속 회귀함수의 커널추정량은 알고 있거나 추정된 불연속점을 기준으로 자료를 분리

하여 각각을 독립적으로 회귀함수를 적합하고 있다. 회귀모형에서 분산함수가 불연속점을 가지고 있

을 때에도 잔차제곱들을 이용하여 위와 같은 불연속 회귀함수의 커널추정법을 활용하고 있다. Kang

등 (2000)은 Müller (1992)의 불연속점과 점프크기 커널추정량을 이용하여 반응변수의 표본을 연속

인 회귀함수로부터 표본인 것처럼 수정하여 불연속 회귀함수를 추정하였다. 본 연구에서는 불연속 분

산함수를 추정하기 위하여 Kang 등 (2000)의 방법을 이용한다. Kang과 Huh (2006)의 분산함수의

불연속점과 점프크기 추정량으로 잔차제곱들을 수정하고, 수정된 잔차제곱들을 이용하여 불연속 분산

함수 커널추정량을 제안할 것이다. 제안된 추정량의 적분제곱오차의 수렴속도를 보여주고 모의실험

을통하여기존의추정량과제안된추정량을비교하고자한다.

주요용어: 분산함수, 불연속점, 잔차, 점프크기, 커널추정량.

1. 서론

분산함수는 회귀함수의 신뢰구간 혹은 가설검정 등의 추론에 이용되어 회귀함수의 추정 정도 (pre-

cision)에 영향을 주는 함수이다. 또한 커널함수를 이용한 비모수적 함수 추정의 띠폭 (bandwidth)의

선택에서도 추정되어져야 하는 함수이다. 그 외의 통계적 방법론이 필요한 영역에서도 분산 혹은 분산

함수는 평균이나 회귀함수와 더불어 추론에 중요한 역할을 하고 있다. Rice (1984), Gasser 등 (1986),

Müller와 Stadtmüller (1987), Hall과 Carroll (1989), Hall등 (1990), Ruppert등 (1997)과 Yu와 Jones

(2004) 등이 회귀모형에서 분산함수의 비모수적 추정을 연구하였다. 이들의 연구는 분산함수가 연속인

경우에이루어진것이다.

회귀함수 등, 함수의 커널추정량의 편의 (bias)의 수렴속도 (rate of convergence)는 일반적으로 그

함수들의 연속의 정도와 관련이 있다는 것은 익히 알려져 있다. 흔히 쓰이고 있는 국소 p차다항적합

(local pth polynomial fit)을 이용한 회귀함수의 커널추정량은 그 함수가 최소 p + 2미분된 도함수가

연속인 경우에 원하는 커널추정량의 편의를 얻을 수 있다. Müller (1992)은 불연속점을 고려하지 않은

불연속 회귀함수의 커널추정량은 일치추정량 (consistent estimator)이 되지 않으며, 불연속인 분산함

수도 불연속점이 고려되지 않은 분산함수의 커널추정량은 회귀함수의 커널추정량처럼 일치추정량이 되

지 않는다. 그 외의 통계적 함수의 불연속점 혹은 변화점 추정 연구로는 위험률함수의 연구로 Lee 등

(2015)이있으며, 시계열모형의연구로는 Sohn과 Cho (2015)가있다.
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분산함수가 불연속점을 가질 때, Kang과 Huh (2006)는 연속인 회귀함수의 커널추정량으로 만들어

진 잔차제곱들을 이용한 Nadaraya-Watson 추정량으로 불연속점과 점프크기 및 분산함수의 추정을 연

구하였다. Huh (2005)는 회귀함수가 연속인 경우에 분산함수의 불연속점의 추정을 이차적률함수의 불

연속점의 추정으로 제안하였다. 한편, Yu와 Jones (2004)는 음이 아닌 분산함수를 로그 변환하여 국소

선형적합 (local linear fit)에 의한 로그분산함수 (log-variance function)의 추정으로 분산함수의 추정

을 연구하였다. Huh (2009, 2015)는 Yu와 Jones의 연구를 이용하여 로그분산함수의 불연속점 추정으

로분산함수의불연속점추정에대한연구를하였다. 음이아닌값을가지는분산함수의제약조건을없

애기 위해 Chen 등 (2009)은 잔차제곱들의 로그변환을 이용한 국소선형적합으로 로그분산함수의 커널

추정량을 제안하였다. Huh (2014)는 Chen 등이 제안한 방법인 로그 잔차제곱들을 이용하여 불연속인

분산함수의커널추정량을제안하여 Huh (2015)의방법과비교연구하였다.

Kang 등 (2000)은 회귀함수가 불연속인 경우에 Gasser-Müller 추정량으로 추정된 불연속점의 점프

크기 추정량으로 반응변수의 표본을 연속인 회귀함수로부터 얻어진 표본인 것처럼 수정하여, 회귀함수

의 커널추정량을 제시하고 다시 역으로 추정된 점프크기로 재수정한 불연속 회귀함수의 추정법을 제시

하였다. 본 연구에서는 Kang 등 (2000)의 방법을 이용하여 불연속인 분산함수를 연속인 것처럼 수정하

여불연속분산함수의커널추정량을제시하고자한다.

2절에서는 분산함수의 불연속점 추정량과 점프크기 추정량을 이용한 잔차제곱의 수정 방법과 이를

이용한 불연속 분산함수의 추정법을 소개하고, 3절에서는 제안된 추정량의 적분제곱오차 (integrated

squared error)의 수렴속도를 보여준다. 4절에서는 모의실험을 통하여 기존의 불연속 분산함수의 추정

량과비교연구하고자한다.

2. 잔차 수정과 불연속 분산함수의 추정

이변량 표본 {(Xi, Yi), i = 1, 2, · · · , n}은 확률벡터 (X,Y )로부터 독립적으로 추출되었다고 하자.

회귀함수와 분산함수를 각각 m(x) = E(Y |X = x)와 v(x) = V ar(Y |X = x)라 두면, 회귀모형은

다음과같이

Yi = m(Xi) + v1/2(Xi)εi, i = 1, 2, · · · , n (2.1)

제시된다. 오차항 εi는 독립변수 X1, · · · , Xn과 독립이며 평균과 분산은 각각 0과 1이다. 공변량 X의

확률밀도함수는 f(x)이고 토대 (support)는 [0, 1]이라 하자. 어떤 함수 g에 대하여 임의의 점 x로 접근

할 때 좌극한값과 우극한값을 각각 g−(x) = limy→x− g(y), g+(x) = limy→x+ g(y)라 두면, 분산함수가

한점 τ에서불연속인경우점프크기는

∆ = v+(τ)− v−(τ) (2.2)

가 된다. 분산함수가 불연속점을 가진다면 |∆| > 0이고, 그렇지 않다면 ∆ = 0이다. 분산함수가 불연

속인 이유는 회귀함수가 불연속인 경우와 회귀함수는 연속이고 분산함수 자체가 불연속인 경우가 있다.

전자의 경우는 회귀함수의 불연속점의 추정으로 분산함수의 불연속점을 추정할 수 있다. 본 연구에서는

후자의경우를고려하고자한다.

Kang과 Huh (2006)는 Nadaraya-Watson 추정량으로 분산함수의 불연속점과 그 점에서 점프크기

를 추정하기 위하여, 먼저 회귀함수를 Nadaraya-Watson 추정량으로 추정한 후 잔차제곱들을 이용하여

토대가 [0, 1]인 한쪽방향커널함수 (one-sided kernel function)로 어떤 점 x에서 v(x)의 오른쪽 추정량
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v̂+(x)와왼쪽추정량 v̂−(x)을각각다음과같이정의하였다.

v̂±(x) =

n∑
i=1

K

(
±
Xi − x

h1

)
R̂2

i

n∑
i=1

K

(
±
Xi − x

h1

) . (2.3)

여기서 R̂i = Yi − m̂(Xi)는 회귀함수의 Nadaraya-Watson 추정량 m̂에 의한 잔차이고 h1는 띠폭이

며 K는 토대가 [0, 1]인 한쪽방향커널함수이다. 추정량들 (2.3)을 이용하여 점 x의 점프크기 추정량을

∆̂(x) = v̂+(x)− v̂−(x)라정의하여 |∆̂(x)|가최대가되는점 x를불연속점추정량 τ̂으로제안하였고추

정된불연속점 τ̂에서점프크기 ∆̂(τ̂)를식 (2.2)의점프크기 ∆의추정량으로제안하였다.

또한 Kang과 Huh는 τ̂과 잔차제곱들인 R̂2
i들을 이용하여 Nadaraya-Watson 커널추정량으로 다음과

같이불연속분산함수를추정하였다.

v̂KH(x; τ̂) =

n∑
i=1

L∗
h(Xi − x; τ̂)R̂2

i

n∑
i=1

L∗
h(Xi − x; τ̂)

. (2.4)

여기서 h는식 (2.3)의띠폭 h1과는다른띠폭이며 L∗
h(u− x; t)는다음과같다.

L∗
h(u− x; t) =
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1

h
L

(
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h

)
I[x− h ≤ u < t], t− h ≤ x < t

1

h
L

(
u− x

h

)
I[t ≤ u < x+ h], t ≤ x < t+ h

1

h
L

(
u− x

h

)
, 그외.

(2.5)

함수 L은토대 [−1, 1]를가지는커널함수이고, I는표시함수 (indicator function)이다. 식 (2.5)의커

널함수 L∗
h는 불연속 점추정량 τ̂를 기준으로 왼쪽 잔차제곱들과 오른쪽 잔차제곱들을 분리하는 기능을

하고있다. 따라서 τ의왼쪽분산함수와오른쪽분산함수는각각 τ̂의왼쪽잔차제곱들과오른쪽잔차제

곱들을이용하여 Nadaraya-Watson 추정량으로추정된다.

잘 알려져 있듯이 Nadaraya-Watson 추정량은 경계점에서 편의의 수렴속도 때문에 이론적으로 추정

의 정도가 떨어진다. 추정량 (2.4)는 불연속점 추정량을 기준으로 잔차제곱들을 두 부분으로 나누어 각

각 Nadaraya-Watson 추정량으로 분산함수를 추정하기 때문에 경계점 문제 (boundary problem)가 불

연속점 추정량 주변에서도 만들어지게 된다. 불연속점 추정량 주변에서 일어나는 경계점 문제를 극복하

기위하여, 본연구에서는회귀함수가불연속인경우에 Gasser-Müller 추정량으로추정된불연속점에서

점프크기 추정량으로 반응변수의 표본을 연속인 회귀함수로부터 얻어진 표본인 것처럼 수정하여 회귀함

수의 커널추정량을 제시하고 다시 역으로 추정된 점프크기로 재수정한 불연속 회귀함수의 추정법을 제

시한 Kang 등 (2000)의방법을이용하여불연속분산함수의커널추정량을제시하고자한다.

먼저, 식 (2.1)의불연속분산함수가다음을만족한다고가정하자.

v(x) = w(x) + ∆× I[τ ≤ x ≤ 1]. (2.6)
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이때함수 w(x)의이계도함수는연속으로다음을 w ∈ C2([0, 1])만족한다. Kang과 Huh에의해추정된

m̂과 τ̂을이용하여다음과같은수정된잔차제곱들을생각하자.

R̃2
i = R̂2

i − ∆̂(τ̂)× I[τ̂ ≤ Xi ≤ 1], i = 1, · · · , n. (2.7)

위의 수정된 잔차제곱들을 이용한 Nadaraya-Watson 추정량으로 식 (2.6)의 연속인 w(x)의 추정량

을다음과같이제안한다.

ŵ(x; τ̂) =

n∑
i=1

Lh(Xi − x)R̃2
i

n∑
i=1

Lh(Xi − x)
. (2.8)

여기서 Lh(x) = h−1L(x/h)이다. 위 추정량은 표본을 두 부분으로 분리하지 않고 불연속점 추정량 부

근에서 양쪽의 표본을 모두 이용하게 되는 장점을 가지게 된다. 불연속 분산함수 v(x)과 w(x)의 관계

(2.6)을이용하여다음과같이최종적으로불연속분산함수 v(x)의커널추정량을제안한다.

v̂p(x; τ̂) = ŵ(x; τ̂) + ∆̂(τ̂)× I[τ̂ ≤ x ≤ 1]. (2.9)

3. 추정량의 점근 성질

이 절에서는 2절에서 제안한 식 (2.9)의 불연속 분산함수 추정량 v̂p(x; τ̂)의 적분제곱오차의 수렴속도

를보여주고자한다. Kang과 Huh (2006)와 Huh (2009)는제안한잔차제곱들의수정 (2.7)에쓰인 τ̂과

∆̂(τ̂)의점근성질을다음과같이됨을보였다.

|τ̂ − τ | = OP (n
−1), |∆̂(τ̂)−∆| = OP ((nh1)

−1/2). (3.1)

여기서 An = OP (Bn)은 임의의 양수 ε과 n > N에 대하여 P (|An/Bn| > M) < ε을 만족하는 상수

M과 N이존재한다는의미이다.

위의결과들을만족시키는조건들은다음과같다.

(A.1) X의확률밀도함수 f는 infx∈[0,1]f(x) > 0을만족하고 Lipschitz 1차조건을만족한다.

(A.2) 확률밀도함수인 한쪽방향커널함수 K는 Lipschitz 1차조건을 만족하고 K(0) > 0이고 0 < u ≤
1에대하여 K(u) ≥ 0이다.

(A.3) n → ∞일때 h1 → 0, h1/logn → ∞이고 nh3
1 → 0을만족한다.

제안한 분산함수 추정량 v̂p(x; τ̂)의 적분제곱오차의 수렴속도를 보여주기 위한 조건들과 결과는 다음

과같다.

(C.1) 식 (2.6)의함수 w의이계도함수 w′′은 Lipschitz 1차조건을만족한다.

(C.2) 확률밀도함수인커널함수 L은 Lipschitz 1차조건을만족한다.

(C.3) n → ∞일때 h → 0, nh/logn → ∞을만족한다.

정리. 조건 (A.1)∼(A.3)와 (C.1)∼(C.3)를 만족하면 분산함수 추정량 v̂p(x; τ̂)의 적분제곱오차의 수렴

속도는다음과같다.∫ 1

0

(v̂p(x; τ̂)− v(x))2dx

=OP

h4
1 +

(
logn

nh1

)2
+OP

(
h2
1

logn

nh
+

(logn)2

n2h1h

)
+OP

(
h2 +

logn

nh

)
+OP

(
1

n2h2
1

)
.
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증명 : 제안한분산함수추정량과분산함수의차는다음과같이표현된다.

v̂p(x; τ̂)− v(x) = (v̂p(x; τ̂)− ṽ(x; τ̂)) + (ṽ(x; τ̂)− v(x)) . (3.2)

여기서 ṽ(x; τ̂) = 1

nhf̂(x)

∑n
i=1 K

(
Xi−x

h

){
R2

i − ∆̂(τ̂)I[τ̂ ≤ Xi ≤ 1]
}
+∆̂(τ̂)I[τ̂ ≤ x ≤ 1]는 v̂p(x; τ̂)에

서 R̂i대신 Ri = Yi − m(Xi)를 이용한 분산함수의 추정량이며 f̂(x)는 확률밀도함수의 커널추정량인

f̂(x) = 1
nh

∑n
i=1 K

(
Xi−x

h

)
이다.

Wi(x) =
1

nhf̂(x)
K
(
Xi−x

h

)
, i = 1, · · · , n이라두면, 식 (3.2)의오른쪽첫번째항은다음과같이표현

된다.

v̂p(x; τ̂)− ṽ(x; τ̂) =

n∑
i=1

Wi(x)
{
R̂2

i − ∆̂(τ̂)I[τ̂ ≤ Xi ≤ 1] −
(
R2

i − ∆̂(τ̂)I[τ̂ ≤ Xi ≤ 1]
)}

=

n∑
i=1

Wi(x)
{
(m̂(Xi)−m(Xi))

2 − 2Ri (m̂(Xi)−m(Xi))
}
.

위결과에의해서다음이성립하며

supx∈[0,1] |v̂p(x; τ̂)− ṽ(x; τ̂)| ≤ supx∈[0,1]

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

Wi(x)

∣∣∣∣∣ {supx∈[0,1] |m̂(x)−m(x)|
}2

+ 2supx∈[0,1]

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

Wi(x)Ri

∣∣∣∣∣ supx∈[0,1] |m̂(x)−m(x)| . (3.3)

Mack과 Silverman (1982)에의해서 supx∈[0,1] |m̂(x)−m(x)| = OP (h1+
√

logn
nh1

)이고 Kang과 Huh

(2006)의 Lemma1에 의해서 supx∈[0,1]

∣∣∑n
i=1 Wi(x)Ri

∣∣ = OP (
√

logn
nh

)이므로 식 (3.3)는 supx∈[0,1]

|v̂p(x; τ̂)− ṽ(x; τ̂)| = OP (h
2
1 +

logn
nh1

) +OP (h1

√
logn
nh

+ logn
n
√
h1h

)를만족한다.

한편, 식 (3.2)의오른쪽두번째항은다음과같이표현된다.

ṽp(x; τ̂)− v(x) =

n∑
i=1

Wi(x)R
2
i −∆I[Xi > τ ]− w(x)

+

n∑
i=1

Wi(x){∆I[Xi > τ ]− ∆̂(τ̂)I[Xi > τ̂ ]}+ {∆̂(τ̂)I[x > τ̂ ]−∆I[x > τ ]}. (3.4)

오차제곱항을 ε2i = ξi + 1라 두면, 위 식의 첫 번째 항은 식 (2.6)과
∑n

i=1 Wi(x) = 1에 의해 다음의

관계가성립한다. 여기서 ξi는평균이 0인확률변수이다.

n∑
i=1

Wi(x)
{
R2

i −∆I[Xi > τ ]
}
− w(x)

=

n∑
i=1

Wi(x)
{
v(Xi)ε

2
i −∆I[Xi > τ ]

}
− w(x)

=

n∑
i=1

Wi(x)w(Xi)ξi +

{
n∑

i=1

Wi(x)w(Xi)− w(x)

}
+

n∑
i=1

Wi(x)∆I[Xi > τ ]ξi. (3.5)

Kang과 Huh (2006)의 Lemma1에 의해서 위 식 (3.5)의 첫 번째 항과 세 번째 항은 OP (
logn
nh

)이

며, Kang과 Huh (2006)의 식 (5.26)에 의해서 식 (3.5)의 두 번째 항은 OP (h +
√

logn
nh

)이다. 식
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(3.4)의 오른쪽 두 번째 항과 세 번째 항은 식 (3.1)의 불연속점 추정량과 점프크기 추정량의 수렴속

도와
∑n

i=1 Wi(x) = 1에의해 OP (n
−1 + (nh1)

−1/2)이된다. 그러므로식 (3.2)은

supx∈[0,1] |v̂(x; τ̂)− v(x)| =OP

(
h2
1 +

logn

nh1

)
+OP

h1

√
logn

nh
+

logn

n
√
h1h


+OP

h+

√
logn

nh

+OP

(
1

n
+

1

n
h1

)
(3.6)

이된다. 식 (3.6)에의해서정리의결과를얻을수있다. �

Kang과 Huh (2006)의 Therem 3.2의 결과와 비교해보자. p = 2인 적분제곱오차인 경우에 분산함수

의 추정량 자체에 의한 수렴속도는 동일하다. 하지만, 본 연구는 점프크기 추정량을 이용한 수정된 잔

차들을 이용하였기에 적분제곱오차는 점프크기 추정량의 수렴속도의 제곱인 (nh1)
−2에 추가적으로 의

존하게 된다. Kang과 Huh의 결과에서 추가적인 수렴속도는 불연속점 추정량의 수렴속도와 관련하여

(nh)−2에 의존하며, 점프크기 추정량의 수렴속도에는 의존하지 않는다. 두 추정량의 각각의 추가적인

수렴속도는 그 외의 수렴속도 부분들에 비해 빠르기 때문에 적분제곱오차의 수렴속도에 영향을 주지 않

는다. 비록 본 연구의 분산함수 추정량의 적분제곱오차의 수렴속도가 Kang과 Huh의 분산함수의 추정

량의 적분제곱오차의 수렴속도와 동일하지만, 본 연구의 분산함수의 추정량은 불연속점 추정량 근처에

서 점프크기 추정량에 의한 잔차들의 수정으로 경계점 문제를 보완하였기에 실제 구현에서는 Kang과

Huh의추정량보다추정의정도가우수할것이다.

4. 모의실험

4절에서는 모의실험을 통하여 Kang과 Huh (2006)가 제안한 분산함수의 추정량과 본 연구에서 제안

한 분산함수의 추정량을 비교해보고자 한다. 설명변수 X의 분포는 토대 [0, 1]을 가지는 균등분포를 선

택하였다. 분산함수가한점에서불연속인두가지경우를다음과같이고려하였다.

v1(x) =


x2

9
, 0 ≤ x ≤ 0.6

9(1− x)2, 0.6 < x ≤ 1,

v2(x) =


9x2, 0 ≤ x ≤ 0.4

(1− x)2

9
, 0.4 < x ≤ 1.

두분산함수에공통으로이용될회귀함수는

m(x) = 4x+ 4e−100(x−0.5)2 , 0 ≤ x ≤ 1

이다. 식 (2.1)의 회귀모형의 오차 εi의 분포는 표준정규분포를 선택하였고, 표본의 수는 500이며 반복

은 1000회 실시하였다. 분산함수 v1과 v2는 각각 0.6과 0.4에서 불연속이다. 점프크기를 양수인 경우

와음수인경우를각각고려하기위하여 v1과 v2의점프크기를각각 1.4와 -1.4를선택하였다.

불연속점과 점프크기를 추정하는 식 (2.3)의 한쪽방향커널함수로는 Epanechnikov 커널을 토대가

[0, 1]이며확률밀도함수가될수있도록다음

K(x) =
3

2
(1− x2)× I[0 ≤ x ≤ 1]
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을 선택하였다. 회귀함수와 분산함수를 추정하기 위한 식 (2.5)와 (2.8)의 커널함수는 다음과 같이

Epanechnikov 커널을선택하였다.

L(x) =
3

4
(1− x2)× I[−1 ≤ x ≤ 1].

Kang과 Huh의 분산함수 추정량과 제안한 추정량을 비교하기 위한 모의실험이므로 v1과 v2의 불연

속점 τ들을아는것으로하여참값을이용하였다. 잔차의계산에쓰이는 m̂(x)의띠폭 hm은 0.05, 0.10,

0.15를 선택하였고 불연속점 τ에서 점프크기 추정 ∆̂(τ)의 띠폭 h1도 0.05, 0.10, 0.15를 선택하여 다양

한 띠폭들에 대한 분산함수의 추정량의 추정 정도를 조사하였다. 분산함수의 추정량들의 계산에 쓰이는

띠폭 h는 다양하게 변화를 주면서 Kang과 Huh의 분산함수 추정량과 제안한 추정량의 적분제곱오차들

을계산하였다.

Table 4.1과 4.2는각각 v1과 v2의모의실험결과이며, Kang과 Huh의분산함수추정량 v̂KH(x; τ)와

제안한 추정량 v̂p(x; τ)의 추정된 적분제곱오차를 최소로 하는 띠폭 h와 그 때의 추정된 적분제곱오차

를 보여주고 있다. 괄호 안은 추정된 적분제곱오차들 각각의 표준오차들이다. 두 분산함수 모형에서 띠

폭 hm과 h1이 커짐으로써 제안한 추정량 v̂p(x; τ)의 추정된 적분제곱오차들도 증가하는 경향을 보여주

고 있다. 띠폭 hm이 0.05인 경우에 v̂KH(x; τ)의 최소의 추정된 적분제곱오차가 v̂p(x; τ)의 최소의 추

정된 적분제곱오차보다 작았으며 그 외의 경우에는 v̂p(x; τ)의 최소의 추정된 적분제곱오차가 작은 경향

을 보여주고 있다. 비록 hm이 0.05일 때 v̂KH(x; τ)보다 v̂p(x; τ)의 최소의 추정된 적분제곱오차가 크

지만그차이는미미하며다양한띠폭 h에대해서전반적으로 v̂p(x; τ)의추정된적분제곱오차들이작은

결과를얻었다.

Table 4.1 The minimum estimated ISE over hwith the standard errors given in parentheses and

the minimizing bandwidth hfor the case of v1

hm h1
Kang and Huh Proposed

h ISE h ISE

0.05

0.05

0.09 0.006814 (0.000190)

0.10 0.006943 (0.000202)

0.10 0.10 0.006827 (0.000190)

0.15 0.10 0.007462 (0.000186)

0.10

0.05

0.11 0.011508 (0.000159)

0.15 0.010151 (0.000211)

0.10 0.16 0.010998 (0.000163)

0.15 0.15 0.013386 (0.000163)

0.15

0.05

0.24 0.064695 (0.000238)

0.26 0.042283 (0.000488)

0.10 0.28 0.045339 (0.000306)

0.15 0.28 0.060955 (0.000301)

Table 4.2 The minimum estimated ISE over hwith the standard errors given in parentheses and

the minimizing bandwidth hfor the case of v2

hm h1
Kang and Huh Proposed

h ISE h ISE

0.05

0.05

0.10 0.006924 (0.000211)

0.10 0.007344 (0.000263)

0.10 0.11 0.006959 (0.000217)

0.15 0.10 0.007577 (0.000206)

0.10

0.05

0.11 0.011698 (0.000191)

0.16 0.010645 (0.000297)

0.10 0.17 0.010579 (0.000197)

0.15 0.16 0.013479 (0.000181)

0.15

0.05

0.24 0.064500 (0.000254)

0.26 0.043140 (0.000607)

0.10 0.28 0.045530 (0.000353)

0.15 0.28 0.061035 (0.000323)
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이를 보여주기 위하여, 모형 v1에 대해서 Figure 4.1, 4.2와 4.3은 모의실험에 쓰인 띠폭 hm인 0.05,

0.10과 0.15일 때 각각 다양한 띠폭 h에 대한 추정된 적분제곱오차들의 변화를 보여주고 있다. 이들

Figure에서 제안한 추정량 v̂p(x; τ)에 쓰인 점프크기 추정의 띠폭 h1은 0.10인 경우만 고려하였다. 그

외의 h1인 0.05와 0.15에 대해서도 추정된 적분제곱오차들의 변화는 비슷한 경향을 가지기에 그림을 생

략하였다. 분산함수 모형 v2도 모형 v1의 결과와 유사하기에 추정된 적분제곱오차의 변화에 대한 그

림을 생략하였다. Table 4.1과 4.2에서 설명한 것처럼 hm이 0.05일 때 최소의 추정된 적분제곱오차

는 v̂KH(x; τ)가 작은 값을 가지지만 hm이 0.05와 0.10일 때 Figure 4.1과 4.2에서 대부분의 h에서는

v̂p(x; τ)가 추정된 적분제곱오차가 작은 값을 가짐을 알 수 있다. 띠폭 hm이 0.15일 때 Figure 4.3에서

는모든 h에대해서 v̂p(x; τ)의추정된적분제곱오차가작음을알수있다.

따라서, 분산함수 모형 v1과 v2의 모의실험 결과에 의하면 제안한 점프크기 추정량에 의해 수정된 잔

차들을 이용한 분산함수 추정량이 Kang과 Huh가 제안한 분산함수 추정량보다 우수함을 알 수 있다.

이는 3절에서 언급하였듯이 제안한 분산함수 추정량은 불연속점 근처에서 점프크기 추정량에 의해 잔차

들의수정으로경계점문제를보완하여추정하였기때문이다.
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Figure 4.1 The estimated ISE as function of log-bandwidth for the case of v1 and hm = 0.05.

The estimated ISEs of v̂p(x; τ) and v̂KH(x; τ) represented by the solid and the dotted line respectively.
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Figure 4.2 The estimated ISE as function of log-bandwidth for the case of v1 and hm = 0.10.

The estimated ISEs of v̂p(x; τ) and v̂KH(x; τ) represented by the solid and the dotted line respectively.
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Figure 4.3 The estimated ISE as function of log-bandwidth for the case of v1 and hm = 0.15.

The estimated ISEs of v̂p(x; τ) and v̂KH(x; τ) represented by the solid and the dotted line respectively.
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Abstract

In usual, the discontinuous variance function was estimated nonparametrically us-

ing a kernel type estimator with data sets split by an estimated location of the change

point. Kang et al. (2000) proposed the Gasser-Müller type kernel estimator of the

discontinuous regression function using the adjusted observations of response variable

by the estimated jump size of the change point in Müller (1992). The adjusted obser-

vations might be a random sample coming from a continuous regression function. In

this paper, we estimate the variance function using the Nadaraya-Watson kernel type

estimator using the adjusted squared residuals by the estimated location of the change

point in the discontinuous variance function like Kang et al. (2000) did. The rate of

convergence of integrated squared error of the proposed variance estimator is derived

and numerical work demonstrates the improved performance of the method over the

exist one with simulated examples.
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