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대칭성을 고려한 방정식의 해법 지도
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✝

본 연구의 목적은 라그랑주의 방정식론을 바탕으로 한 방정식의 해법을 고등학교 1학년 수업에 적용하여 방정식의

해법과 관련한 근과 계수의 관계와 대칭성의 의의를 인식하게 하는 것이다. 대칭성은 라그랑주의 방정식론의 핵심

아이디어이며, 근과 계수의 관계는 그의 해법에 있어 중요한 수단이다. 학생들은 수업을 통해 근과 계수의 관계에 대

한 학습 의의를 인식하였고, 대칭성의 아이디어를 이해하였으며, 새로운 해법에 흥미를 나타내었다.

이러한 연구는 학교수학에서 다루는 국소적인 방정식의 해법만이 아닌 교수학적 조직화에 의한 체계적인 방정식론에

대한 경험을 주며, 방정식의 해법과 관련한 지식들의 연결성을 이해하게 한다.

1)

Ⅰ. 서론

대칭성은 자연 현상 속에서 쉽게 찾아볼 수 있다. 고대부터 수학자들은 이러한 자연 현상을 방정식으로 나타

내고, 그 해를 찾아가는 과정에서 대칭성을 형식화하고 추상화하였다. 대칭을 의미하는 ‘symmetry’라는 단어의

두 어근은 그리스어에서 나왔다. syn은 ‘함께’라는 뜻이며, metry는 ‘측량’을 뜻한다(Mark Ronan, 2008). 그리스

어 syn-metry는 사전적으로 균형, 조화, 잘 나뉘어짐, 또는 이들로 인한 미를 의미한다(남진영․박선용, 2002).

Wely(1952)에 따르면, 어떤 물질 또는 자연 현상이 대칭성을 가지고 있다는 것은 어떤 변환에 대하여 그 물질

또는 자연 현상이 불변이라는 것으로 정의할 수 있으며, 이러한 의미에서 수학에서의 대칭성의 아이디어는 자기

동형변환 아래에서 대상의 외형적 불변성이라 할 수 있다(남진영․박선용, 2002, 재인용). 따라서 조건을 만족하

는 변환이 존재하는지가 결정적인 역할을 하게 된다.

한편, 일차방정식을 해결하기 위해서 자연수가 아닌 음수가 필요하며, 이차방정식을 해결하기 위해서 무리수

와 허수가 요구된다. 그리고 방정식의 해법에 관한 연구 특히, 오차 이상의 방정식의 일반 해법이 존재하지 않음

을 증명하는 과정에서 방정식을 새롭게 바라볼 필요성이 생겨났으며, 라그랑주에 의해 대칭성의 개념을 이용한

군론이 탄생하게 된다.

라그랑주는 이미 알려져 있던 삼차 및 사차방정식의 해법을 분석하여, 방정식 해법의 공통적인 원리를 발견

하였다(고영미․이상욱, 2014). 그것은 최초의 근의 치환1)에 대한 연구였는데, 이를 이용하여 오차 이상의 방정

식의 일반해가 존재하지 않음을 보이려고 시도하였으나 해결할 수는 없었다. 하지만 그의 연구는 이후 루피니,

아벨 등에 영향을 미쳤다. 그들의 뒤를 이어 갈루아는 근의 치환에 대한 연구를 통해 방정식의 근 사이의 관계

를 보존하는 치환군으로 결정되는 대칭성의 정도로 방정식을 나누었으며(남진영․박선용, 2002), 결국 오차 이상
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1) 치환(permutation) 또는 순열이라 한다.
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의 방정식의 일반해가 없다는 갈루아 이론에까지 이르게 되었다.

이처럼 방정식의 해법을 찾는 과정에서 대칭성의 개념이 중요한 역할을 하였으며, 현대대수학으로 넘어가는

과정에서 등장한 라그랑주의 방정식론에 근과 계수의 관계가 사용되었다. 라그랑주의 방정식론에서 근의 치환과

근과 계수의 관계를 바탕으로 방정식을 해결하는 과정은 군과 체의 이론이 발생되는 수학사적으로 중요한 전환

점이 되는 부분이다.

방정식과 관련된 선행연구로 김경희ㆍ김부윤(2000)은 일차방정식에서 오차방정식까지 수학사적으로 방정식의

해법을 연구하였으며, 이대현(2004)은 방정식의 해법에서 삼차방정식의 근의 공식을 탐구하고, 카르다노, 페라리,

아벨 등의 업적을 논하고 있다. 또한 성기원(1998)은 차 방정식의 근과 계수와의 관계를 일반화하는 것을 주로

다루었다. 그리고 고영미․이상욱(2014)은 라그랑주의 방정식론이 가지는 중요한 의미를 탐구하였다. 특히, 삼차

방정식과 사차방정식의 해법을 일반화하는 라그랑주의 방정식론에 대해 연구하였다. 그러나 그들의 연구는 라그

랑주의 방정식론의 중요성과 내용에 대한 이론적 고찰로, 이를 바탕으로 한 방정식의 해법 지도에 관한 것은 다

루지 않았다.

이에 본 연구는 라그랑주의 방법을 바탕으로 대칭성을 고려한 방정식의 해법을 찾는 과정을 교수학적으로 조

직화하여 수업에 적용한다. 수업의 목적은 방정식의 해법과 관련하여 대칭성의 아이디어를 인식하고, 근과 계수

의 관계의 학습의의를 이해하게 하는 것이다. 그 과정에서 학생들은 방정식론에 관한 체계적인 이해를 할 수 있

다.

Ⅱ. 라그랑주의 방정식론; 대칭성, 근과 계수의 관계2)

역사적으로 삼차와 사차방정식의 해법을 찾기 위하여 많은 수학자들이 노력했으나, 세기에 이르러서야 카

르다노와 페라리에 의해 해법이 발견되었다. 그 이전에는 해결하지 못했던 방정식의 해법을 찾아냈다는 점에서

의의가 있다고 할 수 있다. 또한, 데카르트, 오일러 등 여러 수학자들이 삼차와 사차방정식에 대한 새로운 공식

을 만들었다. 하지만 이들의 해법은 상이하여 공통점을 찾기 어려웠다. 그런데 라그랑주는 년에 출간한 ‘방

정식의 대수적 해법에 관한 고찰’에서 방정식의 대수적 해법에 관한 일반원리를 찾기 위하여 삼차, 사차방정식을

분석했다(Gowers et. al., 2014). 라그랑주는 아마도   개의 문자를 치환함으로써 구성되는 군의 구조만 고

찰하더라도 이차, 삼차, 사차방정식의 일반해를 이해할 수 있다는 사실을 처음으로 간파한 수학자일 것이다

(Klein, 2012). 즉, 낮은 차수의 방정식에서 근의 공식이 존재할 때, 그 방정식의 수학적 성질을 조사하여 공통적

인 아이디어를 이해하려 했다. 높은 차수의 방정식의 해법을 찾기 위한 노력이 꾸준히 지속되었으며, 라그랑주의

연구에 영향을 받아 오차방정식의 해를 직접 찾지 않고도, 모든 차수의 대수방정식들의 일반적인 해를 찾을 수

있는 핵심 아이디어를 찾기 위해 노력했다. 그 결과 루피니, 코시, 그리고 아벨에 이르러 근호의 사용에 의한 오

차 이상의 방정식의 일반적인 근의 공식이 존재하지 않음이 증명되었다. 라그랑주의 연구에서 주목할 만 한 점

은 방정식과 근의 관계가 본질적으로 어떠한 것인지를 연구했다는 점이다. 이를 이해하기 위해 방정식에 대해서

살펴보자. 먼저, 실계수를 가지는 차 방정식은 복소수 범위에서 개의 근을 가진다는 사실을 생각해 볼 수 있

다. 즉, 실계수를 갖는 차 다항식   


⋯에 대하여, 방정식

   ⋯⋯①

은 개의 실근 또는 복소수근을 가진다. 이 때, 방정식 ①이 근으로    ⋯ 을 가진다고 하면, 근과

2) 이 절은 History of Mathematics Histories of Problems의 제12장 A Desperate Search의 내용을 참고하였다.
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계수의 관계3)는 다음과 같다.

 
  



  


,  

  



  


,   

   



   


, ⋯ ,

  
⋯   



이러한 근과 계수의 관계는 그 자체로 대칭식이다. 그리고 방정식 ①의 근    ⋯ 으로 만든 근

의 함수 4)는 근과 계수의 관계식인 를 사용한 유리식으로 표현할 수 있다. 또한, 개의 근으로 만든 함수

는 개의 근의 치환에 의해서 서로 다른 개의 값을 가진다. 하지만, 만약 이 방정식에서 근의 함수가 개

의 서로 다른 값들보다 적은 개의 서로 다른 값을 가진다면, 이 값들은 차수의 방정식으로부터 구해질 수

있다. 그리고 근의 함수는 그 계수들의 근과 계수의 관계에 의해서 구하고 표현할 수 있다.

결국 라그랑주는 방정식에서 바로 근을 구하는 것이 아니라, 근이 존재한다는 가정 하에서 근을 이용한 함수

를 생각하고 이를 방정식과 연결하여 인식하려고 했다. 즉, 방정식의 근으로 만들 수 있는 근의 함수 를 생각

하고, 근으로 만들 수 있는 모든 가능한 치환을 고려한다. 그리고 대칭성을 고려했을 때, 치환에 의한 근의 함수

가 가질 수 있는 서로 다른 값들의 개수가 방정식의 차수보다 작게 되면 방정식은 근호로 풀이 가능한 것이

다. 이러한 방정식의 근의 치환에 대한 연구가 대수방정식에 대한 라그랑주의 일반이론의 기초였다. 현대대수학

의 관점에서 살펴보면 이는 결국 라그랑주의 정리로 알려진 다음을 의미한다.

정리. 라그랑주의 정리 군 가 부분군 를 가진다면,  가  를 나눌 수 있다(Hungerford, 2006).

이 정리는 방정식의 군이라고 부르는 치환의 집합을 유한군 라고 할 때, 그 속에서 방정식의 근의 함수 

의 함숫값들이 같은 것끼리 구성한 부분군 의 개수가 주어질 때의 상황을 의미한다. 즉, 어떤 방정식의 해결

가능성을 이해하려면 그 근들의 치환을 조사하고, 이 치환들에 대해 근의 함수인 분해식이 몇 개로 구분되는지

를 살펴보아야 한다. 그리고 근과 계수의 관계는 근의 치환과 분해식의 관계를 찾아내는 등 실제적으로 방정식

의 근을 찾는 데 핵심적인 역할을 한다. 근과 계수의 관계를 확장하여 근의 함수 를 나타내고, 이를 통해 근들

의 치환을 적용하고, 대칭성에 의하여 근의 함수의 값이 최소 몇 가지가 나오는지를 찾아냄으로써 방정식의 특

징을 구별할 수 있다. 결국 방정식의 계수를 바탕으로 근을 나타내는 것이 근호를 사용하여 방정식의 근을 표현

할 수 있는지의 여부를 판단할 수 있게 한다. 즉, 현대대수학에서 방정식에서의 가해군의 개념을 유추할 수 있도

3) 비에트가 처음으로 제시하였으며, 이후 뉴턴이 임의의 차수의 다항식에 대한 근과 계수의 관계를 증명하였다. 뉴턴은 그 과

정에서 다항식의 근에 대한 대칭함수(symmetric function)라는 중요한 개념을 도입했다(I. Kleiner, 2012 참조).

그리고 근과 계수의 관계를 사용하여 방정식의 해를 찾는 것은 서양에서 뿐만 아니라 일본의 와산에서도 그 예를 찾아볼

수 있다. 이차방정식에서 두 근 ,   에 대해서    


,   


이므로 근의 공식을 다음과 같이 유도

할 수 있다(片野善一郎, 2011 참조).




 





   

 


이므로 





 





 


또는 


이다. 따라서,







 





,   





 





이다.

4) 라그랑주의 방정식론에서 함수 는 근의 함수로써, 근으로 나타난 유리식이며 분해식(resolvent) 또는 해결식이라 한다. 특

히, 라그랑주는 이것을 택하는 방법을 설명하였다.
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록 하는 밑거름이 된다. 라그랑주의 방법에 따르면 오차방정식의 경우   의 근의 치환에 대해서 단지 

개 또는 개의 서로 다른 값들만을 가지는 근의 함수가 존재해야 해를 구할 수 있다. 하지만 라그랑주는 오차방

정식을 풀게 될 경우, 조사하고 조합해야 할 계산 대상이 너무 많아서 성공을 보장하기 의심스럽다고 하였는데

(고영미․이상욱, 2014), 결국 대칭성을 고려하여 근의 함수가 치환에 의해 가질 수 있는 함숫값의 개수를 개보

다 작게 만들 수는 없었다. 이는 오차방정식에서 조건을 만족하는 분해식을 찾을 수 없으며, 일반적인 오차 이상

의 방정식은 근호로 풀이가 불가능하다는 것이다. 여기서 근호로 풀이가능하다는 의미는 다음과 같다.

정의. 다항식   


  ⋯ 의 근을 계수와 몇 개의 근호를 이용하여 표현할 수

있을 때, 를 근호로 풀이 가능한(solvable by radicals) 다항식이라 한다(The Inter-IREM Commision,

1997).

다음 정리에 따르면 일반적으로 오차방정식 이상에서는 근호로 풀이가 가능하지 않다.

정리. 다항식 ∈ 에서 가 표수(characteristic)가 영인 체일 때,   이 근호로 풀이 가능한

방정식일 필요충분조건은 의 갈로아군이 가해군이다(Hungerford, 2006).

만일 ≥ 차 다항식 ∈ 의 갈로아 군이 과 동형이면, 의 갈로아 군은 가해군이 아니다.

예를 들어,     의 갈로아 군은 와 동형으로 가해군이 아니고, 이 경우의 의 근은 유

리수와 근호만으로 나타낼 수 없다. 결국, 의 근은 몇 개의 근호와 계수만으로 나타낼 수 없다. 이로써

≥ 차 방정식의 근의 공식은 없다는 사실을 알 수 있다.

라그랑주의 방정식론에서의 해법을 단계로 요약하면 [그림 Ⅱ-1]과 같다.

해결해야 할 차 방정식

근의 모든 치환 찾기

치환에 의해 최소한으로 분류할 수 있는 근의 함수(분해식) 찾기

근과 계수의 관계를 활용하여 분해식의 값을 근으로 갖는 분해방정식(보조방정식) 만들기

분해방정식(보조방정식)의 근 구하기5)

분해식과 근과 계수의 관계를 이용하여 처음 구하고자 한 방정식의 근을 구하기

[그림 Ⅱ-1] 라그랑주의 방정식론에서의 해법 개요

5) 방정식이 해결할 수 있는 차수가 될 때까지 이 과정을 반복한다.



대칭성을 고려한 방정식의 해법 지도 703

Ⅰ. 이차방정식에서 근과 계수와의 관계를 이용한 해법

이차방정식    에 대하여 두 개의 근을  이라 하자.

단계 내용 의도

1
이차방정식  의 두 근을

  라 할 때, 근과 계수의 관계를 구하여라.

근의 함수를 구하기 위해 근과 계수의 관계를

확인한다.

Ⅲ. 연구 방법 및 절차

대칭성의 관점에서 근과 계수의 관계를 활용한 방정식의 해법을 교수학적으로 조직화하고 수업으로 실시하였

다. 본 연구의 절차는 [그림 Ⅲ-1]과 같다. 방정식의 해법에서의 대칭성과 근과 계수의 관계가 가지는 의의를 인

식하게하기 위해 라그랑주의 해법을 단계별로 분석하고, 수학교육 전문가의 자문을 거쳐 수업을 설계하였다. 수

업은 2014년 12월 22일과 23일에 이루어졌으며, 수업 시간은 총 4시간으로 2시간씩 2회 실시하였다. 대상은 경남

김해시 소재의 일반계 G고등학교 1학년 학생 27명이며, 모둠별 문제해결활동을 하였다. 구체적인 수업의 내용은

<표 Ⅲ-1>과 같다.

교육과정 및 문헌 탐구

수업 설계

모둠별 문제 해결활동

결과 분석

[그림 Ⅲ-1] 연구 절차

수업과정은 녹취와 녹화를 하였으며, 학생들이 작성한 워크시트를 바탕으로 분석하였다. 그리고 복잡한 계산

을 돕기 위하여 핸드폰으로 Wolfram 사이트6)를 사용하게 하였으며, 첫 시간의 일부는 인터넷 계산기에 대한 간

단한 안내에 할애되었다.

<표 Ⅲ-1> 차시별 수업 내용

구분 차시별 내용

1회
1차시 이차방정식 해법 탐구 및 인터넷 계산기 사용 안내

2차시 삼차방정식 해법 탐구 (1)

2회
3차시 삼차방정식 해법 탐구 (2)

4차시 사차방정식 해법 탐구, 오차이상의 방정식의 해법

라그랑주의 해법을 적용한 수업에서의 각 단계별 워크시트의 내용과 의도는 다음과 같다.

<표 Ⅲ-2> 1회 1차시 워크시트 내용과 의도

6) http://www.wolframalpha.com : 간단한 계산이 가능한 매스매티카 인터넷 버전 사이트이다.
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2 근으로 만들 수 있는 치환을 모두 구하여라. 이차방정식의 두 근의 모든 치환을 찾는다.

3

근으로 표현되는 식(분해식)을 만들어 보자.

(단, 근의 위치를 바꾸어도 변하지 않도록 만들어

보아라.)

치환에 의해 최소한으로 분류할 수 있는 근의

함수인 분해식을 찾는다. 즉, 이차방정식의 근의

치환을 적용하여 분해식의 값이 하나로 나타나

도록 만든다.

4
3단계에서 만든 식을 근과 계수의 관계를 이용하

여 표현하여라.

단계 3에서 찾은 분해식을 근과 계수의 관계를

이용하여 나타낸다. 즉, 분해방정식을 만든다.

5
앞의 단계(1, 4단계)의 식을 이용하여 이차방정식

의 근을 구하여라.

분해식과 근과 계수의 관계를 이용하여 이차방

정식의 근을 구한다.

Ⅱ. 삼차방정식에서 근과 계수와의 관계를 이용한 해법

삼차방정식    에 대하여 세 개의 근을   이라 하자.

문제1. 삼차방정식  을 해결해 보자.

단계 내용 의도

1
삼차방정식  의 근과 계수의 관계를 구

하여라.
삼차방정식의 근과 계수의 관계를 찾는다.

2 근으로 만들 수 있는 치환을 모두 구하여라. 삼차방정식의 세 근의 모든 치환을 찾는다.

설명

이 때,  의 근을 구하여 나타내

면 다음과 같다. 왼쪽 그림에서

 의 근을 구해보면,  

세 개다. 그림을 통해 살펴보면 의

경우 회전한 것을 의미하므로

를 세 번하면, 즉, 을 하면 회전을 세 번 한

것으로 회전인 의 위치에 돌아오게 된다. 그렇

다면 은 회전을 두 번 한 것을 의미하므로 세

번한다면 어떻게 될까?

치환에 의해 최소한으로 분류할 수 있는

근의 함수인 분해식을 찾는다. 즉, 삼차방

정식의 근의 치환을 적용하여 분해식의 값

이 가지 종류로 나타나도록 만들고, 이를

그림으로 표현하고 분석한다.

3 근으로 표현되는 식(분해식)을 만들어 보자.

4

위의 3단계에서 만든 식에 2단계에서 만든 치환으로 순

서를 바꾸어 대입하면 어떻게 될까? 의미하는 바가 무

엇일까? 그림으로 나타낸다면 어떻게 될까?

5

앞의 단계에서 그림으로 구한 두 종류의 결과를 각각

   라고 할 때, 이를 식으로 계산하여 동일한 결

과가 나오는 것을 확인하여라.

근과 계수의 관계를 이용하여 분해식의 값

을 계산하고, 그 결과가 가지 종류로 분

류됨을 확인한다.

6
5단계에서 구한 식의 합과 곱(  )을 삼차

방정식의 근과 계수의 관계를 이용하여 구하여 보자.

근과 계수의 관계를 활용하여 분해식의 값

을 근으로 갖는 분해방정식(보조방정식)을

<표 Ⅲ-3> 1회 2차시 워크시트 내용과 의도
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7

앞 단계에서 구한 식을 이용하여 과 를 두 근으

로 하는 이차방정식을 만들고 이를 구한 후, 세제곱근

  
 를 구하여라.(Wolframalpha사이트 이용)

만든다. 그리고 분해방정식(보조방정식)의

근을 구한다. 즉,   을 근으로 갖는

이차방정식을 만들고, 근을 구한다.

8
구하고자 하는 삼차방정식의 해     를 연립방

정식을 만들어 구하여 보자.(의 성질을 이용)

분해식과 근과 계수의 관계를 이용하여 삼

차방정식의 근을 구한다.

Ⅲ. 사차방정식에서 근과 계수와의 관계를 이용한 해법

사차방정식    에 대하여 네 개의 근을    이라 하자.

문제3. 사차방정식    에 대하여 위의 과정으로 해결해 보자.

단계 내용 의도

1
사차방정식   의 근과 계수와의

관계를 구하여라.
사차방정식의 근과 계수의 관계를 찾는다.

2 근으로 만들 수 있는 치환을 모두 구하여라. 사차방정식의 네 근의 모든 치환을 찾는다.

3

근으로 표현되는 식(분해식)을 만들어 보자.

(단, 네 근의 사칙연산을 이용하여 식을 만든다.

그리고 이 식에 위의 단계에서 구한 모든 치환

을 대입했을 때, 그 결과가 같은 것으로 분류하

면 차수보다 작게 되도록 만들어야 한다.)

치환에 의해 최소한으로 분류할 수 있는 근의 함

수인 분해식을 찾는다. 즉, 사차방정식의 근의 치

환을 적용하여 분해식의 값이 가지 종류로 나타

나도록 만들고, 이를 그림으로 표현하고 분석한

다.
4

앞 단계에서 만든 치환을 이용하여 분해식에 대

입하면 어떻게 될까? 의미하는 바가 무엇인가?

만약 그림으로 나타낸다면 어떻게 될까?

5

앞 단계에서 구한 식을     라 할 때,

    을 세 근으로 하는 삼차방정식을 만

들어 보아라.

((참고) 사차방정식의 근과 계수의 관계를 이용

하여     ,  ,

  을 구한 후 삼차방정식을 만든다.)

근과 계수의 관계를 활용하여 분해식의 값을 근

으로 갖는 분해방정식(보조방정식)을 만든다. 즉,

    을 근으로 갖는 삼차방정식을 만든다.

<표 Ⅲ-4> 2회 1차시 워크시트 내용과 의도

문제2. 삼차방정식  을 해결해 보자.

단계 내용 의도

1-8 1회 2차시 수업의 질문과 동일하게 제시한다.

학습한 과정을 되짚어보며 스스로 해결하도록 기회

를 제공한다. 즉, 근과 계수의 관계를 활용한 삼차

방정식의 해법을 구체적 예를 통해 연습한다.

<표 Ⅲ-5> 2회 2차시 워크시트 내용과 의도
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6
5단계의 삼차방정식의 근을 구해보자.

(앞의 삼차방정식의 풀이를 참고로 하여라.)

분해방정식(보조방정식)의 근을 구한다. 즉, 앞 단

계에서 만든 삼차방정식의 근을 구한다.

따라서 삼차방정식의 해결과정을 반복해야 함을

이해한다.

7

앞 단계에서 구한 식을 이용하여 이차방정식을

만들고 근을 구하여라.(이차방정식을 두 번 만들

어 계산한다. 또한, Wolframalpha사이트 이용)

분해식과 근과 계수의 관계를 이용하여 사차방정

식의 근을 구한다. 즉, 근과 계수의 관계를 활용

하여 이차방정식을 만들어 근을 찾는다.

따라서 두 이차방정식의 근은 사차방정식의 네

근임을 이해한다.

오차 이상의 방정식에 대한 내용은 수업의 정리 단계에서 교사 설명으로 다루었다.

Ⅳ. 연구 결과 및 분석7)

1. 이차방정식

이차방정식의 근을 구하는 과정을 단계별로 나누어 학생들이 탐구할 수 있도록 구성하였으며, 모둠별 토론

을 통해 생각을 공유하고 서로 해답을 찾아가는 과정을 분석하였다.

(단계 1) 이차방정식    의 두 근  에 대하여 근과 계수의 관계를 구하도록 하였

다. 이 단계는 고등학교 1학년 수학Ⅰ에 설명되어 있어 쉽게 해결하였다.

(단계 2) 근의 치환에 대해 설명하고, 근으로 만들 수 있는 치환을 모두 찾아보도록 하였다. 근이 2개 있으므

로 두 근을 나열하는 모든 경우의 수는 ×  (가지)이다. 이 단계 역시 쉽게 해결하였다.

(단계 3) 라그랑주가 분해식을 찾아낸 방법을 설명한 후, 방정식의 근의 함수인 분해식을 찾아보도록 하였다.

라그랑주의 분해식은 근으로 표현하는 근의 유리식8)이다. 또한, 근의 모든 치환을 대입하였을 때 방정식의

차수보다 작은 수로 분류할 수 있어야 한다. 이차방정식은 근의 치환을 적용하여도 분해식의 값이 하나로 나타

나도록 만들어야 한다. 따라서 이차방정식의 두 근의 위치를 바꾸어 대입하여도 분해식의 값이 변하지 않도록

만들어야 함을 강조하였다. 합을 이용하여 분해식을 만든 학생도 있었으나, 대부분의 학생들은 합은 첫 번째 단

계에서 찾아낸 근과 계수의 관계에 포함되는 식이므로 의미가 없다는 사실을 인식하였다. 학생들은 이차방정식

의 경우는 비교적 쉽게 이해하였으며, [그림 Ⅳ-1]과 같은 분해식을 만들었다.

[그림 Ⅳ-1] 학생 5가 찾은 이차방정식의 분해식

7) 학생산출물에서는 학생들에게 부여한 고유 번호로 학생 이름을 대신하기로 한다.

8) 근의 사칙연산을 사용하여 나타낸 식을 의미한다. 즉,  와 같은 무리식은 될 수 없다.
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(단계 4) (단계 3)에서 만든 식을 근과 계수의 관계를 이용하여 표현해 보도록 하였는데, 대부분의 학생들이

곱셈공식을 변형하여 쉽게 해결하였다.

[그림 Ⅳ-2] 학생 18이 찾은 근과 계수의 관계를 사용한 분해식의 표현

(단계 5) 지금까지 구한 내용을 바탕으로 이차방정식의 근의 공식을 유도해 보도록 하였다. 특히, 두 근의 합

과 분해식을 이용하여 연립방정식을 해결하도록 했다.

[그림 Ⅳ-3] 학생 13이 찾은 근의 공식 유도과정

다음 대화에서 기존에 알고 있던 방법 이외에도 근의 공식을 유도하는 새로운 방법을 접하고서 흥미로워 하는

모습을 볼 수 있다.

학생 2 : (이것과 이것의) 연립방정식 푸는 거잖아.

학생 5 : 과  합이잖아.

학생 7 : 연립을 하라고?

학생 2 : 일단, 이거 빼거나 더하면 안 돼?

학생 5 : 이거를  씌운 이 식이랑 위에 식이랑 연립하면 나오잖아.

학생 2 : 그래. 두 개 더하면  나오잖아.

학생 7 : 아. 알겠다.(박수치며)

학생 2 : 어 이거, 근의 공식이네.

위의 대화에서 학생 2, 학생 7은 근의 공식이 유도되었다는 사실에 놀라고 있다. 또한, 3단계에서 찾은 다른 분

해식에 대해서도 같은 값을 가진다는 사실을 찾았다. 그리고 이차방정식의 근의 공식을 유도하는 과정을 정리하

면서, 근의 치환에 의해 분해식이 같은 값을 가진다는 사실로부터 대칭이라는 개념을 일깨워주었다.

2. 삼차방정식

학생들은 이차방정식의 근의 공식은 알고 있지만, 삼차방정식의 근을 찾는 방법은 인수분해와 인수정리를 이

용한 방법만 배운 상태이다. 따라서 이 과정은 삼차방정식의 근의 공식을 찾는 과정이기도 하다. 이차방정식에서
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는 일반식을 제시하였으나, 삼차방정식에서는 계수가 주어져 있는 구체적인 문제를 통해서 근과 계수의 관계를

찾고, 분해식을 구성하여 단계적으로 근을 유도하도록 하였다. 사용된 삼차방정식은   이다.

(단계 1) 세 근을   라 할 때,    의 전개식과 비교하여 근과 계수의 관계

를 찾아보도록 하였다. [그림 Ⅳ-4]는 학생 6이 찾아낸 삼차방정식의 근과 계수의 관계이다. 이 과정은 계산식이

다소 복잡하지만 대부분의 학생들이 쉽게 해결하였다.

[그림 Ⅳ-4] 학생 6이 찾은 근과 계수와의 관계

(단계 2) 세 근으로 만들 수 있는 치환을 모두 구하도록 하였다. 근이 개가 있으므로 세 근을 나열하는 모

든 경우의 수는 ××  (가지)이다. [그림 Ⅳ-5]는 세 근으로 만들 수 있는 모든 치환의 경우를 학생 20이

구해낸 결과이며, 대부분의 학생들도 쉽게 찾아냈다.9)

[그림 Ⅳ-5] 학생 20이 찾은 세 근으로 만들 수 있는 모든 치환

분해식을 찾는 데 사용되는 아이디어를 제공하기 위하여, 다음 단계로 넘어가기 전에  의 근을 원 위에

표현하는 방법에 대해 간략히 설명하였다. 삼차방정식  의 한 허근을   





라 할 때,

  ,  임을 상기시키고,  의 근을 [그림 Ⅳ-6]과 같이 나타낼 수 있음을 설명하였다.







[그림 Ⅳ-6]  의 세 근

(단계 3) 근으로 표현되는 분해식을 를 사용하여 표현하도록 하였다. 학생들은 삼차방정식의 분해식인

9) 이 때, 치환의 표현을

    
   

으로 나타내게 하였다. 즉,     는 → , → , →임을 의미한다.
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      
 



을 쉽게 만들어내지는 못했다. 따라서 세제곱을 하면 어떻게 될지에 대해 생각하도록 하고, 원에서의 위치를 생

각하도록 안내하였다. 그 결과 학생들은 원에서 세제곱의 의미를 회전으로 생각하고, ,  , 의 위치를 이용

하여 분해식을 이해하는 모습을 보였다.

(단계 4) 근의 치환을 적용하여 분해식이 몇 가지 종류로 분류되는지 그림으로 나타내도록 하였다. 학생 23은

[그림 Ⅳ-4]와 같이 치환에 의한 분해식의 결과를 그림으로 나타내어, 가지 경우가 개씩 같은 것이어서 최종

적으로 가지 종류로 분류됨을 찾아냈다. 이 과정에서 학생들은 방정식을 그림으로 표현할 수 있었으며, 이때

대칭성이 사용되었다는 사실을 깨달았다. 특히, 식으로만 접근할 때보다 쉽게 이해하였다.

[그림 Ⅳ-7] 학생 23이 그림으로 찾은 두 가지 분류

다음은 [그림 Ⅳ-7]을 찾는 과정에서의 학생들이 한 대화이다. 그림을 이용하여 활발히 의견을 나누고 있음을

알 수 있다.

학생 25 : 그러니까 이거를   이라고 하고 여기다가 냐 이냐에 따라 달라진다는 거 아니

가?

학생 24 : 그림에서   을 보면 왼쪽으로 회전하냐 오른쪽으로 하냐......

학생 13 : 세제곱하니까 똑 같아지는 거 아니가?

학생 24 : 얘가 원래 이거면 계속 돌리면 위치만 다르게 해서 같은 거잖아.

학생 25 : 그니까. 이렇게 되는 거재?

(단계 5) 앞 단계에서 찾은 두 종류의 결과를 , 라 하면, 다음 식으로 나타낼 수 있다.

      
 

 ,       
 

 

그림으로 구별한 가지 경우를 직접 계산하여도 동일한 결과가 나오는지 찾아보도록 하였다. 계산에 시간이

걸리므로 모둠별로 나누어 확인해 보도록 하였다.

   이라 하면, 의 성질10)에 의해서
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      
 







 












이고,

     
 

 ,       
 

 

이다. 따라서

       

이 성립한다. 동일한 방법으로,

       

임을 학생들이 스스로 확인하였다.

(단계 6) 과 에 대하여 합과 곱을 삼차방정식의 근과 계수의 관계를 이용하여 나타내도록 하였다. 이

과정을 식으로 살펴보면,

  


 ,   


,   




라 할 때, 과 의 합과 곱은 다음과 같다.

 



 

  
 

 
 

  
 

 
 

  






 




[그림 Ⅳ-8]은 학생 18이 근과 계수의 관계를 이용하여   의 합과 곱을 표현한 것이고, [그림 Ⅳ-9] 의

(1)은 학생 1이 찾은   의 합이고, (2)는 학생 14가 삼차방정식의 값을 대입하여 계산한   의 합과 곱

이다. 이 단계에서   의 합과 곱을 삼차방정식의 근과 계수로 표현하는 과정이 복잡해서인지, 학생 1과 학

생 14, 학생 18, 세 사람만이 찾아내었다. 특히, 학생 1과 학생 14는 합을 표현하였고, 시간이 부족하여 곱을 찾

아내지는 못했다. 하지만, 학생 18은 합과 곱을 모두 찾아내었다.

10) 는   의 한 허근이다. 즉,   이다.



대칭성을 고려한 방정식의 해법 지도 711

(1)

(2)

[그림 Ⅳ-8] 학생 18이 찾은   의 합과 곱 [그림 Ⅳ-9] 학생 1과 학생 14가 찾은   의 합과 곱

이 단계에서는 근과 계수의 관계를 이용하여 합과 곱을 표현할 수 있느냐가 중요하다. 해결해 낸 3명의 학생

은 수학 성적이 높은 편이며, 계산능력이 우수한 학생이었다.

(단계 7) 이차방정식의 근과 계수의 관계를 이용하여 , 를 근으로 하는 이차방정식을 만들어 구하도록

하였다. 그리고 세제곱근을 계산하도록 하였다. 계산이 복잡하므로 휴대폰을 이용하여 계산하도록 안내하였다.

[그림 Ⅳ-10]은 학생 23이 이차방정식을 찾고 이를 구한 결과이다.

[그림 Ⅳ-10] 학생 23이 찾은 과 를 근으로 하는 방정식과 그 해

위의 과정을 식으로 다시 정리하면,

 

  


 

이고, 이 식의 두 근이 과 이다.
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(단계 8) 삼차방정식의 해 , , 를 구하는 단계이다.   
 

 을 변형하면  

  이고, 도 동일한 방법으로 나타내면   
  가 된다. 삼차방정식의 근과

계수의 관계를 이용하면 다음 연립방정식의 해가 구하고자 하는 세 근이 된다. 연립방정식










 


   


  
 

를 풀면 삼차방정식의 세 근을 구할 수 있으므로 이를 직접 계산하도록 하였으며, 이때 의 성질을 이용하

도록 안내하였다. [그림 Ⅳ-11]은 학생 26이 계산한 답안이다.

[그림 Ⅳ-11] 답안 예시(학생 26)

이로써 삼차방정식   의 해를 구할 수 있었다. 다음은 삼차방정식과 이차방정식을 해결하는

과정을 비교하는 대화이다.

학생 18 : 이차방정식 해 구하는 거에선 합이랑 곱이랑 알면 되잖아요.

교 사 : 그렇죠. 그러면 삼차방정식 구하는 거랑 어떤 부분이 비슷해요?

학생 18 : 이렇게 똑같은 거 찾는 거요.

교 사 : 그렇죠. 여기에서 같은 값을 가지는 걸 찾아서 분류하는 게 중요하죠.
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위의 대화로부터 같은 것을 찾는 것 - 즉, 대칭을 이용하여 근의 치환에 의해 분해식의 값이 불변인 것을 분

류하는 것 - 이 중요함을 인식하고 있음을 알 수 있다

다음으로, 삼차방정식   에 대하여 앞의 일련의 풀이 과정을 다시 해보도록 하였다. 이전

시간에 학습한 삼차방정식의 해법을 상기하며 문제를 해결해내는 모습을 보였다. [그림 Ⅳ-12]는 마지막 단계인

8단계에 대한 학생 15의 답안이다.

[그림 Ⅳ-12] 답안 예시(학생 15)

3. 사차방정식

이차, 삼차방정식과 같은 방법으로 사차방정식의 근을 구하는 과정을 단계별로 나누어 활동하였으며, 해결해

야 할 문제로    을 제시하였다.

(단계 1) 네 근을    라 할 때,    의 전개식과 비교하여 근

과 계수의 관계를 찾아보도록 하였다. [그림 Ⅳ-13]은 학생 27이 찾은 사차방정식의 근과 계수의 관계이다. 이

단계는 계산이 다소 복잡하지만 대부분 해결하였으며, 방정식에서 바로 식의 값까지 구하였다.
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[그림 Ⅳ-13] 학생 27이 찾은 근과 계수의 관계

(단계 2) 네 근으로 만들 수 있는 치환을 모두 구하도록 하였다. 네 근    로 만들 수 있는 모든

치환은    ×  ×  ×   (가지)이다. [그림 Ⅳ-14]는 학생 17이 구한 답안이다.

[그림 Ⅳ-14] 학생 17이 찾은 네 근으로 만들 수 있는 모든 치환

(단계 3) 근으로 표현되는 분해식을 만들도록 하였다. 이 경우는 네 근을 이용하여 분해식을 만들 때, 근의

모든 치환을 대입한 결과를 같은 것끼리 분류하여 최대한 작게 되도록 식을 만들어야 한다. 즉, 24개의 치환에

의한 분해식의 값이 8개씩 3가지로 분류되도록 해야 한다. 다음 [그림 Ⅳ-15]는 학생 1, 18, 24, 27이 찾아낸 분

해식들이다. 이들 중에서 (1)과 (3)은 주어진 조건을 만족하는 분해식이지만, (2)와 (4)는 만족하지 않아 분해식

이 아니다. 즉, (1)과 (3)은 근의 치환에 의해 분해식이 3가지로 분류가 되지만, (2)와 (4)는 3가지로 분류되지 않

는다. 이를 통해 분해식은 하나가 아니라는 사실을 학생들은 알게 되었고, 그 속에 숨은 원리를 생각해 볼 수 있

는 기회가 되었다. 삼차방정식에서는 를 사용하여 학생들이 다소 어려워했지만, 사차방정식에서는 단순한 사

칙연산을 사용하여 분해식을 찾아봄으로써 좀 더 쉽게 다양한 결과를 이끌어낼 수 있었다.

 (1) (2) (3) (4)

[그림 Ⅳ-15] 학생들이 찾은 사차방정식의 분해식들

(단계 4) 사각형의 그림과 식을 이용하여 근의 모든 치환을 분해식에 대입하고 식의 값이 몇 개로 분류되는

지 찾아보도록 하였다. 이 때, 근으로 표현되는 분해식을

     

라고 하고, 이를 [그림 Ⅳ-16]처럼 표현하면, 이 식은 다음과 같은 사각형의 대각선을 곱한 것을 의미한다.

4 2

1 3

[그림 Ⅳ-16]
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[그림 Ⅳ-17]은 학생 1이 24개를 3가지로 분류한 것인데, 같은 종류는 동일한 색깔로 표현하고 있다.

[그림 Ⅳ-17] 학생 1이 그림으로 찾은 세 가지 분류

사차방정식의 차수보다 작은 3가지로 결과가 분류되어야 한다는 아이디어를 학생들이 가지고 있음을 볼 수

있다. 대부분의 학생들이 삼차보다 사차를 더 쉽게 인식하였으며, 사각형을 활용하여 회전, 대칭 등 다양한 방법

으로 사고하였다. 사차방정식의 근의 함수 는 치환에 의하여 단지 3개의 다른 값만을 가진다. 주어진 치환에

의해 변환된 근의 함수가 가질 수 있는 3개의 서로 다른 값은 아래와 같다.

        ,           

          ,           

          ,           
          ,           
        ,           

          ,           
          ,           
          ,           
        ,           

          ,           
          ,           
          ,           
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다음은 대칭을 이용하여 동일한 것을 찾아낼 때의 학생들 간의 대화이다. 그림에서 분해식의 값이 같은 것끼

리 분류하는 활동 과정에서 학생들이 대칭을 인식하고 있음을 알 수 있다.

학생 21 : 대칭이네

학생 17 : 어떻게?

학생 21 : 대각선에 이거이거 바꾸잖아.

학생 17 : 그러면 똑같은 거 아니가?

학생 21 : 응.

학생 17 : 이야 내가 드디어 찾았다.

(단계 5) 근과 계수의 관계를 이용하여 앞의 단계에서 구한 세 종류의 식을 근으로 하는 삼차방정식을 만들

도록 하였다.

  ,   ,   

일 때,   를 근으로 하는 삼차방정식의 근과 계수의 관계는 사차방정식의 근과 계수의 관계를 이용하

여 나타낼 수 있다. 결국,   를 세 근으로 하는 방정식을 만들 수 있다. 이를 위해 먼저 다음을 계산해

보도록 하였으며, 모둠별로 계산 결과를 확인하도록 하였다. 이때,    은 사차방정식의 근과 계수와

의 관계를 의미한다11). 이를 식으로 표현하면 다음과 같다.

    

  



 

     




[그림 Ⅳ-18]은 학생 18이 이를 이용하여 만들어낸 삼차방정식이다.

 

[그림 Ⅳ-18] 학생 18이 찾은 삼차방정식12)

11)       


  ,           


 

          


  ,    


 
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(단계 6) (단계 5)에서 만든 삼차방정식의 해를 구하는 단계이다. 이 단계에서는 계산과정을 반복하지 않도록

하기 위해 앞 시간에 해결했던 삼차방정식을 이용하도록 식 자체를 구성해 놓았다. [그림 Ⅳ-19]는 학생 2가 찾

은 삼차방정식의 근이다.

 

[그림 Ⅳ-19] 학생 2가 찾은 삼차방정식의 근

(단계 7) (단계 6)에서 구한 결과를 이용하여 이차방정식을 만들고 근을 구하도록 하였다. 여기서 주의할 점

은 이차방정식을 두 번 만들어 계산해야 한다는 점이다. 계산을 돕기 위해 휴대폰을 이용하도록 하였다. [그림

Ⅳ-20]은 학생 18의 답안이다.

 

[그림 Ⅳ-20] 학생 18이 찾은 사차방정식의 근

4. 오차 이상의 방정식의 해법

일반적으로 오차 이상의 방정식은 근호로 풀이가 가능하지 않다. 지금까지 살펴본 방법을 이용하면, 오차방정

식에서 근의 치환의 개수는 ××××  (가지)이며, 치환에 의한 분해식의 값이 가지보다 적게 분

류할 수 있는 분해식을 찾아야 한다. 하지만 오차방정식에 대해서는 그러한 분해식을 찾을 수 없다. 즉, 오차방

정식은 근호로 풀이가 가능하지 않다는 의미이다. 다음은 이러한 것을 설명하는 과정에서의 대화이다.

교 사 : 따라서 오차 이상의 방정식은 근호로 풀이가 가능하지 않아요.

학생 2 : 선생님, 근데 상반방정식은 되잖아요.

교 사 : 그렇죠. 특수한 경우는 가능해요.

학생의 의문은 오차방정식에서도 가능한 경우가 있으며, 이 경우는 왜 가능한지를 묻고 있다. 만약, 상반방정

식이나  과 같이 방정식의 근들이 충분한 대칭성을 가진다면 근호로 풀이가 가능할 수 있다. 학생의 질문

은 교사의 설명에 대한 반례를 제시한 것으로, 질문에 의해 방정식이 근호로 풀이가 가능한가의 여부는 방정식

에 숨어있는 대칭성의 정도에 의해 결정된다는 것을 강조할 수 있었다. 이러한 수업을 통해 학생들은 방정식의

12) 분해식의 값   를 세 근으로 하는 삼차방정식이며, 보조방정식 또는 분해방정식이라고 부른다.
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해를 단순히 구하는 데에 그치지 않고, 방정식이 근호로 풀이되는 경우의 대칭성의 의의를 이해하고 있었으며,

나아가 오차 이상의 방정식의 근호 풀이는 불가능하다는 사실에 자신들이 경험한 반례를 들며 반박하는 등 발

전적 사고와 태도를 보여주고 있다.

5. 수업에 대한 학생들의 반응

수업이 실시된 후, 대칭성 및 근과 계수의 관계의 중요성에 대한 학생들의 이해도와 생각을 묻기 위해 설문

조사를 하였다. 설문 문항은 크게 두 가지로 구성하였다. 첫 번째 문항은 ‘방정식의 해법에서 가장 중요한 요소

가 어떤 것이라 생각하나요?’이다. [그림 Ⅳ-21]은 순서대로 이에 대한 학생 1, 9, 14, 7의 설문결과이다.

(1) (2)

(3) (4)

[그림 Ⅳ-21] 학생들의 설문결과 예시

첫 번째 문항의 조사 결과에 따르면, 위의 예시와 같이 네 가지 반응으로 분류할 수 있다. (1)의 응답과 같이

‘대칭’이라는 용어나 의미를 제시한 학생이 3명, (2)와 같이 분해식이 중요하다고 대답한 학생이 8명이었다. (3)과

같이 근과 계수의 관계라고 응답한 학생이 4명, (4)와 같이 분해식과 근과 계수의 관계를 함께 제시한 학생이 6

명이었다. 즉, 학생들은 이 수업을 통해 방정식의 해법에서 중요한 것으로 분해식과 근과 계수의 관계를 들고 있

다.

두 번째 문항은 ‘수업 이후 느낀 점에 대해 자유롭게 작성해 보세요.’이다. 설문조사 결과를 살펴보면 계산이

복잡하거나 어려웠음을 표현한 학생이 14명이었다. 그런데 학생들의 응답을 살펴보면 ‘처음에는 계산하는 것이

힘들어서 좀 그랬는데, 나중에 내가 알던 그 식이 나오고, 답을 구하는 것을 보니 신기하고, 원래 수학은 그냥

힘들고 포기하고 싶은 걸로 생각했는데 이걸 하니 재미있었다.(학생 8)’, ‘하는 도중에 굉장히 복잡했지만 그래도

재미있었다.(학생 26)’, ‘수업이 진짜 어려웠고 계산하는 게 힘들었지만 신기했다.(학생 5)’와 같이 어려웠지만 신

기하고 재미있었다고 응답한 학생들이 대부분이다. 또한, 단순히 재미있었음을 표현한 학생도 있었으며, 학생들

중 20명이 수업에 대해 신기해하거나 흥미를 느꼈다고 답하였다.

흥미에서 더 나아가 방정식의 해법에 대한 자신감과 방법을 알게 되었다고 언급한 응답도 있었다. ‘방정식을

푸는 방법을 잘 이해할 수 있었고, 방정식에 흥미가 생겼고, 재밌었다.(학생 14)’, ‘방정식에 한층 자신감이 생겼

다.(학생 1)’, ‘차 방정식의 풀이법에 대해 예전보다 잘 알게 되었다.(학생 4)’, ‘처음에는 구하는 과정이 길어서

어려울 것 같았다. 그래도 하다 보니 답이 나와서 뿌듯했다. 고차방정식을 풀 수 있는 방법을 알게 됐다.(학생

22)’와 같이 수업을 통해 방정식의 해법에 흥미를 가졌고, 이를 통해 자신감을 가지게 되었음을 알 수 있다.

한편, ‘이전에는 방정식을 풀 때 있던 공식으로 풀었다면 이번 수업을 통해서 실제 공식도 직접 만들어보고

더 깊게 알 수 있어서 머리는 아팠지만 유익했다.(학생 9)’, ‘어렵고 이해하기 힘든 부분이 많았다. 원래 공식만

알고 있었지만 그것 말고 좀 더 깊은 수학 공부를 한 것 같다.(학생 12)’, ‘내가 아는 근의 공식은 이차방정식의

근의 공식뿐인데 이번 수업을 하면서 삼차, 사차방정식의 분해식을 이용하는 과정이 복잡하고 어려웠지만 해를

구했을 때 정말 재미있었다.(학생 23)’와 같은 응답을 통하여 근의 공식이 방정식의 유일한 해법이 아니며, 다른

해법이 있다는 사실을 학생들은 이해했음을 보여주었다.

근과 계수의 관계를 언급한 학생들도 있다. 학생들의 응답을 살펴보면 ‘근과 계수의 관계를 이용하는 것이 신

기했고 계산은 어려웠다. 계산 실수를 고쳐야겠다.(학생 27)’, ‘평소에 그냥 외우기만 했던 근과 계수의 관계를 원
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리를 알아보고 증명하고 왜 이런 식이 나오는지 알 수 있어서 좋았다. 이번 기회에 근과 계수의 관계는 절대 잊

지 못할 꺼 같다.(학생 10)’와 같이 근과 계수의 관계의 중요성을 이해하고 있음을 알 수 있었다.

그리고 방정식의 풀이에서 분해식 또는 공통적인 원리가 있음을 언급한 경우도 있었다. [그림 Ⅳ-22]와 [그림

Ⅳ-23]은 이에 대한 학생들의 응답 사례이다. 학생 15는 직접 분해식을 찾아냈다는 사실과 방정식을 보다 깊게

살펴볼 수 있었다는 것을 이야기하며 흥미로워함을 알 수 있다. 또한, 학생 21은 방정식을 해결해 나가는 과정에

서 공통의 원리가 적용되고 있다는 점과 방정식의 다양한 풀이방법이 있음을 통해 수학에 흥미를 느끼고 있다.

[그림 Ⅳ-22] 학생 15의 설문지 2번 문항 [그림 Ⅳ-23] 학생 21의 설문지 2번 문항

이외에도 ‘대수의 군의 개념을 탄생시킨 이 정리가 신기했다. 몇 백년간 거쳐서 발견된 정리를 단시간 안에

다 배워야 했던 것이 조금 아쉬웠지만 재미있었다.(학생 2)’와 같은 답안도 있었다.

Ⅲ. 결론 및 제언

학교수학에서 방정식은 ‘방정식을 풀어 해를 구하는 것’이라는 인식이 있어 왔다. 이 생각 속에는 방정식의

해는 항상 구할 수 있는 것이며, 따라서 알고리즘을 잘 익히면 기계적 계산으로 해를 구할 수 있다는 사고가 들

어있다. 실제로 2007 개정 수학과 교육과정 해설(교육과학기술부, 2008)을 보면, ‘문자와 식’ 영역의 <지도의 의

의>에서 ‘문제를 이해하고 답을 구하는 문제에서, 문자를 사용하여 미지수를 나타내면 문제의 뜻에 맞는 식을

세울 수 있다. 식이 세워지면 대부분의 경우 그 다음부터는 형식적인 계산이 가능하게 되고, 계산 과정에 착오만

없다면 답을 정확하게 이끌어낼 수 있게 된다. (중략) 식을 세운다는 것은 방정식이나 부등식을 세우는 것을 말

하는데, 방정식과 부등식은 여러 가지 문제 해결에 중요한 도구가 될 수 있다.’라고 하여 문제해결수단으로써의

방정식을 강조하고 있다. 하지만 방정식의 해법에 관한 관심은 단순히 해를 구할 수 있는 방법에 관한 것뿐 아

니라 해의 존재성과 해를 구할 수 있는 조건인 대수적 구조에도 있어 왔다.

본 연구에서는 고등학교 1학년 수업을 통하여 단순히 방정식을 푼다는 것만이 아닌, 삼차 이상의 방정식에도

근의 공식이 항상 존재하는지, 근의 공식이 존재하지 않는다면 그것을 어떻게 판단하는지 등 방정식에 대한 체

계적인 경험을 하게 하였다. 이러한 질문에 대한 답은 라그랑주의 방정식론에서 찾을 수 있는데, 본 수업에서는

그의 이론을 단계별로 구성하여 접근과 이해가 용이하게 하였다.

라그랑주 이론의 핵심은 대칭성과 근과 계수의 관계인데, 방정식에 대한 근의 공식이 존재한다면, 해는 오직

주어진 방정식의 계수에 의해 결정되며 계수들의 사칙연산과 근호를 통해서 구할 수 있다. 이러한 관점에서 모

든 방정식을 풀기 위해서는 해당 방정식에 맞는 근의 공식이 존재해야 한다. 하지만 오차 이상의 방정식에 대해

서는 근의 공식이 존재하지 않음이 알려져 있다. 그럼에도 학교수학에서는 이차방정식의 근의 공식만을 다루고,

나머지 다른 차수의 방정식의 근의 공식이나 공식의 존재 여부를 다루지 않고 있다. 이로 인해 학생들은 방정식

의 해법과 관련한 본질적인 이해를 갖고 있지 못하며, 학교수학에서 다루는 근과 계수의 관계가 가지는 의의도
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모른 채 방정식의 하나의 성질로써 수용하고 있는 실정이다.

방정식을 푸는 중요한 원칙은 차수는 낮추고 미지수의 수는 줄여가는 것이다. 그것은 이전 단계의 해법을 이

용하여 방정식을 해결하고자 하는 사고로, 일차방정식과 이차방정식이 중요시 되는 이유이기도 하다. 이러한 관

점에서 방정식의 모든 해의 치환을 찾고, 치환에 따르는 분해식이 갖는 값을 분류하고, 이를 근과 계수의 관계로

나타내는 과정을 통하여 방정식의 차수를 낮추는 과정을 거치게 된다. 즉, 방정식의 구조를 살피는 것이 방정식

의 해법의 근본이며, 대칭의 관점에서 분해식을 찾고 방정식을 해결하는 것이 방정식의 풀이에서 중요하다. 따라

서 방정식의 해를 구하기 위해서는 근과 계수의 관계와 방정식의 근으로 만든 분해식과의 관계를 탐구하고, 분

해식을 근과 계수의 관계로 표현할 수 있어야 한다.

학생들은 수업을 통해 방정식의 해법에 관한 이러한 흐름과 내용을 이해했으며, 자신들이 학습했던 근과 계

수의 관계가 가지는 의의를 인식하였다. 또한 방정식론에서의 대칭성의 의의도 재발견하였다. 하지만 복잡한 계

산에 어려움을 보이거나 귀찮아하는 경향도 있었다.

이러한 연구는 학생들에게 방정식의 해법에 관한 기존의 관점과는 다른 관점과 체계적인 방정식에 대한 이해

를 주려는 목적을 가지지만, 더불어 대수학에서의 군, 체 등과 연결되는 과정을 자연스럽게 이해할 수 있어 교사

의 전문성 신장에도 기여한다. 클라인이 ‘이중단절(double-forgetting)13)’이라 표현하였듯이 중등학교수학과 대학

수학과의 연결성이 단절된 교사교육은 현대수학이 반영된 중등학교수학의 지도에 있어 본질적 지도를 어렵게

한다. 따라서 중등수학과 고등수학의 연결성을 수업으로 구성하고, 이를 수업에 적용하여 학생들의 반응을 고찰

한 본 연구는 교사전문성 신장과 학생들의 수학에 대한 본질적인 이해에 도움을 준다고 할 수 있다. 하지만 계

산의 복잡도나 추상적인 표상 등에 대한 어려움은 이 연구의 한계점이며, 이에 대한 후속 방안의 검토가 필요하

다.
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Based on Lagrange’s general theory of algebraic equations, by applying the solution of the equation using the 
relationship between roots and coefficients to the high school 1st grade class, the purpose of this study is to recognize 
the significance of symmetry associated with the solution of the equation. Symmetry is the core idea of Lagrange’s 
general theory of algebraic equations, and the relationship between roots and coefficients is an important means in the 
solution. Through the lesson, students recognized the significance of learning about the relationship between roots and 
coefficients, and understanded the idea of symmetry and were interested in new solutions.

These studies gives not only the local experience of solutions of the equations dealing in school mathematics, but 
the systematics experience of general theory of algebraic equations by the didactical organization, and should be 
understood the connections between knowledges related to the solutions of the equation in a viewpoint of the 
mathematical history.
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