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Abstract

Variance components models incorporate various random factors in the form of linear models. There are two

experimental Layouts for the classification of factors under variance components models: nested classification

and crossed classification. We consider two-way variance components models and investigate the effect of

experimental Layout on the performance of model selection criteria AIC and BIC. The effect of experimental

Layout is studied through a simulation study with various combinations of parameters in a systematic

fashion. The simulation study shows differences in performance of model selection methods between the

two classification. There is a particular tendency to prefer the smaller model than the true model when the

variance component of a nested factor becomes relatively larger than a nesting factor that is persistent even

when the sample size is not small.

Keywords: variance components models, linear mixed models, nested classification, crossed classification,

model selection, AIC, BIC, experimental layout

1. 서론

분산성분모형(Variance components models)은 여러 가지의 임의 요인들(random factors)이 관측값에
미치는 구조를 선형식으로 나타내는 모형이다. 요인의 효과가 고정효과(fixed effects)인 경우 일반선형

모형(General linear models)을 사용하여 자료를 분석하지만 요인들 중에 임의효과(random effect)가

있는 경우 고정효과와 임의효과를 동시에 고려하는 선형혼합모형(Linear mixed effects models)을 사

용하며 분산성분모형은 선형혼합모형의 특별한 형태이다. 분산성분모형에서 모수를 추정하는 방법으

로 전통적인 분산분석법(analysis of variance; ANOVA)이 오랜 기간 널리 사용되었고 근래에 들어서
는 컴퓨터를 이용한 계산법의 발달로 인하여 복잡한 모형에서도 모수의 추정이 가능한 최대가능도 추

정법(Maximum likelihood estimation) 또는 분산성분을 편이없이 추정하는 제한적 최대가능도 추정

법(Restricted maximum likelihood estimation)이널리사용된다 (Searle 등, 1992).

일반선형모형에서 유의한 요인 또는 변수를 선택하는 방법은 변수선택법, 분산분석표를 이용한 F -

검정법 또는 가능도비 검정법(likelihood ratio test)이 있으며 개선된 검정방법들이 다양하게 제시

되어 있다. 또한 정보기준(Information criteria)에 근거한 AIC(Akaike Information Criteria) 또는
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BIC(Bayesian Information Criteria) 등을 사용하여 모형선택이 가능하다. 하지만 임의효과에 대해서

는 고정효과를 선택하는 변수선택법(예를 들어 forward selection, stepwise selection)을 그대로 적용하
기 힘들다. 예를 들어 다변량 분산성분인 경우 하나의 분산성분이 영이면 해당하는 공분산도 영이 되는

데 이러한 구조적 문제를 변수선택법에 구현하기 쉽지 않다. 또한 임의효과에 대한 통계적 가설검정은

일부 균형 배치(balanced design)인 경우에만 제곱합을 이용하는 단순한 F -검정법이 존재하고 불균형
배치인 경우는 F -검정법이 존재하지 않는 경우가 많다. 수정된 F -검정법을 사용하더라도 검정 통계량

의 분포가 카이제곱분포의 혼합분포(mixture distributions) 형태로 나타나고 모형의 종류에 따라 혼합

의 형태가 틀려지기 때문에 실제 분석에서 이용하는 것이 매우 어렵다. 가능도비 검정(likelihood ratio

test)도 마찬가지로 분산성분이 영을 가지는 귀무가설 하에서 검정통계량의 분포가 카이제곱분포를 따
르지않고그분포의형태가문제마다달라지기때문에일반카이제곱검정을이용하면검정력(power)이

떨어질 수 있다는 것이 알려져 있다 (Stram과 Lee, 1994; Crainiceanu와 Ruppert, 2004; Pinheiro와

Bates, 2006). 더나아가 F -검정법과가능도비검정은포함관계가없는모형들(non-nested models)을

고려하는 경우 적용할 수 없다. 정보기준에 의한 모형선택법은 자료의 균형성이나 요인의 배치에 관계
없이가능도함수와모수의갯수만알면쉽게적용할수있다는장점이있어근래에는선형혼합모형에서
정보기준을 이용한 모형의 선택법을 이용하려는 경향이 강하며 다양한 정보기준 모형선택법들이 제안되

고 있다 (Müller 등, 2013). 다만 정보기준에 의한 모형선택법은 주어진 모형에 대해 잘 설계되어진 특

정한검정법보다모형선택의효율이떨어질수있다

선형혼합모형에서는 임의효과가 가지는 구조와 통계적 분포의 특성으로 인하여 모형선택 방법을 설계
하는 것이 쉽지 않다. 최근에 AIC를 변형한 방법들이 많이 연구되었으며 대표적인 성과로 임의효과
의 유효 자유도(effective degrees of freedom)를 고려한 조건부 AIC(conditional AIC)가 제안되었지

만 (Vaida와 Blanchard, 2005; Greven과 Kneib, 2010; Müller 등, 2013 ) 조건부 AIC는 여러 모의

실험 연구를 통하여 자료를 생성하는 참모형(data generating model; true model)보다 과대모형(over-

parameterized model)을 선택하는 경향이 심하다는 것이 알려져 있다 (Dimova 등, 2011; Lee, 2015).

베이지안 방법을 이용한 임의효과의 선택법에서 분산성분에 대한 사전분포(prior distribution)을 선택

하는 경우 분산성분이 경계값(boundary value)인 영의 값을 가질 수 있도록 사전확률을 주는 여러 가지

방법들도 제안되었지만 (Pauler 등, 1999; Chen과 Dunson, 2003; Saville와 Herring, 2009) 복잡한 형

태의 사전확률분포와 사후확률을 계산하는 수치적인 어려움때문에 실제 문제에 쉽게 적용할 수 없는 것

이 현실이다. 앞에서 언급한 이유로 인하여 가장 단순한 형태의 AIC와 BIC가 많은 연구에서 선형혼합
모형의모형선택법으로사용되고있다.

선형혼합모형에서 정보기준에 근거한 모형선택법, 특히 AIC와 BIC의 효율은 많은 연구들에서 이론
적인 성질보다 모의실험에 근거한 경험적 증거로 제시되었지만 대부분의 연구들이 고려한 모형은 임
의효과가 하나인 가장 단순한 일원배치모형(one-way classification models)이다. 많은 연구에서 사
용한 모형이 반복측정자료(repeated measures)이며 이는 비록 다차원의 임의벡터를 고려하더라도 그
룹(group)을 나누는 요인이 하나인 일원배치모형이다. 이렇게 가장 단순한 모형만을 고려한 모의 실험

의 한계는 Müller 등 (2013)에 의해 제기되었다. 최근까지 제시된 연구들 중 가장 광범위한 모형들과
선택법들을 모의실험에 의해 비교한 연구는 Dimova 등 (2011)이 수행하였다. 이 연구에서 가장 좋은
성능을 보인 선택법은 BIC와 수정항이 표본의 개수의 제곱근(

√
n)에 비레하는 GIC(General Informa-

tion Criteria)로 나타났다. 하지만 Dimova 등 (2011)이 수행한 모의실험에서도 일원배치모형만을 사

용하였다. 최근조건부 AIC의성능을비교한 Lee (2015)는이원배치모형(two-way classification mod-

els)의 형태를 고려하였으며 이 때 모형선택법의 효율이 요인의 배치구조와 분산성분의 크기에 따라 다
르게나타나는현상을발견하였다.
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본 연구은 이원배치 분산성분모형에서 대표적인 설계구조인 교차배치(crossed classification)과 지분배

치(nested classification) 모형을 고려한다. 이러한 모형 하에서 분산 성분들을 선택하는 AIC와 BIC의

성능이모수의변화와요인의배치방법에따라어떻게다른지체계적인모의실험을수행하여그결과를
제시하고자한다.

본 논문에서 2장은 두 가지 이원배치모형과 모형선택법인 AIC와 BIC를 소개하고 3장에서는 모의실험

을 통하여 요인의 배치 방법과 모수의 변화에 따른 모형선택법의 성능 차이를 보여주고자 한다. 4장에

서는결론과향후연구방향을제시한다.

2. 이원배치 분산성분 모형과 모형선택법

2.1. 이원배치 분산성분 모형

요인이 두 개인 이원배치 분산성분모형은 크게 교차배치와 지분배치로 나누어 진다. 본 논문에서는 간

결한 표현을 위하여 균형배치(balanced classification)만을 고려하였다. 불균형이 심하지 않은 자료에
대한 모형선택법의 성능은 균형배치와 유사하며 불균형의 정도가 심각한 자료는 모수의 추정에서부터
많은문제가먼저발생하므로선택법의효율을비교하는데적절하지않다.

첫번째로이원교차배치모형(two-way crossed classification model)의구조는다음과같다.

yijk = µ+ αi + βj + eijk, i = 1, 2, . . . , a, j = 1, 2, . . . , b, k = 1, 2, . . . , n. (2.1)

교차배치 모형에서 첫 번째 그룹을 나누는 임의효과 αi는 두 번째 그룹에 대한 임의효과 βj와 교차되
어있다(crossed). 첫 번째 요인에 대한 임의효과 αi는 독립적으로 평균이 0이고 분산이 σ2

a인 정규분포
N(0, σ2

a)를 따른다. 두 번째 요인의 임의효과 βj는 정규분포 N(0, σ2
b )을 따른다. 마지막으로 오차항

eijk는 각 그룹의 조합에서 반복에 대한 오차이며 독립적으로 N(0, σ2
e)을 따르며 모든 효과들은 서로 독

립이다. 이원교차배치 모형의 예로 반응값이 곡물 생산량이라 하면 첫번째 그룹은 구역(plot), 두 번째

그룹은사용한비료의종류로생각할수있다.

이원지분배치모형(two-way nested classification model)의구조는다음과같다.

yijk = µ+ αi + βij + eijk, i = 1, 2, . . . , a, j = 1, 2, . . . , b, k = 1, 2, . . . , n. (2.2)

반응값 yijk는 첫 번째 그룹 i와 내포된 두 번째 그룹 j에서 k번째 관측값을 의미한다. 예를 들어 반응

값이 학생의 성적이라 하면 첫 번째 그룹은 학교, 두 번째 그룹은 학교에 속한 학급으로 생각할 수 있다.

각임의효과의분포는모형 (2.1)과동일하다.

식 (2.1)과 (2.2)에서 분산성분 θ = (σ2
a, σ

2
b )의 모수 공간(parameter space)는 0을 포함하는 비음수 실

수 공간이다. 즉 분산성분의 추정량은 0이 될 수 있다. 하지만 오차항의 분산 σ2
e의 모수공간을 0은 제

외한 양의 실수 공간이다. 모든 성분이 정규분포를 따르기 때문에 모형 (2.1)과 (2.2)에 대한 가능도 함

수(likeihood function) L은추정에관계없는상수를제외하면다음과나타낼수있다.

logL
(
µ, θ, σ2

e |y
)
≃ −1

2
det(V )− 1

2
(y − µ1N )tV −1(y − µ1N ). (2.3)

위의 식에서 1N은 모든 원소가 1이고 길이가 N = abn인 벡터이다. 행렬 V는 관측값 벡터 y =

(y111, y112, . . . , yabn)
t의공분산행렬이며다음과같이나타난다.

V = σ2
eIN + σ2

aZ
t
1Z1 + σ2

bZ
t
2Z2.
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위의 식에서 IN은 N -차원 항등행렬이고 Z1과 Z2는 요인 α와 β의 설계행렬이며 이원지분배치 모형에

서는 Z1 = Ia ⊗ 1b ⊗ 1n, Z2 = Ia ⊗ Ib ⊗ 1n으로나타나고이원교차배치모형에서는 Z1 = Ia ⊗ 1b ⊗ 1n,

Z2 = 1a ⊗ Ib ⊗ 1n로나타난다. 여기서 ⊗는크로네커곱(Kronecker product)이다. 가능도함수 (2.3)에

기반한 최대가능도추정량은 다양한 제곱합들로 이루어진 가능도 방정식으로 구해지며 분산성분에 대한
불편추정량을 구할 수 있는 제한가능도추정법도 사용할 수 있다. 자세한 추정과정과 결과는 Searle 등

(1992, pp. 146–163)에서찾을수있다.

2.2. AIC와 BIC

AIC(Akaike Information Criterion)는 Akaike (1973)에 의해 제안된 모형선택의 기준으로서 자

료를 생성하는 참모형과 자료를 분석하기 위해 고려된 모형의 거리를 나타내는 Kullback-Leibler

divergence(K-L divergence)를 반영하는 모형선택의 기준이다. 자료를 생성하는 참모형을 ft(y)라

고 하고 분석에서 사용된 모형의 집합을 {fψ(y)|ψ ∈ Ψ}라고 하면 K-L divergence는 다음과 같이 정의

된다

KL(ft, fθ) = Et(log ft)− Et(log fψ).

K-L divergence에서 Et(log ft)는 고려된 모형과 상관이 없는 상수이기 때문에 −Et(log fψ)의 값이 모
형의선택에서추정하고자하는양이며그값이작을수록실제모형과가깝다. 따라서주어진모형이실

제모형에가까운정도를나타내는양으로서 Akaike Information을다음과같이정의한다.

AI = −2Et(log fψ).

모수 ψ는 보통 최대가능도 추정량 ψ̂ = ψ̂(y)로 추정되며 Akaike Information에 대한 추정값이 AIC이

며 이는 가능도함수와 모형의 복잡성이 결합한 형태이다. 선형혼합모형에 대한 AIC 다음과 같이 주어

진다.

AIC = −2 logL+ 2K = −2 logL
(
µ̂, θ̂, σ̂2

e |y
)
+ 2K, (2.4)

여기서 L은 식 (2.3)에 주어진 가능도함수이며 모형의 복잡성을 나타내는 측도인 K는 주어진 모형에

모수의 수(number pf parameters)와 같다. 본 논문에서 고려하는 분산성분모형에서 모형의 복잡성을

나타내는측도인 K는식 (2.3)에주어진가능도함수에대한모수의개수이며다음과같이주어진다.

K = dim(µ) + dim(θ) + 1. (2.5)

BIC(Bayesian Information Criteria 또는 Schwarz Information Criteria)는베이지안추론에서베이즈

인자(Bayes factor)를 이용하여 모형을 선택하는 경우에 사용하는 기준이다. r개의 모형 {M1,M2, . . . ,

Mr}을 후보모형으로 고려하는 경우 i번째 모형에 대한 확률모형이 fi(y|ψi)로 주어지고 사전분포가
πi(ψi)로 주어졌다고 하자. BIC는 모형의 확률이 모두 같은 경우, P (M1) = P (M2) = · · · = P (Mr),

사후확률 P (Mi|y)가 y의주변분포 fi(y)에비례하므로이를라플라스근사(Laplace approximation)을

사용하여근사한기준이다.

BIC = −2 logL+ log(N)K ≈ −2 log f(y) = −2 log
∫
f(y|ψ)π(ψ)dψ. (2.6)

BIC의 K는 AIC를정의할때사용한모수의개수 (2.5)와같다.
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정보기준 모형선택법의 대표적인 방법인 AIC와 BIC는 가능도함수를 기반으로 하는 것이 공통이지

만 모수의 개수를 포함하는 벌칙항(penalty term)에 AIC는 2를, BIC는 연관된 표본 수의 로그값
log(N)을 곱해주는 차이가 있으며 참모형을 포함한 모형들을 고려하면 일반적으로 BIC가 AIC보다 모

수의 개수가 적은 모형을 선호하는 경향이 있다는 것이 잘 알려져 있다. 본 논문에서 사용하는 AIC와

BIC는 분산성분이나 선형혼합모형을 가정하고 이에 맞추어 유도된 기준은 아니지만 위에서 정의된 기

본적인 AIC와 BIC가 선형혼합모형하에서 개선된 형태의 방법과 경험적 성질이 크게 다르지 않으므로

(Dimova 등, 2011) 본 논문에서는 식 (2.4)과 (2.6)에서 정의된 AIC와 BIC를 사용하여 모의실험을 수

행한다. 또한가능도함수는불편추정량을제시하는제한적최대가능도함수를사용한다.

3. 모의실험

3.1. 실험설계

이원지분배치 모형과 이원교차배치 모형에서 모형선택법의 경험적 성질을 알아보기 위하여 모수의 형
태를 체계적으로 설계하였다. 먼저 오차항의 분산은 언제나 1.0으로 고정하고(σe = 1.0), 두 분산성

분(σ2
a, σ

2
b )에대하여다음과같은조합들을고려하였다.

σa = ri, σb = ri × rj , i, j = 1, 2, . . . , 9, (3.1)

여기서 r은다음과같은 9개의숫자로주어진다.

r = (0.0, 0.25, 0.50, 0.75, 1.00, 1.25, 1.50, 1.75, 2.00).

예를 들어 σa = 0.5으로 고정된 경우 σb의 값은 0.0을 포함하여 (0.5)(0.25) = 0.125부터 (0.5)(2.0) =

1.0까지 9단계로 점차 증가하는 경우를 고려하여 각각의 경우에 모의실험을 실시한다. 하나의 분산성분

이 0인경우도고려하며분산성분이 0이되면이에해당하는효과가모형에포함되지않은다.

본 모의실험에서 고려하는 모형은 세가지 모형을 고려한다. 분산성분이 한 개만 있는 부분모형과 두 개

가있는완전모형이다. 이원지분배치모형인경우다음과같은 3개의모형들이후보모형이다.

[M1] yijk = µ+ αi + eijk, [M2] yijk = µ+ βij + eijk, [M3] yijk = µ+ αi + βij + eijk.

이원교차배치모형인경우다음과같은 3개의모형들이후보모형이다.

[M1] yijk = µ+ αi + eijk, [M2] yijk = µ+ βj + eijk, [M3] yijk = µ+ αi + βj + eijk.

모의실험에서식 (3.1)에서정의된각조합에대하여이원지분배치모형과교차배치모형에서표본의크
기를 a = b = n = 5 (N = 75)인 경우와 a = b = 8, n = 5 (N = 325)인 두 가지 경우에 대하여 고려하

고 각 모수의 조합에서 1000개의 모의자료를 생성하여 세 개의 후보모형들 중 AIC와 BIC 기준으로 선

택된 모형의 상대적인 도수를 비교하였다. 자료를 생상하는 참모형은 분산성분이 0인 경우를 제외하면

식 (2.1)와 (2.2)에주어진모형 M3이다.

3.2. 실험의 결과

Figure 3.1은 이원교차배치 모형 (2.1)을 고려하고 표본의 크기가 75인 경우(a = b = n = 5) 분산성분

들의 상대적인 크기의 조합에 따라 세 개의 후보모형들이 각각 BIC와 AIC에 의하여 선택된 상대도수

를 나타낸 그림들이다. 모든 분산성분의 조합에서 오차항의 분산이 1.0으로 고정되어 있다(σe = 1.0).
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Figure 3.1. Relative frequency of selected candidate models by BIC and AIC under two-way crossed classification

models; σe = 1.0 and sample size is N = 75 (a = b = n = 5); Dotted line indicates relative frequency of the model

M1 selected, dashed line indicates the model M2, and solid line indicates the model M3.
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두분산성분의크기가오차항의분산의크기보다상대적으로매우작은경우두분산성분의상대적인크

기의 차이에 비례하여 모형 M1 또는 모형 M2가 더 많이 선택된다. 예를 들어 σa = 0.25인 경우 σb가

σa보다 작은 경우에는 모형 M1이 주로 선택되고 큰 경우에는 모형 M2가 주로 선택된다 (Figure 3.1에

서 상단 그림). 오차항의 분산에 대한 두 분산성분의 상대적 크기가 커짐에 따라 자료를 생성하는 참모

형인 M3를 선택하는 상대도수가 빠르게 증가하는 것을 알 수 있다. 예를 들어 σa = 1.0인 경우 σb의

상대적인 크기가 0.75보다 크면(σb > 0.75σa) 90% 이상 참모형인 M3를 선택한다. Figure 3.1에서 볼

수있듯이 AIC가참모형을선택하는경향의속도가 BIC보다빠르다는것을알수있다. 표본의크기가

n = 325인 경우 이원교차배치에서 모형선택의 패턴은 n = 75인 경우와 유사하며 또한 모든 조합에서

참모형인 M3를선택하는상대도수가빠르게증가하고 BIC와 AIC의상대적성질이유사하므로생략하

였다.

Figure 3.2는 이원지분배치 모형 (2.2)을 고려하고 표본의 크기가 75인 경우와 325인 경우에 분산성분

들의상대적인크기의조합에따라세개의후보모형들이 BIC에의하여선택된상대도수를나타낸그림
들이다. 모든 분산성분의 조합에서 오차항의 분산이 1.0으로 고정되어 있다(σe = 1.0). 두 분산성분의

크기가 오차항의 분산의 크기보다 상대적으로 매우 작은 경우 Figure 3.1에서 나타난 이원교차배치 모
형의경우와유사한패턴을보여준다(Figure 3.2의상단그림). 오차항의분산에대한두분산성분의상

대적 크기가 커짐에 따라 자료를 생성하는 참모형인 M3를 선택하는 상대도수가 증가하지만 σb의 상대

적인크기가 σa보다커지면모형 M2를선호하는경향이강해진다. 이러한성질은이원교차배치모형에
서 나타나지 않은 지분배치 모형의 특별한 패턴이다. 예를 들어 σa = 1.0인 경우 σb의 상대적인 크기가

1.0보다 크면(σb > σa) 50% 이상 참모형보다 작은 모형인 M2를 더 많이 선택한다. 표본의 크기가 증

가하면 참모형을 선택하는 상대적인 비율이 증가하지만 σb의 상대적인 크기가 σa보다 큰 경우 작은 모

형인 M2를선택하는경향이증가하는현상은계속일어난다.

Figure 3.3은 이원지분배치 모형에서 표본의 크기가 75인 경우와 325인 경우에 분산성분들의 상대적

인 크기에 따라 세 개의 후보모형들이 AIC에 의하여 선택된 상대도수를 나타낸 그림들이다. 두 분

산성분의 크기가 오차항의 분산의 크기보다 상대적으로 매우 작은 경우 BIC와 유사한 패턴을 보여준

다(Figure 3.3의 상단 그림). 오차항의 분산에 대한 두 분산성분의 상대적 크기가 커짐에 따라 자료

를 생성하는 참모형인 M3를 선택하는 상대도수가 증가하지만 σb의 상대적인 크기가 σa보다 커지면 모

형 M2를 선호하는 경향이 강해진다. 이러한 성질은 Figure 3.2에서 나타난 BIC와 유사하지만 Figure

3.2와 Figure 3.3에서볼수있듯이 AIC가 BIC보다참모형을선택하는상대도수가약간크다.

Table 3.1은 지분배치모형에서 특정한 모수들의 조합을 고려한 경우 BIC와 AIC가 세 개의 모형을 선

택하는 상대도수를 비교한 결과를 보여준다. 두 개의 분산성분를 고정하고(σa = 1, σe = 1) σb의 크

기와 표본의 개수의 변화에 따라 모형을 선택하는 경향을 비교하였다. BIC의 경우 표본의 수가 작

고(N = 75) σb = 0.25인 경우 참모형인 이원배치모형을 선택하는 비율은 5.6%이다. σb = 0.75로

그 값이 증가하면서 참모형을 선택하는 비율은 63.4%로 크게 증가하지만 σb = 1.0인 경우에는 참모형

을 선택하는 비율이 줄어들기 시작하면서 σb = 2.0인 경우에는 참모형을 선택하는 비율이 13.3%까지

낮아지며 모형 M2를 선택하는 비율이 빨리 증가한다. 표본의 수가 클 때는(N = 325) 참모형을 선택

하는 패턴은 비슷하게 나타나지만 참모형을 선택하는 비율은 상대적으로 증가한다. 하지만 σb = 2.0인

경우 참모형을 선택하는 비율이 36.8%로 모형 M2를 선택하는 비율 63.2% 보다 낮다. AIC의 경우 표

본의 수가 작고(N = 75) σb = 0.25인 경우 참모형인 이원배치모형을 선택하는 비율은 22.3%이다.

σb = 0.75로 그 값이 증가하면서 참모형을 선택하는 비율은 82.4%로 크게 증가하지만 σb = 1.0인 경

우에는 참모형을 선택하는 비율이 줄어들기 시작하면서 σb = 2.0인 경우에는 참모형을 선택하는 비율이

31.5%까지 낮아지며 모형 M2를 선택하는 비율이 빨리 증가한다. 표본의 수가 클 때는(N = 325) 참모
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Figure 3.2. Relative frequency of selected candidate models by BIC under two-way nested classification models;

σe = 1.0 and sample size is N = 75 (a = b = n = 5) or N = 325 (a = b = 8, n = 5); Dotted line indicates relative

frequency of the model M1 selected, dashed line indicates the model M2, and solid line indicates the model M3.



Effect of Experimental Layout on Model Selection under Variance Components Models 1043

0.5 1.0 1.5 2.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

AIC: N=75 σa=0.25

Relative size of σb to σa

re
la

tiv
e 

fre
qu

en
cy M1

M2
M3

0.5 1.0 1.5 2.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

AIC: N=75 σa=0.5

Relative size of σb to σa

re
la

tiv
e 

fre
qu

en
cy

0.5 1.0 1.5 2.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

AIC: N=75 σa=1

Relative size of σb to σa

re
la

tiv
e 

fre
qu

en
cy

0.5 1.0 1.5 2.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

AIC: N=75 σa=2

Relative size of σb to σa

re
la

tiv
e 

fre
qu

en
cy

0.5 1.0 1.5 2.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

AIC: N=325 σa=0.25

Relative size of σb to σa

re
la

tiv
e 

fre
qu

en
cy

0.5 1.0 1.5 2.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

AIC: N=325 σa=0.5

Relative size of σb to σa

re
la

tiv
e 

fre
qu

en
cy

0.5 1.0 1.5 2.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

AIC: N=325 σa=1

Relative size of σb to σa

re
la

tiv
e 

fre
qu

en
cy

0.5 1.0 1.5 2.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

AIC: N=325 σa=2

Relative size of σb to σa

re
la

tiv
e 

fre
qu

en
cy

Figure 3.3. Relative frequency of selected candidate models by AIC under two-way nested classification models;

σe = 1.0 and sample size is N = 75 (a = b = n = 5) or N = 325 (a = b = 8, n = 5); Dotted line indicates relative

frequency of the model M1 selected, dashed line indicates the model M2, and solid line indicates the model M3.
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Table 3.1. Relative frequency(percentage) of selected candidate models by BIC and AIC under two-way nested

classification models (σe = 1.0)

N σa σb
BIC AIC

M1 M2 M3 M1 M2 M3

75

1.0 0.25 91.1 3.3 5.6 75.3 2.4 22.3

1.0 0.75 3.9 32.7 63.4 1.1 16.5 82.4

1.0 1.0 0.4 49.3 50.3 0.0 27.8 72.2

1.0 2.0 0.0 86.7 13.3 0.0 68.5 31.5

325

1.0 0.25 84.6 0.0 15.4 54.9 0.0 45.1

1.0 0.75 0.1 4.1 95.8 0.0 1.6 98.4

1.0 1.0 0.0 10.9 89.1 0.0 3.6 96.4

1.0 2.0 0.0 63.2 36.8 0.0 32.5 67.5

형을 선택하는 패턴은 표본의 수가 작은 경우와 비슷하게 나타나지만 참모형을 선택하는 비율은 상대적

으로증가한다. σb = 2.0인경우에참모형을선택하는비율이 67.5%로나타난다.

Table 3.1의 결과를 보면 지분배치모형에서는 σb/σa가 커지는 경우 AIC와 BIC 모두 참모형인 이원배

치모형을선택하는비율이감소하지만표본의개수에따라 AIC와 BIC의효율이매우달라지는것을알

수있다. 특히 σa = 1, σb = 2, σe = 1인경우는분산성분의상대적크기가매우큰차이가아님에도불

구하고표본의크기가큰경우에도 BIC의경우참모형을선택하는비율이약 40%밖에되지않는다.

4. 결론

분산성분모형에서 요인의 배치구조와 분산성분의 크기에 따라 모형선택법의 경험적인 성질이 다르게 나
타나는 현상을 체계적인 모의실험을 통하여 제시하였다. 이원배치 분산성분모형에서 요인 배치 또는 설

계의 구조에 따라 교차배치와 지분배치를 고려하고 오차항의 분산에 대한 두 분산성분의 상대적인 크기
에따라정보기준에근거한모형선택법 AIC와 BIC가참모형을선택하는경험적성질을비교하였다.

이원 교차배치 모형에서는 두 분산성분의 크기가 커짐에 따라 참모형을 선택하는 경향이 강해지며 표본
의 개수가 증가하면 그 효율이 빠르게 높아진다. 하지만 이원 지분배치 모형에서는 두 분산성분의 크기

가커짐에따라참모형을선택하는경향이증가하다가내포된그룹에대한분산성분의상대적크기가증
가하면 참모형보다 작은 내포된 그룹에 대한 임의효과만 포함한 작은 모형을 선호하는 경향이 AIC와

BIC 모두 증가한다. 하지만 AIC와 BIC는 모형선택을 하는 경향이 서로 다르다. 실제 자료를 분석하

고 모형을 세울 경우 이원 지분배치 모형에서는 표본의 개수가 매우 크더라도 내포된 분산성분의 크기

가상대적으로커지면참모형보다작은모형을선택하는경향이크다는것을참고하여모형의선택에신

중을기할필요가있다. 이러한성질은요인의개수가많아지면분산성분간에더복잡한관계를가지고
나타날수있다는것도예상할수있다.

AIC와 BIC를 이용한 모형선택은 서로 다른 두개의 모형 Mi과 Mj에 대한 정보기준 값의 차이로 결정

된다, 즉 AIC인경우정보기준값의차이는

AIC(Mi)−AIC(Mj) = −2 log
L(Mi)

L(Mj)
+ 2[K(Mi)−K(Mj)].

또한 BIC의경우아래와같다.

BIC(Mi)− BIC(Mj) = −2 log
L(Mi)

L(Mj)
+ (logN)[K(Mi)−K(Mj)].
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AIC와 BIC는 모두 가능도비 L(Mi)/L(Mj)에 의존하고 있으나 그 차이는 벌칙항에서 BIC는 표본의

개수에 영향을 받으며 AIC는 영향을 받지 않는다. Crainiceanu와 Ruppert (2004)는 일원배치모형에

서 가능도비 L(Mi)/L(Mj)의 통계적 분포가 카이제곱분포의 선형결합으로 나타남을 보였다. 따라서

본 논문에서 보여진 결과를 설명하기 위해서는 이원배치 모형에서 가능도비 L(Mi)/L(Mj)가 분산성분

의 비율에 따라, 또한 벌칙항이 표본 개수를 포함하느냐에 따라 정보기준의 차이에 어떤 영향을 미치는

가에 대한 통계적인 성질을 규명해야 한다. 또한 지분배치모형에서 분산성분의 추정량은 내포된 요인들

의 제곱합의 차이로 구해지기 때문에 추정의 정도(예를 들어 추정량의 평균제곱오차)가 모형선택에 미

치는 영향도 중요하다고 예상된다. 모의실험에서 확인된 경험적인 성질을 구체적이고 이론적으로 규명
하는것이향후연구과제이다.
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요 약

분산성분모형은 다양한 임의 요인들이 반응변수에 미치는 영향을 선형식의 형태로 나타내는 매우 유용하고 널리 사

용되는 통계적 모형이다. 분산성분모형은 요인의 배치나 관측 자료의 구조에 따라 크게 교차배치와 지분배치로 나누
어진다. 본 논문은 분산성분모형에서 요인의 배치구조와 분산성분의 크기에 따라 모형선택법의 경험적인 성질이 다
르게 나타나는 현상을 체계적인 모의실험을 통하여 제시하고자 한다. 이원배치 분산성분모형에서 정보기준에 근거
한 모형선택법, 즉 BIC 또는 AIC를 사용하는 경우 요인의 배치구조와 분산성분의 크기에 따라 모형선택법의 경험
적인 성질이 다르게 나타나는 현상을 소규모 모의실험을 통하여 보여준다. 모의실험 결과에서 모형선택법의 경험적

성질이 요인의 배치 설계에 따라 다르게 나타난다는 사실을 확인하였으며 특히 요인의 배치구조가 지분 설계구조일
때 내포된 요인의 분산성분의 상대적인 크기가 커짐에 따라 자료를 생성하는 모형보다 작은 모형을 선택하는 경향이

있다는것이모의실험으로확인되었다.
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