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Abstract

Diffusion is a mathematical tool to explain the fluctuation of financial assets and the movement of particles in

a micro time scale. There are ongoing statistical trials to develop an estimation method for diffusion models

based on likelihood. When we estimate diffusion models by applying the maximum likelihood estimation

method on data observed at discrete time points, we need to know the transition density of the diffusion. In

order to approximate the transition densities of diffusion models, we suggests the method to approximate the

path integral of the random process with normal random variables, and compare the numerical properties

of the method with other approximation methods.
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1. 서론

확률편미분방정식의 형태로 표현되는 확산모형(diffusion model)은 시간변수가 연속성을 갖는 것으로

가정되는 모형이다. 이에 반하여 모형의 추정을 위하여 관측되는 자료는 그 관측시각 간격의 조밀성 여
부와 관계없이 본질적으로 이산적일 수 밖에 없다. 즉, 확산모형을 가정하고 자료로부터 모형모수를 추

정하는 것은, 이산시간적으로 관측된 자료를 이용하여 연속시간적으로 정의된 모형의 모수를 추정하는
경우에해당한다. 이경우는모형에대입되어야할관측경로값중띄엄띄엄관측되는극히일부의값만
을 제외하고 거의 대부분의 값들이 결측치인 경우에 해당한다. 그러므로 확산모형의 추정을 위하여 최
대우도추정법을적용하기위해서는확산모형에대한전이확률밀도함수를알아야한다.

이의 해결을 위하여 전이확률 밀도함수를 구하거나 근사하기 위한 다양한 연구들이 선행되었다. 관련
된 주요 선행 연구로는 Pederson (1995), Kessler (1997), Shoji와 Ozaki (1998), Durham과 Gallant

(2001), Elerian 등 (2001), Eraker (2001), Aı̈t-Sahalia (2002), Egorov 등 (2003) 등의 연구가 있
고, Hurn 등 (2007)에는 이 연구들에서 제안된 방법들에 대한 비교 연구가 제시되어 있다. 근래에는
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Beskos 등 (2006), Aı̈t-Sahalia (2008), Lee 등 (2014) 등의 연구가 있다. 이 연구들 중 가장 주목 받는
연구인 Aı̈t-Sahalia (2002)는전이확률밀도함수를허밋다항식을이용한급수전개법으로근사하는방법
을제안하였고이후많은다양한연구들이이로부터파생되었다.

Flipović 등 (2013)은 Aı̈t-Sahalia (2002)에서 제안한 허밋다항식을 이용한 전이확률 밀도함수의 급

수전개법에서, 그 급수항의 일반식이 구해지지 않는다는 단점을 극복하기 위한 대안으로, 허밋다항식

대신 라게르다항식(Laguerre polynomial)을 이용한 급수근사법을 제안하고, 이를 이용하여 베이즈추

정 방법을 적용하는 경우를 살펴보았다. 또한 Aı̈t-Sahalia (2002, 2008), Chang과 Chen (2011), Li

(2013), Flipović 등 (2013) 등의 연구에서는 명확한 증명 없이, Aı̈t-Sahalia (2002)에서 제안한 허밋다

항식을 이용한 급수전개법에서 급수항을 ∆의 차수로 전개하게 된다면 Aı̈t-Sahalia (1999)에서 제시된

Schrödinger 방정식의급수해와동일해지는것으로간주하여왔다.

Lee등 (2010)과 Lee등 (2014)은 Aı̈t-Sahalia (2002)에서제안한허밋다항식을이용한급수전개법에서

급수항의 일반식을 구체적으로 제시하고, 이로부터 급수항들을 관측시간간격 ∆의 차수에 따라 배열하

는 급수전개법을 제시하고 이를 델타확장법(delta expansion)이라 명명하였다. 결국 Lee 등 (2014)은

Aı̈t-Sahalia (2002)가제시한허밋다항식을이용한확장법을 ∆의차수로재배열한다고하더라고그결
과는 Aı̈t-Sahalia (1999)에서 제시된 Schrödinger 방정식의 급수해와는 전혀 다른 별개의 결과가 됨을

보인 것이다. Choi와 Lee (2013), Lee와 Lee (2013)은 델타확장법에서 얻어지는 전이확률 분포의 적률

값과 누율값을 이용하여 일반화적률추정법을 개선하는 방법, 정규분포 형태의 가우도를 설정하는 추정
방법을살펴보았다.

Rogers (1985)와 Dacunha-Castelle와 Florens-Zmirou (1986)에서는 거사노프 정리(Girsanov theo-

rem)를 이용하여 Fokker-Planck 방정식의 해를 구하는 방식으로, 확산모형의 전이확률 밀도함수를 브

라운다리 확률과정의 함수의 형태로 표현하여 제시하였다. 본 논문에서는 이에 제시된 함수의 형태를

수리적으로 근사하는 방법을 제안하여, 전이확률 밀도함수에 대한 새로운 근사방법을 제안하고 그 성질
을 살펴보게 된다. 다음 2절에서는 확산모형의 전이확률밀도 근사법과 관련된 기본적인 용어를 정의하
고. 그 다음 제3절에서는 브라운다리(Brownian bridge) 확률과정을 근사하여 전이확률 밀도함수를 근
사하는방법을제안한다. 제4절에서는이방법의수치적성질을예를들어살펴보게된다.

2. 확산모형과 전이확률 밀도함수

확산과정 Xt는확률편미분방정식

dXt = µtdt+ σtdWt (2.1)

에서 특정한 수리적 조건을 만족하는 다양한 추세계수 µt = µ(t,Xt)와 확산계수 σt = σ(t,Xt)에 따

라 정의된다. 본 연구에서는 논의의 단순화를 위하여 추세계수와 확산계수가 µt = µ(Xt)이고 σt =

σ(Xt)인형태로, 시간변수 t에대하여직접영향을받지않는이또확산과정(Itô diffusion process)을중

심으로서술한다.

대표적인 확산모형으로는 Vasicek 모형, Cox-Ingersoll-Ross 모형, Chan-Karolyi-Longstaff-Sanders

모형(CKLS 모형)등이있다. CKLS 모형은다음확률편미분방정식의해로정의된다.

dXt = α(β −Xt)dt+ σXγ
t dWt. (2.2)

특별히 γ = 0인경우가 Vasicek 모형이고, γ = 1/2인경우가 Cox-Ingersoll-Ross 모형(CIR 모형)이다.

또 β = 0이고 γ = 1인 경우는 기하브라운운동(Geometric Brownian Motion)에 해당한다. 이 외의 다

양한확산모형등에대하여는 Chan 등 (1992)에서찾아볼수있다.
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확률편미분방정식 (2.1)의 추세계수 µt와 확산계수 σt는 특정 모수들을 포함하는 형태로 정의된다. 예

를 들어 CKLS 모형은 모수 θ = (α, β, σ, γ)를 포함하고 있고, Vasicek 모형은 모수 θ = (α, β, σ)를 포

함하고 있다. 추세계수와 확산계수에 모형모수가 개입되어 있음을 명시적으로 나타내기 위하여 µ(θ, · )
혹은 σ(θ, · )와같이표현한다.

확산확률과정 Xt는 극한적으로 짧은 시간사이의 동적관계를 규정하는 모형이다. 이에 반하여 실제에서

확산과정을관측하여자료를얻는경우, 관측사이의시간간격이발생하게된다. 즉, 확산과정을관측하
여 얻은 값을 {Xti}ni=0이라 하면 관측시점 ti들은 이산적인 특성을 갖는다. 규칙적인 시간간격으로 관
측이 이루어진 경우를 가정하면 ∆ = (ti+1 − ti)이다. 결국 확산모형은 연속시간 모형인데 반하여, 관
측되는자료는이산적인시간간격으로관측되는것이므로, 관측시점사이의모든값들이결측치가된다.

확산모형의 추정을 위하여 우도추정법이나 베이즈추정법을 적용하기 위하여는 가장 먼저, 관측시간간격
∆ 사이에 확산과정의 확률적 변화를 규정하는 전이확률밀도(transition density)를 구하여야 한다. 그
러나 Vasicek 모형이나 CIR 모형과 같이 비교적 단순한 모형들의 경우를 제외하고는 확산모형의 전이
확률밀도가 잘 알려져 있지 않고 간단한 형태로 주어지지 않는다. 때문에 보통 확산모형의 추정을 위하

여는 우도추정법이나 베이즈추정법과 같은 확률밀도함수가 필요한 추정법 대신에, 오일러근사법이나 일
반화적률법과 같은 확산모형에 특화되어 개발된 방법들이 주로 사용되어 왔고, 한편으로는 앞서 언급한

선행연구들에서와같이확산모형의전이확률밀도를근사하기위한다양한방법들이연구되어왔다.

전이확률밀도 p∆(x0, x)는, 확률과정이 X0 = x0인조건으로부터 X∆ = x로변화될조건부확률밀도를

의미한다. 즉,

Pr(X∆ ∈ d x|X0 = x0) = p∆(x0, x)dλ(x)

이다. 여기서 λ(·)는 르벡척도(Lebesgue measure)이다. 확산계수가 σ(x)와 같이 x의 함수로 주어진

경우, 1/σ(u)에대한부정적분으로주어지는 Lamperti 변환,

h(x) =

∫ x du

σ(u)

을이용하여정의되는확산과정 Yt = h(Xt)는확산계수가 1인단위확산과정이된다. 즉,

dYt = a(Yt)dt+ dWt (2.3)

이다. 여기서

a(h(x)) =
µ(x)

σ(x)
− 1

2
σ′(x) (2.4)

이다. 이때 확산과정 Xt에 대한 전이확률밀도 p∆(x0, x)와 변환된 단위 확산과정 Yt에 대한 전이확률

밀도 q∆(y0, y) 사이에는다음과같은관계가성립한다.

p∆(x0, x) =
q∆(h(x0), h(x))

σ(x)
(2.5)

때문에 단위확산과정 (2.3)의 전이확를밀도 q∆(y0, y)를 구할 수 있다면, 예외적인 경우 (Beskos 등,

2006)를제외하고원래의확산과정의전이확률밀도 p∆(x0, x)를구할수있다.

Rogers (1985)와 Dacunha-Castelle와 Florens-Zmirou (1986)는 확산모형 (2.3)에 대한 전이확률밀도

를다음과같이제시하였다.

q∆(y0, y) =
1√
∆
ϕ

(
y − y0√

∆

)
· eA(y)−A(y0) · E

[
e−

1
2

∫∆
0 g(W̃t)dt

]
, (2.6)
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여기서 A(y) =
∫ y
0
a(v)dv이고 g(y) = a2(y)+a′(y)이며 ϕ(·)는표준정규분포의확률밀도이다. 또브라

운다리 확률과정 W̃t, t ∈ (0,∆)는 W̃0 = y0이고 W̃∆ = y인 조건을 만족한다. 식 (2.6)을 이용하여 전

이확률밀도를 구할 때의 가장 큰 어려움은 브라운다리 확률과정의 경로적분의 함수로 주어지는 값에 대
한 기대치를 구해야 한다는 점이다. 결국 식 (2.6)에서 주어지는 기대치를 어떻게 구할 것인지 혹은 어
떻게근사할것인지에따라전이확률밀도함수 q∆(y0, y)를구하기위한다양한방법들이제시된다.

3. 경로적분의 근사

식 (2.6)에서 주어진 브라운다리 확률과정에 대한 기대치를 일반적인 확산모형의 경우에 대하여 그 일
반해를 구하는 문제는 매우 어려운 문제이다. 많은 연구들에서 이를 근사하기 위한 다양한 방법이 제
시되었으나 모든 경우에 만족할만한 방법은 아직 제시되지 못하고 있다. 예외적으로 Vasicek 모형이나,

CIR모형, GBM등일부경우들에대하여는그기대값의함수를구할수있다. 잘알려져있는 Vasicek

모형의전이확률밀도함수로부터역으로정리하면

E

[
exp

{
−1

2
α2

∫ ∆

0

(
W̃t − β

)2
dt

}]

=

√
2α∆

1− e−α∆ exp

{
c1(α,∆)(y − β)2 − c2(α,∆)(y0 − β)2 − c3(α,∆)(y − β)(y0 − β)−

α∆

2

}
,

c1(α,∆) =
α

2
+

1

2∆
− 1

2∆α
,

c2(α,∆) =
α

2
− 1

2∆
+

(α∆α − 1)2

2∆α
,

c3(α,∆) =
1

∆
− (α∆α − 1)

∆α

임을확인할수있다. 여기서 W̃t, t ∈ (0,∆)는 W̃0 = y0이고 W̃∆ = y인브라운다리확률과정이고,

∆α =

(
1− e−α∆

)
α

, ∆2α =

(
1− e−2α∆

)
(2α)

이다.

일반적인 모형에 대하여 식 (2.6)에서의 기대값을 구하기 위하여, 먼저 브라운다리 확률과정의 경로를

근사하는 새로운 함수를 만들고 이를 이용하여 경로적분을 대체하는 방법을 고려할 필요가 있다. 이

를 위하여 다양한 대안이 고려될 수 있으나, 여기에서는 이론적으로 잘 정리되어 있는 번스타인 다항

식(Bernstein polynomial)을이용하여다음과같이브라운다리확률과정에대한경로를근사한다.

gM
(
W̃ ∗
t

)
=

M∑
m=0

g
(
W̃∆m

M

)(M
m

)
tm(∆− t)M−m

∆M
(3.1)

라하면, 연속함수 g(·)에대하여

lim
M→∞

sup
t∈[0,∆]

∣∣∣gM (W̃ ∗
t

)
− g

(
W̃t

)∣∣∣ → 0

와같이 gM (W̃ ∗
t )는 g(W̃t)로균등수렴하고, M →∞일때,∫ ∆

0

gM
(
W̃ ∗
t

)
dt →

∫ ∆

0

g
(
W̃t

)
dt
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이다. 이로부터유계수렴정리에따라, M →∞일때,

E

[
exp

{
−1

2

∫ ∆

0

gM
(
W̃ ∗
t

)
dt

}]
→ E

[
exp

{
−1

2

∫ ∆

0

g
(
W̃t

)
dt

}]
이다. 즉,

q∆M (y0, y) =
1√
∆
ϕ

(
y − y0√

∆

)
· eA(y)−A(y0) · E

[
e−

1
2

∫∆
0 gM(W̃∗

t )dt
]

(3.2)

이라정의하면, M →∞일때, q∆M (y0, y)은 q∆(y0, y)으로수렴한다.

다음에서는 일반적인 M에 대한 q∆M (y0, y)을 근사하는 방법을 찾기 위하여, M이 크지 않은 경우에서,

q∆M (y0, y)이 어떻게 표현되고 어떻게 근사될 수 있는 지를 살펴보기로 한다. 먼저 M ≤ 2인 경우를 중

심으로살펴보고, 이를일반적인 M > 2으로확장하는방법을고려하기로한다. 식 (3.2)에서 M = 0인

경우의 q∆0 (y0, y)는다음과같다.

q∆0 (y0, y) =
1√
∆
ϕ

(
y − y0√

∆

)
· eA(y)−A(y0) · exp

{
−∆

2
g
(
W̃·

)}
,

여기서 W̃·는 W̃t, t ∈ [0,∆] 상의임의의값이다. W̃·의값으로 y0 혹은 y, (y0 + y)/2 등을고려할수있

다. M = 1인경우는, 매우간단하게

q∆1 (y0, y) =
1√
∆
ϕ

(
y − y0√

∆

)
· eA(y)−A(y0) · exp

{
−∆

4
(g(y0) + g(y))

}
임을확인할수있다.

다음에서는 M = 2인 경우를 살펴보기로 하자. 위의 식 (3.1)에서 M = 2인 경우에 근사식 g2(W̃
∗
t )은,

세개의값 W̃0, W̃∆/2 그리고 W̃∆를통하여근사된다. 이때경계값이 W̃0 = y0, W̃∆ = y로주어져있

으므로 W̃∆/2만 주어지면 g2(W̃
∗
t )가 결정된다. W̃∆/2는, 경계값 W̃0 = y0이고 W̃∆ = y인 브라운다리

확률과정에서 t = ∆/2일때의값으로

W̃∆
2
∼ N

(
y0 + y

2
,
∆

4

)
와 같이 평균이 (y0 + y)/2이고, 분산이 ∆/4인 정규분포를 따른다. 이를 간단히 표현하여, 표준정규분
포를따르는어떤확률변수 Z가있다고할때,

W̃∆
2
=
y0 + y

2
+

√
∆

2
Z

와같이표현할수있다. 식 (2.6)에서의기대값에 g(W̃t) 대신 g2(W̃
∗
t )를대입하면다음과같다.

E
[
e−

1
2

∫∆
0 g2(W̃∗

t )dt
]
= exp

{
−∆

6
{g(y0) + g(y)}

}
· E
[
exp

{
−∆

6
g
(
W̃∆

2

)}]
. (3.3)

이때 u∆/2 = (y0 + y)/2라고하고, g(W̃∆/2)를다음과같이확장하여식 (3.3)에대입하자.

g

(
u∆

2
+

(√
∆

2

)
Z

)
= g

(
u∆

2

)
+

√
∆

2
g′
(
u∆

2

)
Z +

∆

8
g′′
(
u∆

2

)
Z2 + · · · . (3.4)
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이때 Z는표준정규분포를따르므로다음과같이표현된다.

E

[
exp

{
−∆

6
g
(
W̃∆

2

)}]
≈
∫ ∞

−∞

1√
2π

exp

−1

2


(
1 +

∆2g′′
(
u∆

2

)
24

)
z2 +

∆
3
2 g′
(
u∆

2

)
6

 z


 dz.

이로부터 식 (3.2)에 정의된 함수 q∆M (y0, y)은, M = 2인 경우, 다음과 같이 정의된 q̃∆2 (y0, y)에 의하여

근사된다.

q̃∆2 (y0, y) =
1√
∆
ϕ

(
y − y0√

∆

)
· eA(y)−A(y0) ·

√
24

24 + ∆2g′′
(
u∆

2

)
· exp

∆

6


∆2
(
g′
(
u∆

2

))2
48 + 2∆2g′′

(
u∆

2

) − (g(y0) + g
(
u∆

2

)
+ g(y)

)
 , (3.5)

여기서 u∆/2 = (y0 + y)/2, A(y) =
∫ y
0
a(v)dv이고 g(y) = a2(y) + a′(y)이며 ϕ(·)는표준정규분포의확

률밀도함수이다.

이를일반적인 M ≥ 3인경우로확장하기위해서는, 시점 tm = m∆/M , m = 1, . . . , (M − 1)에서의브

라운다리 확률과정의 값 W̃M = (W̃t1 , . . . , W̃t(M−1)
)t의 결합분포를 브라운다리 확률과정의 특성에 따

라다음과같이설정해야한다.

W̃M = uM + V
1
2
MZM ,

여기서 uM는 utm = ((M − m) y0 + my)/M으로 이루어진 열벡터이고, ZM는 (M − 1)개의 표준정

규분포를 따르는 서로 독립인 확률변수 Zm, m = 1, . . . , (M − 1)으로 이루어진 열벡터이다. 또 행렬

VM은 m1 행 m2 열에

vm1,m2 =
∆

M2
min(m1,m2) (M −max(m1,m2))

를원소로갖는 (M − 1)× (M − 1) 대칭행렬이다.

여기에서식 (3.4)와동일한방법을적용하면,

∆

M + 1

M∑
m=0

g
(
W̃m∆

M

)
=

∆

M + 1

M∑
m=0

g
(
um∆

M

)
+ 2d′

MV
1
2
MZM + Z′

MV
1
2
MDMV

1
2
MZM + · · ·

이다. 여기서 dM은 (1/2)∆g′(um∆/M )/(M + 1), m = 1, . . . , (M − 1)로이루어진열벡터이고, DM은

대각원소로 (1/2)∆g′′(um∆/M )/(M + 1)을 갖는 (M − 1) × (M − 1) 대각행렬이다. 계산을 단순화

하기 위하여, DM의 대각원소를 (1/2)∆g′′(u∆/2)/(M + 1)로 동일하게 잡고 이를 D̃M이라 하자. 또

VM의 대각원소만으로 구성한 대각행렬을 ṼM이라 하고, d̃M은 동일한 값 (1/2)∆g′(u∆/2)/(M + 1),

m = 1, . . . , (M − 1)로구성된열벡터라고하자.

이로부터일반적인 M에대하여다음과같이 q̃∆M (y0, y)를정의하여 q∆(y0, y)을근사한다.

q̃∆M (y0, y) =
1√
∆
ϕ

(
y − y0√

∆

)
· exp

{
A(y)−A(y0)−

∆

2(M + 1)

M∑
m=0

g
(
um∆

M

)}

· E
[
exp

{
−1

2

(
2d̃′

M Ṽ
1
2
MZM + Z′

M Ṽ
1
2
M D̃M Ṽ

1
2
MZM

)}]
.
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이때 ZM은 (M − 1)-차원의다변량표준정규분포를따르는확률벡터이므로,

E

[
exp

{
−1

2

(
2d̃′

M Ṽ
1
2
MZM + Z′

M Ṽ
1
2
M D̃M Ṽ

1
2
MZM

)}]
=

∫
IRM−1

(2π)−
M−1

2 exp

{
−1

2

[
2d̃′

M Ṽ
1
2
Mz+ z′

(
I + Ṽ

1
2
M D̃M Ṽ

1
2
M

)
z

]}
dz

이다. 어떤 k × k 크기의양정치행렬 B에대한다변량가우스적분공식은다음과같다.∫
IRk

exp

{
−1

2

(
2b′z+ z′Bz

)}
dz = (2π)

k
2 |B|−

1
2 e

1
2
b′B−1b,

여기에 B = I + Ṽ
1/2
M D̃M Ṽ

1/2
M 과 b = Ṽ

1/2
M d̃M을대입하여, 다음과같은결과를얻는다.

E

[
exp

{
−1

2

(
2d̃′

M Ṽ
1
2
MZM + Z′

M Ṽ
1
2
M D̃M Ṽ

1
2
MZM

)}]
= |I + ṼMD̃M |−

1
2 · exp

{
1

2
d̃′
M

(
I + ṼMD̃M

)−1

ṼM d̃M

}
. (3.6)

대각행렬의 I + ṼMD̃M의행렬식은다음과같이근사된다.

ΠM−1
m=1

[
1 +

∆2

2(M + 1)
g′′
(
u∆

2

)(m
M

) (M −m
M

)]
= 1 +

∆2

2
g′′
(
u∆

2

)
· 1

M + 1

M−1∑
m=1

(m
M

)(M −m
M

)
+ · · · ≈ 1 +

∆2

12
g′′
(
u∆

2

)
.

또식 (3.6)에서지수항은다음과같다.

d̃′
M

(
I + ṼM D̃M

)−1

ṼM d̃M =
1

M + 1

(
g′
(
u∆

2

))2
24

∆3 + · · · ,

여기서 M이매우커지는경우를고려하면,

d̃′
M

(
I + ṼM D̃M

)−1

ṼM d̃M → 0

이다.

이 때 추가로 고려할 사항은, 조건변수의 값 y0와 달리 분포변수의 값 y는 단순히 그 값으로써의 의미
이외에도 근사되는 분포의 형태를 결정하는 역할을 하기 때문에 변수 y는 가능한 조심스럽게 사용되어

야 할 필요가 있다. 이러한 고려 하에서 q∆(y0, y)에 대한 여러 가지 대안들을 고려해 볼 수 있다. 다양

한대안들을다음과같이 q̃∆(B,C)(y0, y)의형태로통합적으로표현하기로한다.

q̃∆(B,C)(y0, y) =
1√
∆
ϕ

(
y − y0√

∆

)
· exp

{
A(y)−A(y0)−

∆

2
B

}
·
√

12

12 + ∆2C
,

여기에서 B의 대안으로 다음과 같은 B0, B1/2, B1, Bu을 고려할 수 있고, C의 대안으로 다음과 같은

C0, C1/2, C1, Cu을고려할수있다.

B0 = g(y0), C0 = g′′(y0),

B 1
2

=
g(y0) + g(y)

2
, C 1

2
=
g′′(y0) + g′′(y)

2
,

B1 = g(y), C1 = g′′(y),

Bu = g
(
u∆

2

)
, Cu = g′′

(
u∆

2

)
,
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여기서 (B1/2, 0)인 경우는 q∆1 (y0, y)과 동일하다. (B0, C0)인 경우인 q̃∆(B0,C0)
(y0, y)는 다음과 같이,

(y − y0)2 항과 A(y) 항이외에별도로변수 y가개입되지않는형태가된다.

q̃∆(B0,C0)(y0, y) =
1√
∆
ϕ

(
y − y0√

∆

)
· exp

{
A(y)−A(y0)−

∆

2
g(y0)

}
·

√
12

12 + ∆2g′′(y0)
,

B와 C에 대한 여러 가지 대안들을 (B0, C1)과 같이 교차하여 구성할 수도 있으나, 논의의 단순화를 위

하여 다음 절에서는 (B0, C0), (B1/2, C1/2), (B1, C1), (Bu, Cu)를 중심으로 그 수치적 성질을 살펴보게
된다.

4. 수치적 비교

위에서 제시된 다양한 근사법들의 평가하기 위하여, Vasicek 모형과 CIR 모형을 중심으로 그 성능을
살펴보게 된다. 다른 확산모형들에 비하여, Vasicek 모형과 CIR 모형은 활용도가 높기도 하고 정확

한 전이확률 밀도함수가 알려져 있기 때문에 그 근사법의 성능을 평가하는 연구들에서 자주 이용되는
모형이다. Vasicek 모형을 따르는 확산과정 Xt의 추세계수와 확산계수는 각각 µ(θ, x) = α(β − x)이
고 σ(θ, x) = σ이므로, Lamperti 변환을 통하여 얻게 되는 단위확산 Yt에 대한 추세계수는 a(y) =

(α/σ)(β− x) = α(β/σ− y)이고, a′(y) = −α이다. CIR 모형에서는 µ(θ, x) = α(β− x)이고 σ(θ, x) =

σx1/2이므로, y = 2
√
x/σ이고, 이에 대한 단위 확산과정 Yt에서의 추세계수 a(y)는 다음과 같이 표현

된다.

a(y) =
(α
σ

)
(β − x)x−

1
2 − 1

4
σx−

1
2 ,

a′(y) = −1

2

{
α+

(
αβ − 1

4
σ2

)
x−1

}
,

a′′(y) =
1

2
σ

(
αβ − 1

4
σ2

)
x−

3
2 ,

a′′′(y) = −3

4
σ2

(
αβ − 1

4
σ2

)
x−2.

수치적 비교 연구를 위해서 확산모형의 모수 θ = (α, β, σ)는, Lee 등 (2014)에서와 동일하게, CIR

모형에서는 θ = (0.2, 0.08, 0.1)인 경우를, Vasicek 모형에서는 θ = (0.5, 0.06, 0.3)인 경우를 시험하

였다. 관측시각의 간격은 ∆ = 1/4인 경우를 시험한다. 관련 연구들에서 월간단위 관측을 의미하는
∆ = 1/12인 경우나, 주간단위 관측을 의미하는 ∆ = 1/52, 일일 관측을 의미하는 ∆ = 1/300의 경우

등도 고려되고 있기는 하나, 근사 방법의 차이를 가장 명확하게 볼 수 있는 대표적인 경우로 ∆ = 1/4인

경우를대상으로전이확률밀도함수근사방법들의수치적특성을시험한다.

본 연구에서 고려한 여러 가지 근사함수들을, 오차항의 차수가 O(∆2)이거나 O(∆5/2)인 델타확장법과

비교하기로한다. 확산과정에대한가장단순한근사법인오일러근사법의경우그오차가너무커서함
께 비교하여 그림으로 제시하기 어려운 이유로 본 연구에서는 비교 대상에서 제외하기로 한다. 확산과

정 Xt에 대한 전이확률 밀도함수에 대한 근사함수 p̃∆(x0, x)는, 단위확산과정 Yt에 대한 전이확률 밀도

함수의근사함수 q̃∆(y0, y)를식 (2.5)와같이변환하여얻게된다. 즉

p̃∆(x0, x) =
q̃∆(h(x0), h(x))

σ(x)

이다. 이 때 사용되는 근사함수 q̃∆(y0, y)로는 q̃∆(B1/2,C1/2)
(y0, y)와 q̃∆(Bu,Cu)(y0, y), 혹은 델타확장법에

서얻어지는근사함수 q̃∆∆(y0, y)를고려한다.
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Figure 4.1. The pictures show the differences between the approximated values of the density functions, of the

forward variable x, and the true values, when ∆ = 1/4 and θ = (0.5, 0.06, 0.3) for Vasicek model. For the backward

variable x0, (a) for x0 = −0.15, (b) for x0 = 0.25. The thin dotted lines show the errors of the delta expansions

of O(∆2) order. The thin solid lines show the errors of the delta expansions of O(∆5/2) order. The thick dotted

lines are for the cases of (B1/2, C1/2), and the thick solid lines for the case of (Bu, Cu).
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Figure 4.2. The pictures show the differences between the approximated values of the density functions, of the

forward variable x, and the true values, when ∆ = 1/4 and θ = (0.2, 0.08, 0.1) for CIR model. For the backward

variable x0, (a) for x0 = 0.04, (b) for x0 = 0.12. The thin dotted lines show the errors of the delta expansions of

the O(∆2) order. The thin solid lines show the errors of the delta expansions of the O(∆5/2) order. The thick

dotted lines are for the cases of (B1/2, C1/2), and the thick solid lines for the case of (Bu, Cu).

Vasicek 모형과 CIR 모형의경우정확한전이확률밀도함수가알려져있기때문에

error(x0, x) = p̃∆(x0, x)− p∆(x0, x)

와같은방법으로근사함수에대한오차함수 error(x0, x)를구하여비교하게된다.

Figure 4.1은 Vasicek 모형에서의 오차함수를 비교한 것이고, Figure 4.2는 CIR 모형에서의 오차함수
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를 비교한 것이다. x0 값은 각 그림에서 각각 두 가지 경우들을 시험하였다. Figure 4.1에서는 x0 =

−0.15인 경우와 x0 = 0.25인 경우에 대하여 x 값의 변화에 따라, 각 근사방법들이 보이는 error(x0, x)

값을 나타낸 것이다. Figure 4.2에서는 x0 = 0.04인 경우와 x0 = 0.12인 경우에 대하여 x 값의 변

화에 따라, 각 근사방법들이 보이는 error(x0, x) 값을 나타낸 것이다. 수치적 시험에서 나타난 결과는

시험된 각 경우 모두 동일하게 (Bu, Cu)인 경우와 델타확장법이 다른 방법들에 비하여 월등한 정확성

을 보이고 있어서 다른 방법들에 비하여 매우 작은 오차함수를 갖게되고, (B0, C0)나 (B1, C1) 오일러

근사법은 다른 방법들과 비교가 불필요할 만큼 매우 큰 오차를 갖는 것으로 나타났다. 이런 이유로 오

차함수 error(x0, x)를 비교하기 위한 Figure 4.1과 Figure 4.2에서는, 오차항의 차수가 O(∆2) 혹은

O(∆5/2)인 델타확장법, 그리고 (Bu, Cu)와 (B1/2, C1/2)만을 대상으로 비교하였다. 시험된 모든 경우

들에서 (Bu, Cu)는 O(∆5/2)인 델타확장법의 경우와 비슷한 오차를 보여주고 있음을 확인할 수 있고,

(Bu, Cu)가 (B1/2, C1/2)에비하여다소우수한성질을보임을확인할수있다.

5. 결론

확산모형은 시간 변수의 연속성을 가정하고 얻어지는 모형이다. 그에 반하여 확산모형의 추정을 위하여
사용되는 자료는 일정간격을 두고 이산 시간적으로 얻어지게 된다. 그러므로 확산모형에 대하여 최대우
도추정법을 적용하기 위해서는, 이산적인 시간간격에 따라 확산과정의 확률적 성질의 변화를 설명하는

전이확률밀도함수를구해야한다. 전이확률밀도함수를구하기위한여러가지시도가이루어져왔다.

본 연구에서는 연속시간 확률과정의 경로적분에 대한 기대치로 표현되는 전이확률 밀도함수를 수리적으
로 근사하는 방법으로 브라운다리 확률과정의 경로적분 함수를 근사하여 전이확률 밀도함수를 근사하는
새로운 방법을 제안하고 그 성질을 살펴보았다. 두 배의 포텐셜함수(potential function)와 두 배의 포

텐셜함수의 이차미분 함수를 이용하여 보다 개선된 근사값을 얻을 수 있음을 수치적인 방법으로 확인하
였다. 특히두배의포텐셜함수의이차미분함수 g′′(·)를이용한보정항은,√√√√ 12

12 + ∆2 g′′
(
u∆

2

)
와같은형태로표현될수있음을살펴보았다.

본연구에서제시한근사적방법을통하여확산모형의추정에있어서최대우도추정법혹은근사적최대
우도 추정법을 적용할 수 있게 되고 정확도가 높은 모형 추정이 가능하게 될 것이다. 또한 확산모형에

대한 다양한 형태의 가설검정 방법의 개발 등에도 유용하게 사용될 것이고, 금융현상의 해석을 위한 방

법론으로도매우중요한역할을하게될것이다.
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요 약

확산모형은 입자의 운동현상과 금융자산의 미시적 가격변동을 설명하기 위하여 사용되는 수리적 모형이다. 확산모

형의 추정방법에 관한 논의는 다양한 분야에서 이루어져 왔다. 통계학적 관점에서 우도적 방법에 기반한 확산모형의
추정방법을 개발하려는 시도가 계속되어 왔다. 이산시간 간격으로 관측된 자료를 이용하여 확산모형을 추정할 때 최
대우도 추정법을 적용하기 위해서는 확산모형에 대한 전이확률 밀도함수를 구해야 한다. 본 연구에서는 확산모형의
전이확률밀도를 근사하기 위하여, 정규분포를 따르는 확률변수를 이용하여 브라운다리 확률과정에 대한 경로적분을
대체하는방법을제안하고, 그수치적성질을다른방법들과비교한다.

주요용어: 확산모형, 전이확률밀도함수, 최대우도추정법, 브라운다리
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