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요 약

비선형 셀룰라오토마타는 선형 셀룰라오토마타에 비해서 수학적 분석이 어렵다. 그렇기 때문에 비선형 셀룰라

오토마타는 비그룹 셀룰라오토마타에 대하여 도달가능상태와 끌개를 식별하기 어렵다. 본 논문에서는 이러한 문

제점을 보완하기 위해 도달가능표를 제안한다. 제안한 도달가능표에 의하여 비선형 셀룰라오토마타의 모든 상태

에 대한 다음 상태를 알 수 있다. 또한 도달가능표에 의하여 도달가능상태와 끌개를 식별할 수 있다.

ABSTRACT

Non-linear cellular automata is difficult to analyze mathematically than linear cellular automata. So it is difficult to identify 

reachable states and attractors of nongroup non-linear cellular automata than nongroup linear cellular automata. In this paper, we 

propose a new reachable table to overcome these problems. We can see the next state for all the states of the non-linear cellular 

automata by the proposed reachable table. In addition, we can identify reachable states and attractors by the reachable table.
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Ⅰ. 서 론

Von Neumann은 복잡계의 특성을 분석하거나 시

뮬레이션하기 위해 자체 재생산 할 수 있는 모델로 

셀룰라오토마타(cellular automata, 이하 CA)를 도입

하였다[1]. 그 이후로 CA는 테스트 패턴 생성, 의사 

난수 생성, 암호학, 패턴분류 등 다양한 동적 현상들

을 연구하는 분야에서 사용되었다[2-7].

이러한 CA는 전이규칙에 따라 상태가 변화되는 데 

모든 셀의 상태가 몇 개의 사이클을 이루며 반복되는 

CA를 그룹 CA(group CA)라고 하고 셀들의 몇몇 상

태가 사이클을 이루지 않는 CA를 비그룹 

CA(nongroup CA)라고 한다. 그룹 CA는 임의의 한 

상태에 대한 이전 상태가 유일하지만 비그룹 CA는 

트리 구조를 이루고 이전 상태가 유일하지 않다. 또한 

CA의 규칙이 XOR 논리로만 표현된다면 선형규칙

(linear rule)이라고 한다. 모든 셀이 선형규칙인 CA를 

선형 CA(linear CA)라고 하고 그렇지 않는 CA를 비

선형 CA(nonlinear CA)한다[8-11]. 

Das 등은 비선형 CA의 모든 도달가능상태를 알기 
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위하여 도달가능트리를 제안하였다[12]. 제안한 도달

가능트리는 번째 셀의 RMT(Rule Min Term)와 

번째 셀의 RMT 사이의 관계를 고려하여서 모

든 도달가능상태를 식별할 수 있게 한다. 그러므로 

Das 등이 제안한 방법은 모든 도달가능상태를 식별하

기가 복잡하다.

본 논문에서는 다양한 패턴분류기의 설계를 위하여 

비선형 CA를 분석하고자한다. 비선형 CA의 분석을 

위해 도달가능트리를 나타내지 않고 CA 규칙의 진리

표를 재배열한 도달가능표를 제안한다. 제안한 도달가

능표는 모든 상태에 대한 다음 상태를 효과적으로 알 

수 있게 한다. 또한 이 표에 의하여 비그룹 CA에 대

하여 도달가능상태와 끌개를 식별할 수 있다.

Ⅱ. 배경지식

3-이웃 1차원 CA의 상태 전이함수는 


      

  
   
 이다. 여기서 

는 시간 에서 

셀의 상태이고, 는 결합논리로 구현되는 국소전이함

수이다. 

CA의 상태전이그래프에서 직전자가 적어도 한 개 

존재하는 상태를 도달가능상태(reachable state)라고 

하고 직전자가 존재하지 않는 상태를 도달불가능상태

(nonreachable state)라고 한다. 시간 에 대한 어떤 

상태 x가 전이규칙에 의해 다음 상태 x로 전이될 
때 그 결과가 x x를 만족하는 그런 상태를 끌개
(attractor)라고 한다. 이 때 x는 사이클의 길이가 1
인 순환상태가 된다[8]. 

그림 1. NBCA(Null Boundary CA)
Fig. 1 NBCA(Null Boundary CA)

규칙이 <108, 201, 105, 76>인 CA의 RMT를 표 1

에  나타내었다. 본 논문에서는 그림 1과 같이 첫 셀

의 왼쪽은 0이고 마지막 셀의 오른쪽은 0인 

NBCA(Null Boundary CA) 를 다룬다.

RMT 
111

(7)

110

(6)

101

(5)

100

(4)

011

(3)

010

(2)

001

(1)

000

(0)
rule

1-cell - - - - 1 1 0 0 108

2-cell 1 1 0 0 1 0 0 1 201

3-cell 0 1 1 0 1 0 0 1 105

4-cell - 1 - 0 - 1 - 0 76

표 1. 규칙이 <108, 201, 105, 76>인 CA의 RMT
Table 1. RMTs of CA with rule 

<108, 201, 105, 76>  

다음은 도달가능트리에 대해서 살펴본다. 트리의 

각 노드는 전이규칙의 RMT들로 구성된다. 트리의 한 

노드의 왼쪽 에지는 0-에지(0-edge), 오른쪽 에지는 

1-에지(1-edge)이다. 

RMT of 

  rule
0 1 2 3 4 5 6 7

 RMT of 

  rule
0,1 2,3 4,5 6,7 0,1 2,3 4,5 6,7

표 2. 번째와 번째 RMT의 관계
Table 2. Relationship between RMT 

of the   cell  and the   cell 

표 2는 번째 전이규칙에 대한 RMT와 번째 

전이규칙에 대한 RMT의 관계를 나타낸 표이다. 셀 

CA의 상태에 대하여 x  ⋯ 이라고 하자.  
번째 전이규칙에 대한 RMT는   번째 셀

의 상태에 따라 결정된다. 예를 들어 번째 전이규칙

에 대한 RMT가 이면 x⋯ 

⋯


이다. 이 경우 

번째 전이규칙에 대한 RMT는   번

째 셀의 상태에 따라 결정되므로 번째 전이규

칙에 대한 RMT는 2 또는 3이다. 또한 번째 전이규

칙에 대한 RMT가 이면 x⋯ 

⋯


이고 이 때 

번째 전이규칙에 대한 RMT는 4 또는 5이다.
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state    ⋯ ⋅ ⋅    ⋯ ⋅   ⋅    ⋯     ⋯ 0

1-cell    

2-cell        

3-cell                

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

-cell  ⋯   ⋯   ⋯   ⋯ 

표 4. 규칙이 <, , ⋯, >인 CA의 도달가능표

Table 4. Reachability table of CA with rule <, , ⋯, >

0

(2,4)

1

(0,6)

1

(0,6)

0

(2,4)

1

(0)

0

(4)

1

(6)

0

(2)

1

(6)

0

(2)

1

(0)

0

(2,4)

1

(3,5)

0

(1,7)
1

(0,6)

0

(1,2)

1

(0,3)

1

(5,6)

0

(4,7)

1

(6,7)

0

(4,5)
1

(0,3)

0

(1,2)

1

(2,3)

0

(0,1)

0,1

2,3

4,5

6,7

2,3

6,7

2,3

6,7

0,1

6,7

2,3

4,5

2,3

4,5

0,1

6,7

0,1

2,3

0,1

2,3

0

(4)

0,1

4,5

0,1

4,5

2,3

4,5

0,1

6,7

0,1

2,3

그림 2. 규칙이 <108, 201, 105, 75>인 CA의 
도달가능트리

Fig. 2 The reachability tree of CA with rule  <108, 
201, 105, 75> 

규칙 <108, 201, 105, 75>인 CA에서 첫 번째 셀에

서 RMT  →,  →의 값을 가진다. 첫 번째 

셀 RMT가 0, 1인 경우 두 번째 셀에 적용 가능한 

RMT는 0, 1, 2, 3이다. 다음 상태 값은 RMT 

 →,   →이다. 이런 방법으로 네 번째 셀까

지 RMT를 배열하여서 RMT    ⋯의 값이 

0이면 한 노드의 왼쪽 에지로, 1이면 오른쪽 에지로 

배열하면 그림 2와 같고, 모든 도달가능상태는 도달가

능트리를 완성해야 식별할 수 있고 도달불가능상태는 

0001(1), 0010(2), 0100(4), 0111(7)임을 알 수 있다. 이

와 같이 Das 등[12]이 제안한 방법은 번째 셀에서 

RMT의 값을 0-에지와 1-에지에 배열하고 표 2의 

번째 셀과 번째 셀의 RMT의 관계를 고려하여 

다음 셀의 RMT의 값을 다시 0-에지와 1-에지에 배

열하여야 하므로 매우 복잡하다.

Ⅲ. 도달가능표를 이용한 비선형 CA의 분석

이 절에서는 도달가능트리를 나타내지 않고 CA의 

전이규칙의 진리표를 재배열한 도달가능표를 제안한다.

RMT 
111

(7)

110

(6)

101

(5)

100

(4)

011

(3)

010

(2)

001

(1)

000

(0)
rule

1-cell - - - -     
2-cell         
3-cell         

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

-cell -  -  -  -  

표 3. 규칙이 <, , ⋯, >인 CA의 RMT들

Table 3. RMTs of CA with rule <, , ⋯, >

<정의 3.1> 규칙이 <, , ⋯, >인 셀 CA

의 RMT가 표 3과 같을 때 표 4를 셀 CA의 도달가

능표라고 한다. 

다음 정리는 도달가능표를 이용하여 규칙이 <, 

, ⋯, >인 셀 CA의 어떤 상태에 대한 다음 

상태를 알 수 있고 모든 도달가능상태와 끌개를 식별

할 수 있는 정리이다.

<정리 3.2> 규칙이 <, , ⋯, >인 셀 CA

의 도달가능표에서 상태 x  ⋯ 에 대하여 x
의 십진수를 라 하자. 상태 x의 다음 상태를 
y  ⋯ 이라 할 때 각 는 다음과 같다. 
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                                     

단,  
      mod   ≤≤

 mod    
(1)

(증명) 상태 x  ⋯ 의 십진수 는 다음 
식(2)와 같다.

  ⋅
   ⋅

 ⋯⋅ (2)

  에 대하여   이고  
 

 ⋅이다. 는      중 

하나이고 첫 번째 전이규칙의 RMT에 대응한다. 

에 의해 각각    이 결정되고 결정된 값

이 이다.

≤ ≤ 일 경우   에 대하여   

이고  
   ⋅

 ⋅이므로 

 ⋅를 만족한다.

  에 대하여   이고  
 

 ⋅
 ⋅

 ⋅≡⋅
 ⋅

mod이므로  ⋅를 만족한다.
같은 방법으로    이고 

⋅이다.

  에 대하여   이므로 ≡

⋅    mod 이다.                    □

다음 따름정리는 도달가능표에서 주어진 상태에 대

하여 다음 상태를 찾는 법과 도달가능상태와 끌개를 

찾는 방법을 보여주는 정리이다. 

<따름정리 3.3> 전이규칙이 <, , ⋯, >인 

셀 CA의 도달가능표에서 상태 x  ⋯ 에 
대하여 x의 십진수를 라 하자. 다음 상태 y
 ⋯ 에 대하여 다음이 성립한다.

(i) 상태 x의 다음 상태 y의 십진표현은 다음 식
(3)과 같다.

      ⋅  ⋅          

          ⋯⋅      (3)

여기서 (  ⋯  )는 도달가능표에서 에 

대응하는 각 행의 값이다. 

(ii)  (i)의 들은  도달가능상태이다.

(iii) 이면 상태 x는 끌개이다.

표 5의 알고리즘은 본 논문에서 제안하는 도달가능

표를 이용하여 다음 상태와 도달가능상태 그리고 끌

개를 찾는 알고리즘이다. 

Algorithm NEW REACHABLE TABLE

Input: (CA size), Rule   ,   (CA)

Output: next state of  , 
        reachable state, attractor

Step 1. 

   (i) for     to  

         for     to   

             
 mod

               

   (ii) for   

          for    to   

             mod
               

Step 2. for    to   

        ⋅ ⋅    
                ⋯⋅

Step 3. if    then   is an attractor. 

Step 4. Get rid of duplicate values of 

Step 5. The remaining states are reachable    

         states.

표 5. 비선형 비그룹 CA의 도달가능 상태와 끌개를 
찾는 알고리즘 

Table 5. Algorithm for finding reachable states and 
attractors of nonlinear nongroup CA

<예제 3.4> 규칙이 <108, 201, 105, 76>인 CA의 

도달가능표는 그림 3과 같고 상태 x 에 대하
여 x의 십진수 는 0이다. 상태 x의 다음 상태가 
y 이므로  이고 같은 방법으로 
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    ⋯ 이다. 그러므로 

모든 상태의 다음 상태를 알 수 있고 도달가능상태는 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 11, 13, 14 이고 끌개는 3, 6, 

11, 14이다.

그림 3. 규칙이 <108, 201, 105, 75>인 CA의 
도달가능표

Fig. 3 Reachability table of CA with rule <108, 201, 
105, 75> 

Ⅳ. 결 론

본 논문에서는 비선형 CA의 모든 도달가능상태와 

끌개를 식별할 수 있는 방법을 제안하였다. 향후 연구

에서는 제안한 방법을 이용하여 비선형 그룹 CA와 

비선형 비그룹 CA의 생성방법을 연구하고자 한다.
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