
한국전산구조공학회 논문집 제28권 제5호(2015.10) 497

J. Comput. Struct. Eng. Inst. Korea, 28(5)

pp.497∼502, October, 2015

http://dx.doi.org/10.7734/COSEIK.2015.28.5.497

pISSN 1229-3059  eISSN 2287-2302

Computational Structural

Engineering Institute of Korea

굽힘하중이 가해지는 복합재 평판 자유단에서의 박리응력 감소 연구

정 석 주1․승 명 균1․김 흥 수2†

1
동국대학교 기계공학과, 

2
동국대학교 기계로봇에너지공학과

Reduction of Free Edge Peeling Stress in Composite Laminates 

under Bending Load

Seok-Joo Jung
1
, Myung-Kyun Sung

1
 and Heung Soo Kim

2†

1
Department of Mechanical Engineering, Dongguk Univ., Seoul, 04620, Korea

2
Department of Mechanical, Robotics and Energy Engineering, Dongguk Univ., Seoul, 04620, Korea

Abstract

In this paper, a stress function-based approach was proposed to analyze the reduction of free-edge peeling stress in smart 

composite laminates using piezoelectric actuator under bending load. Electro-mechanically coupled governing equation was obtained 

by complimentary virtual work principle. The stress state was solved by the generalized eigenvalue procedure. The free-edge peeling 

stress of smart composite laminates was reduced by the piezoelectric actuation. The reduction rate of peeling stress in cross-ply 

composite laminate is larger than that in angle ply composite laminate.
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1. 서    론

복합재는 높은 비강성, 비강도 및 내식성, 화학적 안정성 

등 여러 장점들로 인하여 항공우주, 자동차 등의 산업에서 

활용도가 점점 높아지고 있다. 개발과정과 상품의 질이 상승

할수록 복합재는 금속이나 비금속을 대체할 수 있을 것이라

고 판단된다. 하지만 복합재 각 층의 탄성 특성의 불일치로 

인하여 층과 층 사이에 원치 않는 박리응력이 존재하는 것으

로 알려져 있다. 이러한 박리응력으로 인하여 자유단에서 박

리나 균열이 발생할 수 있고 그 결과 구조물의 손상을 초래

할 수 있다.

지난 수 십년 동안, 3차원에서의 층간응력과 응력특이성에 

관한 연구가 이루어졌다. 실험뿐만 아니라 이론적 접근으로 

많은 연구가 있었다. 재료와 기하학적인 불연속성으로 인하

여 복합재 적층판의 자유단에서 응력집중이 발생한다. 복합

재 적층판에서 자유단 효과는 층간 파손이나 박리를 야기하

기 때문에 구조 안정성에 치명적이다. 피에조가 부착된 복합

재 적층판의 경우 전기-기계 연성 효과로 인하여 자유단 효

과는 좀 더 복잡해진다.

피에조가 부착된 복합재 적층판의 굽힘을 해석하기 위해서

는 변위장이나 응력장에 기초한 여러 가지 방법이 있다. 변위

장에 기초한 이론 중에선 고전적층 평판 이론(classical 

lamination theory, CLT)(Lee, 1990; Konieczny et al., 

1994; Wang et al., 1997), 등가층간전단변형이론(equi-

valent single-layer shear deformation theories, ESLSDT) 

(Kabir, 1990; Reddy, 1999), 층간전단변형이론(layerwise 

shear deformation theory, LWSDT)(Robins et al., 

1993; Zhu et al., 1998; Kim et al., 2002a,b; Kim et 

al., 2006), 유한요소법(Chandrashekhara et al., 1993; 

Detwiler et al., 1995) 등이 있다. CLT는 전단 변형을 고려

하지 못하기 때문에 주하중을 지지하는 두께운 구조 부재 해석

에는 적당하지 않다. ESLSDT는 고차의 변위장을 사용하지만 

층간에서의 전단응력 연속 조건을 만족시키지 못한다. LWSDT

는 변위장에 기반한 이론 중에서 가장 정확하지만 각 층에서 변
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Fig. 1 Geometry of composite laminates with 

surface-bonded piezoelectric actuator

위장이 정의되기 때문에 많은 변수들이 필요하고 ESLSDT보

다 계산 상 효율이 많이 떨어진다. 

복합재 평판을 해석하는 또 다른 방법은 응력 연속성뿐만 

아니라 응력 경계조건도 만족하는 응력함수에 기초한 이론이

다. Spilker와 Chou(1980)가 하중 경계조건의 중요성을 입

증한 이후로 Yin(1994)은 층간응력함수 이론(stress-based 

layerwise theory, SBLWT)에 기초한 다항식 근사법을 제

안했다. Yin의 응력함수는 평형방정식을 만족시킬 뿐만 아니

라 각 층과 층의 접촉면에서의 층간응력의 연속성도 포함한

다. Flanagan(1994)은 복합재 적층판의 자유단 응력을 밝히

는데 양단 고정 보의 모드형상을 이용한 근사 방법을 제안했

다. Flanagan의 접근법은 Yin의 방법보다 계산상으로 효율

적이다. Flanagan의 방법은 응력함수를 면내 방향과 면외방

향 함수로 나누고 면외 방향 함수로 경계조건을 만족하는 보

의 고유모드를 사용하여 면내 방향 함수를 구하였다. 

복합재 적층판의 자유단에서 박리응력의 집중은 복합재 평

판의 안정성에 치명적이다. 층간분리가 발생하는 것을 방지

하기 위하여 적층방법을 조절하거나 자유단의 형상을 바꾸는 

테일러링과 같은 능동적인 설계기법이 개발되었다. 하지만, 

복합재의 특성 때문에 큰 효과를 보기가 어렵다. 본 논문에

서는 압전 작동기를 이용해 굽힘하중이 작용하는 경우 발생

하는 박리응력을 감소시키는 방법을 제안하였다. 압전 작동

기를 이용하여 굽힘하중으로 인해 발생한 박리응력과 반대되는 

층간 응력을 생성시켜 박리응력을 감소시키는 방법을 연구하

였다. 응력해석을 위해서는 Flanagan이 제안한 응력함수에 

기초한 해석기법을 사용하였으며, 전기-기계 연성 효과는 압

전 재료의 선형 탄성 구성방정식을 이용하여 구현하였다. 

2. 수학적 정식화

본 논문에서는 Fig. 1과 같이 윗면과 아랫면에 상하 대칭

으로 압전 작동기를 부착한 복합재 평판을 해석하였다. 두 

개의 압전 작동기는 박리응력을 조절하는데 사용된다. 복합

재는 직교이방성 재료(orthotropic materials)로 구성되어 

있고, 축에 대하여 임의의 섬유 각도를 가지고 있다. 편의

를 위해 압전 작동기와 복합재 각각의 층의 두께는 동일한 

것으로 가정하였다. 

선형탄성에 기초한 구성방정식은 다음과 같이 표현된다. 전

기-기계 연성에 의해 나타나는 스트레인 항([d][E])은 압전 

작동기 층에서만 존재한다. piezoelectric strain matrix [d]

는 각각의 층에서 정의되고, 복합재 층에서는 0의 값을 가진다.

(1)

복합재 평판의 자유단과 윗면, 아랫면의 기하학적 조건으

로 주어진 경계조건은 다음과 같이 서술할 수 있다.

       at  

       at  ± (2)

스마트 복합재 평판의 길이는 충분히 길다고 가정하여 평

면 변형률 상태를 가정하였다. 평면 변형률 상태에서는 응력

장은 축과 무관하다. 무차원 좌표는 다음과 같다.

  

   (3)

복합재 평판의 임의의 점에서 평형조건을 항상 만족시키

기 위해서 Lekhnitskii 응력함수를 도입했다(Lekhnitskii, 

1963).

 


  



  



 


  


(4)

이 응력함수를 구하기 위해 변수분리 기법을 도입하였으

며, 응력함수를 면내 방향 응력함수와 면외 방향 응력함수로 

아래와 같이 나누었다. 

 




   




 
  (5)

윗첨자 는 에 대한 함수의 미분을 나타낸다. 식 (2)의 

두께 방향 하중 경계조건을 만족시키기 위해 면외방향 응력
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함수  는 양 끝단이 고정된 보의 고유 모드 함수를 도입

하였다. 면외방향 응력함수  는 다음과 같이 주어진다.

     (6)

여기서, 는 다음 특성방정식의 해이다.

      (7)

지배방정식은 다음과 같은 최소보족일의 원리를 사용하여 

구할 수 있다. 

 





 


 
  

( =2,3,...,6) (8)

위 식 (4)와 식 (5)를 식 (8)에 대입하고 부분 적분을 수

행하면 다음과 같은 면내방향 응력함수에 관한 4차와 2차 미

분으로 연성된 상미분 방정식을 얻을 수 있다.

     
       (9)

여기서,


  (10)


  


 


 


 


 


 


 


 

 

 




 

 




지배방정식의 일반해는 동차해(homogeneous solutions)

와 특이해(particular solutions)의 합으로 구할 수 있고, 

동차해는 다음과 같이 나타낼 수 있다.


  

 
  

 (11)

동차해를 지수함수로 가정하여 지배방정식에 대입하여 부

분적분을 수행하면 다음과 같은 식을 얻을 수 있다.




 
 


 

 


   (12)




 


 
 


     


 




    

위 식의 세 번째 방정식은 일반화된 고유치 문제의 표준형

으로 변환하기 위한 보조 식이다. 위의 식은 일반화된 고유

치 문제로 변환할 수 있으며 아래와 같다.












 

 



 

 


  




















 










 
 



  


  




















 (13)

  

고유치 문제에서 3개의 고유값을 얻을 수 있다. 그리면 

동차해는 아래와 같은 3개의 선형조합으로 나타낼 수 있다. 


  

 
 (14)


  

 
      

는 경계조건으로부터 구해지는 상수이다.

특이해는  와  를 상수로 가정함으로써 구할 수 있

다. 따라서, 면내 방향 응력함수에 대한 해는 다음과 같다.

  
 

 (15)

  
 

   

마지막으로, 상수 는 자유단에서 가 0인 자유단 

경계조건을 이용하면 구할 수 있다.


 

   (16)


  


 

        
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Fig. 3  distribution of [PTZ/0/90]s composite 

laminates at the composite interface(z/h=1/6) 

according to the applied voltage

위의 과정들로부터 계산된 면내방향 응력함수를 식 (4)의 

응력함수에 대입하면 아래와 같은 응력 값을 구할 수 있다. 

 










 



 (17)

 










 


 










 




 










 




 










 





3. 수치예 

본 논문에서는 Fig. 1과 같이 압전 작동기가 표면에 부착된 

복합재 평판의 박리응력 감소 효과를 연구하였다. 제안된 방법

을 검증하기 위해, 대표적인 복합재 적층 방법인 cross-ply와 

angle-ply를 고려하였다. 복합재의 물성치는 다음과 같다.

  Gpa,    Gpa

    Gpa

      

PZT-5H를 압전 작동기로 사용하였으며, 물성치는 다음과 

같이 주어진다.

   Gpa,   Gpa

  Gpa,    Gpa

      

   ×
m/V,   ×

m/V

  ×
   ×

m/V

복합재 적층판 한 층의 두께는 0.125mm이고, 압전 작동

기의 두께는 0.5mm이다. 압전 작동기의 두께는 복합재 한 

층 두께의 4배이며, 편의상 4장의 적층판을 하나의 적층판으

로 가정하여 복합재 적층판 한 층의 두께는 PZT의 두께와 

같도록 하였다. 

cross-ply 복합재 평판의 상하 압전 작동기에 반대 방향

의 전기장을 가하여 압전 작동기에 의해 굽힘하중이 발생했

을 때 나타나는 층간 수직응력의 면내 방향 분포를 Fig. 2.

에 나타내었다. 이 때 가해준 전기장의 크기는 100V이다. 

응력함수로 해석한 결과와 이를 검증하기 위해 상용유한요소 

프로그램을 이용해 해석한 결과를 비교하였다. 응력함수에 

기초한 해석 기법이 상용 유한요소 프로그램을 이용한 결과

와 잘 일치하며, 오히려 자유단에서는 응력 집중을 더 잘 나

타내고 있음을 확인할 수 있다. 

Fig. 2  distribution of [PTZ/0/90]s composite 

laminates at the composite interface(z/h=1/6) 

obtained by the proposed method and FEM

Fig. 3는 cross-ply 복합재 적층판에 기계적 굽힘하중이 

가해지는 경우 나타나는 층간 수직응력의 면내 방향 분포와 

압전 작동기에 가해지는 전기장의 크기에 따라 나타나는 층

간 수직응력의 분포를 동시에 나타낸 것이다. 층간 수직응력

이 양의 방향으로 나타나는 경우 층간 분리를 야기하는 박리

응력이 되고 이 응력을 줄이기 위해 압전 작동기를 사용했으
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reduction rate of interlaminar normal 

stress()

Applied 

Voltage(Volt)

cross-ply

([PZT/0/90]s)

angle-ply

([PZT/45/-45]s)

100 13% 6%

200 27% 12%

300 40% 18%

Table 1 Reduction rate of maximum peeling stress 

according to applied voltages

며, 가해지는 전기장이 증가할수록 박리 응력의 크기가 감소

하는 것을 확인할 수 있다. 

Fig. 4는 angle-ply 복합재 적층판에 기계적 굽힘하중이 

가해지는 경우 나타나는 층간 수직응력의 면내 방향 분포와 

압전 작동기에 전기장을 가하여 나타나는 층간 수직응력의 

면내방향 분포를 나타낸 것이다. cross-ply 복합재 적층판의 

경우와 마찬가지로 압전 작동기에 가해지는 전기장이 증가할

수록 자유단에서의 박리응력이 줄어드는 것을 확인할 수 있

지만, 줄어드는 크기는 cross-ply 복합재 적층판에 비해 작

은 것을 확인할 수 있다. 

Fig. 4  distribution of [PTZ/45/-45]s composite 

laminates at the composite interface(z/h=1/6) 

according to the applied voltage

Table 1은 압전 작동기에 전기장이 가해지는 경우 cross- 

ply 및 angle-ply 복합재 적층판의 최대 박리응력의 감소량

을 나타내었다. Fig. 2 및 Fig. 3에서 확인할 수 있는 바와 

같이, 압전 작동기에 전기장이 가해지는 경우 cross-ply 복

합재 적층판의 박리응력이 angle-ply 복합재 적층판의 박리

응력에 비해 크게 감소하는 것을 알 수 있으며, 300V의 전

기장이 가해지는 경우 최대 40%의 박리응력이 감소하는 것

을 확인할 수 있다.

4. 결    론

본 연구에서는 굽힘하중이 작용하는 경우 복합재 적층판의 

자유단에서 나타나는 층간 박리응력을 줄이기 위해 압전 작동

기를 이용하는 방법을 제안하였다. 층간응력을 해석하기 위해 

응력함수에 기초한 해석 기법을 제안하였으며, 선형탄성에 기

초한 압전 재료의 구성방정식을 이용하여, 전기-기계 연성 효

과를 나타내었다. 최소보족일의 원리를 이용해 지배방정식을 

유도하였으며, 고유치 문제를 이용해 응력을 구하였다. 복합

재 적층판의 윗 면과 아랫 면에 압전 작동기를 부착하여, 반

대 방향으로 전기장을 가하는 경우 순수 굽힘이 나타나게 하

였다. 기계적 굽힘하중이 가해지는 경우 복합재 적층판의 자

유단에서 나타나는 박리응력은 압전 작동기에 전기장을 가하

여 감소시킬 수 있는 것을 확인하였다. cross-ply 복합재 적

층판의 경우 angle-ply 적층판에 비해 압전 작동기에 의한 

박리응력의 감소가 큰 것을 확인할 수 있었다.
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