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Abstract

This paper presents development of a geometrically nonlinear triangular planar element including rotational degrees of freedom, 

based on the co-rotational(CR) formulation. The CR formulation is one of the efficient geometrically nonlinear formulations and it is 

based on the assumptions on small strain and large rotation. In this paper, modified CR formulation is suggested for the developemnt 

of a triangular planar element. The present development is validated regarding the static and time transient problems. The present 

results are compared with the results predicted by the previous researchers and those obtained by the existing commercial software.
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1. 서    론

최근까지 많은 선행 연구들을 통해 다양한 형태로 정밀한 구

조해석 모델이 개발되어 왔고, 상당부분 유한요소를 사용하고 

있다. 그 중, 저차의 유한요소는 비교적 간단한 정식화를 포함

하고 효율적으로 구조물을 해석할 수 있다. 이러한 이유로 많

은 연구자들에 의해 정확하고 효율적인 4절점 사각평면요소

와 3절점 삼각평면 요소들이 개발되어 왔다(Allman, 1984; 

1988; Bergan et al., 1985; Carpenter et al., 1985). 하

지만 대부분의 요소는 선형의 거동을 예측할 수 있다. 비선형 

구조해석으로의 확장을 위해 대표적으로 total Lagrangian, 

updated Lagrangian 기법이 널리 사용되었다(Bathe et 

al., 1975). 이러한 전통적인 해석기법은 요소의 형태와 요소 

절점의 자유도에 따라 비선형성을 고려하는데 추가의 수학적 

모델링이 요구되며 요소 자체의 가정에 따라 상당한 어려움이 

따를 수 있다(Simo et al., 1993).

비교적 최근 Rankin에 의해 co-rotational(CR) 기법이 

정립되었으며 작은 변형률과 큰 회전거동을 갖는 구조물의 기

하학적 비선형해석에 적용 가능하다(Rankin et al., 1985). 

CR 기법의 가장 큰 장점은 요소에 독립적으로 적용가능 함이

다. 따라서 요소의 절점 수, 절점의 자유도에 따라 동일하게 

기법을 적용하여 기존 요소를 비선형해석으로 확장 가능하다. 

하지만, CR 기법은 대부분 보, 쉘 요소에 적용되었고

(Crisfield, 1990; Battini, 2007), 최근에 들어서 Battini 

(2008)에 의해 CR 기법을 적용한 비선형 평면요소의 정식화

가 수행되었다. 하지만 Battini에 의해 정립된 비선형 평면 

요소는 평면 상 회전자유도가 고려되지 않았고 병진 거동에 

대한 자유도만을 갖는 사각 평면요소를 고려하였다. 국부요소

로 비 적합 4절점 사각평면 요소(Taylor et al., 1976)를 사

용하여 잠김 현상에서 자유로운 비선형해석을 수행하였으나 

궁극적으로 회전자유도를 포함하고 있지 않아 플래핑 날개와 

같이 구조물의 회전 거동을 포함한 구조해석에 적용하기에는 

분명한 한계가 있다. 회전자유도를 포함한 평면요소는 회전 

거동 및 토오크를 직접 고려할 수 있을 뿐만 아니라, 잠김 현
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상에서 자유로울 수 있어 평면거동을 하는 구조물에 효과적인 

해석을 수행할 수 있다.

따라서 본 논문에서 회전자유도를 갖는 평면요소에 대한 

CR 정식화를 수행하였으며 이를 동적해석으로 확장하였다. 개

발한 요소는 선행 연구에서 개발된 평면요소들과 비교 검증하

였고 상용프로그램인 ANSYS 해석결과와 비교 검증하였다. 

2. 본    론

이 장에서는 CR 기법과 이를 적용한 회전자유도를 갖는 

평면 요소의 비선형해석 정식화 과정을 소개하고자 한다.

2.1 CR 비선형 구조해석 기법

Fig. 1 Geometry and coordinate of a planar element

CR 기법은 국부요소를 독립적으로 사용하여 기존의 기하

학적으로 선형이며 정확한 예측이 가능한 요소를 기하학적 

비선형해석으로 확장할 수 있다(Rankin et al., 1986, 

Felippa et al., 2005). Fig. 1은 CR 기법의 좌표계를 나

타낸다. CR 기법은 기학적 비선형적 거동을 예측하기 위해 

전체 거동을 CR 좌표계를 기준으로 강체 거동과 순수 구조 

변형으로 분리하는 두 단계로 나누어 고려한다. 이때 기존의 

선형요소는 순수 구조변형을 나타내는 국부요소의 형태로 적

용되고, 회전변환행렬을 도입하여 강체 거동을 모사할 수 있

다. 따라서 기존 선형요소의 강성행렬과 내력 벡터에 회전변

환행렬을 도입하여 전역좌표계에서의 강성행렬과 내력벡터를 

구성할 수 있다.

2.2 회전자유도를 갖는 CR 삼각평면요소

Fig. 1에서 나타낸 는 전역좌표계이고,  , 

는 각각 전역좌표계에서의 위치와 변위를 나타낸다. 하

첨자 는 요소 절점을 나타내고 은 전체 요소의 절점 개수이

다. 각 좌표계는 요소 형상의 무게 중심을 기준으로 고려되었

고, 무게중심에 해당하는 물리량은 하첨자 로 나타내었다. 또

한 하첨자 와 은 각각 전역좌표계와 국부좌표계에서 정의된 

물리량을 나타낸다. 그리고 , , , 는 각각 절점 좌표와 

변위를 나타내며 , 는 무게중심 기준으로 나타낸 상대적 절

점 좌표를 나타낸다. 

본 논문에서 좌표계는 무게중심에 놓여지고, 국부 요소의 

회전자유도를 고려하기 위해 CR 좌표계를 설정하였다. 전역

좌표계에서 CR 좌표계로의 변환에 따른 좌표계의 회전은 식 

(1)과 같이 도출할 수 있다(Battini, 2008).

 






      


 



      
(1)

이때, 는 회전변환행렬  을 구성하고, 변형 전 좌표계

에서 정의되는 는 회전변환행렬  을 구성한다. 회전변

환행렬을 사용하여 각각 식 (2), (3)과 같이 순수 변형의 병

진자유도와 회전자유도를 나타낼 수 있다. 



 

  
  


 (2)

       (3)

최종적으로 회전변환행렬,  은 요소에 대한 회전변환행

렬  로 식 (4)와 같이 정의할 수 있고, 이를 도입하여 전

역좌표계에서 정의된 강성행렬  과 내력 벡터 는 식 

(5)와 같다. 

   
      (4)

   
       



where 

     
   

 (5)

행렬  는 식 (6)과 같이 전역좌표계에서 정의된 변위를 

국부 좌표계에 대한 미분으로 유도되며 전체 요소 거동에서 

순수 변형에 대한 물리량을 추출한다. 이때, 벡터 와 

는 절점 병진자유도에 의해 유도되며, 최종적으로 행렬 

 는 식 (7)과 같이 구성할 수 있다(Battini, 2007).
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  






















      (6)

    
 (7)

국부요소는 OPtimal Triangular(OPT) 평면 요소(Felippa, 

2003)를 적용하였다. 각 절점에 회전자유도를 포함하는 OPT 

평면요소는 기존의 유한요소 정식화와 달리 자유 정식화(free 

formulation) 과정을 바탕으로 하여, 요소의 세장비에 관계없이 

면 내, 굽힘 거동을 정확하게 예측 가능한 선형 요소이다. 또한 

OPT 평면요소를 정의하는데 있어 평면 응력(plane stress) 연

속 방정식을 적용하였다.

2.3 관성력에 의한 가상일

Fig. 1과 같이 정의된 요소의 좌표계에서 운동에너지는 

아래와 같이 나타낼 수 있다.

 






 













  (8)

식 (8)에서 , , 는 각각 밀도, 면적, 두께를 나타낸

다. 운동에너지와 관성력에 의한 가상일의 관계에 따라 관성

력 벡터는 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

  (9)










 

위 는 요소 절점자유도의 변분 항이며 병진자유도와 회전

자유도로 구성된다. Fig. 1에서 정의한 좌표계에 따라 요소 

절점자유도는 국부 좌표계에서 정의된 물리량으로 고려할 수 

있다. 이 때, 요소의 절점자유도는 미소 물리량이므로 요소의 

형상함수를 통해 요소 변위로 나타낼 수 있다. 







  






 (10)

최종적으로 요소의 관성력 벡터는 아래와 같이 나타낼 수 

있다. 

  













 





 
 

 










(11)

국부좌표계에서 정의된 전단관성행렬은 국부 자유도에 대

한 관성력의 미분으로 나타낼 수 있다. 따라서 관성력 벡터

와 동일한 방법으로 요소자유도를 도출하여 적용하면 아래와 

같이 관성행렬, 감쇠행렬을 표현할 수 있다.

 








  

 





 





 (12)

 




 








 




   

이렇게 정의된 각각의 행렬과 벡터는 회전변환 행렬  

를 통해 전역좌표계에서 정의된 물리량으로 표현 가능하며 

요소의 운동에 대한 비선형 지배방정식은 식 (14)와 같다. 

   
      

  (13)

  (14)

본 논문에서는 지배방정식을 수치적으로 해석하기 위해 

Newton-Raphson 기법과 Hilber-Hughes-Taylor-α(HHT-

α) 내재적 시간적분 기법(Crisfield, 1997)을 적용하였다. 

3. 수치해석결과

본 장에서는 앞서 개발된 요소의 정적/동적 해석을 수행하

고 선행 연구결과 및 상용프로그램인 ANSYS의 해석결과와 

비교 검증하였다. 

3.1 정적해석 검증

정적해석 검증을 위해 Battini(2008)에 의해 수행되었던 

예제를 고려하였다. 해석에 적용된 형상 및 물성은 Fig. 2와 

같다. 본 예제에서는 비 정렬 격자를 사용함에 따라 도출되

는 해의 정확성을 질 좋은 격자를 사용하여 도출된 해와 비

교하였다. 비 정렬 격자는 절점의 위치를 정렬된 위치 기준 

20% 뒤틀린 형상을 고려하였다. 점 A 위치에 축방향의 집

중하중이 가해졌고 하중의 크기에 따라 발생하는 수평방향 

변위를 선행연구에서 제시된 결과들과 비교 검증하였다. 점 

A 위치에 가해진 하중의 크기는 40000이고, 하중인자()를 

변경함에 따라 발생하는 변위를 고려하였다. 해석결과는 

Fig. 3에 나타내었으며 하중 인자가 1일 때의 형상은 Fig. 

4와 같다. 해석결과를 살펴보면 기하학적 비선형적 거동특성
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Fig. 2 Geometry and properties of an angle frame

Fig. 3 Comparison of the horizontal displacement at 

Point A

Fig. 4 Deformed configuration by the present analysis 

(λ=1.0)

Reference Displacement Difference(%)

Present 6.71 0.95

Qm6(Battini, 2008) 6.39 5.51

Qnew(Battini, 2008) 6.49 4.03

Fine grid 6.77 -

Table 1 Comparison of the horizontal displacement at 

Point A(λ=1.0)

Fig. 5 Cantilevered flat plate loaded by the surface 

pressure

Fig. 6 Comparison of the tip deflection

이 잘 나타남을 확인할 수 있으며, 질 좋은 격자를 사용하여 

도출된 결과와 비교하였을 때, 상대오차는 0.9%이다. 또한 

기존의 선행 결과와 비교하였을 때, 본 연구를 통해 개발된 

평면요소가 비 정렬 격자에서 더 좋은 성능을 나타냄을 확인

하였다. 하중 인자가 1일 때, 각각의 결과 비교를 Table 1

에 정리하였다.

이어서, Bathe 등(1975)에 의해 수행된 선행연구 사례를 

고려하였다. 한 쪽 면이 지지된 평판에 윗면과 아랫면에 압

력이 가해지는 조건이 적용되었다. 해석에 사용된 구조물의 

형상과 물성은 Fig. 5와 같다. 해석결과, 본 연구를 통해 도

출된 해석결과와 선행 연구결과가 잘 일치하는 것을 확인하

였다. 해석결과는 Fig. 6에 나타내었다.

3.2 동적해석 검증

동적해석 검증을 위해 앞서 정적해석의 검증 예제로 수행

되었던 Bathe 등(1975)의 예제를 고려하였다(Fig. 5). 시

간에 따라 일정한 압력이 가해짐에 따라 발생하는 끝단의 변

위 응답을 비교하였다. 본 연구에서 개발된 평면 요소는 총 

20개가 사용되어 총 66개의 절점 자유도를 갖는 반면, 선행 

연구에서는 8절점 사각 평면 요소 10개가 적용되어 총 84개

의 절점자유도가 적용되었다. 상대적으로 적은 수의 자유도

가 적용되었음에도 불구하고 해석결과, 선행 연구결과와 잘 

일치하는 것을 확인하였다.

또한, 고차 요소를 사용한 결과와 비교 검증을 통해 본 요

소의 효율성과 도출되는 해의 정확성을 확인하기 위해 3차원 

고체 요소를 적용한 ANSYS 해석과의 비교를 시도하였다. 
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Fig. 7 Transient response of the cantilevered flat 

plate under constant surface pressure

Fig. 8 Cantilevered plate under the harmonic tip load

Fig. 9 Transient response of the cantilevered plate 

under the harmonic tip load

해석에 적용된 형상과 물성은 Fig. 8과 같고 시간에 따라 변

화하는 끝단 집중하중이 가해짐에 따라 발생하는 끝단의 변

형 응답을 비교 검증하였다. 가진 주파수는 10Hz로 선정하

였다. 본 논문에서 개발한 평면요소는 총 20개의 요소를 사용

하여 66개의 총 절점 자유도가 고려되었으나, 3차원 ANSYS 

해석에는 총 80개의 요소를 사용하여 총 594개의 절점 자유

도가 고려되었다. 비교 결과, 현 해석을 통해 도출된 끝단 응

답결과가 ANSYS에 비하여 매우 적은 개수의 요소를 적용했

음에도 불구하고 ANSYS 해석결과와 잘 일치하는 것을 확인

하였다.

4. 결    론

본 논문에서는 CR 기법을 적용하여 회전자유도를 갖는 3

절점 비선형 삼각평면요소를 개발하였다. 국부 요소의 회전

을 고려하기 위해 요소 형상의 무게중심에 CR 좌표계를 정

의하였다. 또한 동적해석을 위해 운동에너지의 변분으로부터 

전단 질량행렬, 감쇠행렬 그리고 관성력 벡터를 유도하였고 

Newton-Raphson 기법과 HHT-α 내재적 시간적분 기법을 

적용하여 지배방정식을 해석하였다. 수치해석은 정적해석과 

동적해석의 몇 가지 예제를 사용하였고 해석결과는 선행 연

구결과 및 상용프로그램 해석결과와 비교 검증하였다. 검증 

결과, 정적해석에서의 처짐은 0.9%의 오차를 나타내었으며, 동

적해석결과, 변위 응답이 3차원 고체 요소를 사용한 ANSYS 

해석결과와 잘 일치하는 것을 확인하였다. 향후, 본 논문을 

통해 개발한 평면 요소를 플래핑 날개의 구조해석에 적용하여 

유체-구조 결합해석을 수행하고 나아가 국부 Lagrangian 승

수를 적용한 다물체 동역학 해석으로 확장을 수행할 것이다. 
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요  지
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