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Abstract

In this paper, the behaviour of a cantilevered beam was predicted to examine the difference between linear and non-linear static, 

dynamic analysis for a structure by using CR nonlinear formulation. Then, external transverse static and dynamic loads were applied 

at the free tip of the beam. Classical theories were used for the present linear analysis and co-rotational dynamic FEM program was 

used for the present nonlinear analysis. In the static analysis, effects of the load for the beam deflection were observed in both linear 

and nonlinear analysis. Then, normalized displacement at the tip of the beam was predicted for different frequency ratio and a 

significant difference was obtained in the vicinity of the resonant frequency. In addition, effects of frequency and time for the beam 

deflection were investigated to find the frequency delay.
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1. 서    론

자연에서 실제로 발생하는 구조물의 변형은 비선형적 특징

을 가진다. 하지만 비교적 작은 변형에서는 이러한 비선형성이 

뚜렷하지 않기 때문에 간편한 선형적 해석으로도 발생하는 물

리적인 현상을 분석할 수 있고 그 결과도 상당히 정확하다. 하

지만 구조물에 큰 변형이 발생할 경우, 선형적 해석은 실제와 

매우 다른 결과를 제공하게 된다(Fertis, 2006). 특히 비선형

적 거동을 분석한 선형적 해석의 결과가 구조물의 안전성을 결

정하는 요인으로 사용된다면 과잉설계(over-design)를 야기

할 수도 있다. 그리고 이것은 필요한 재료의 양을 결정하는데 

직접적으로 작용하여 구조물의 경량화와 생산단가에 부정적 

영향을 미치게 된다. 따라서 구조물의 큰 변형을 정확하게 예

측하기 위해서는 비선형성을 고려한 해석적 접근이 필요하다.

또한 현실에서 수시로 변하는 공력을 받는 항공기의 주 날개

나 헬리콥터의 로터 블레이드와 같은 구조물의 경우 정적해석

과 동적해석의 결과는 큰 차이를 보인다. 만약 구조물에 작용

하는 하중이 충분히 작더라도 구조물의 고유 진동수와 비슷한 

크기로 가진된다면 구조물은 매우 큰 변형을 일으키며 파손될 

수도 있다. 따라서 이러한 구조물의 동역학적 거동을 선형적 

가정만 적용하여 예측한다면 일부 진동수 구간에서는 실제와 

매우 다른 결과를 얻을 수도 있을 것이다. 따라서 본 논문에서

는 이러한 현상을 직접 확인하고 정확한 예측을 위한 방법을 

모색하기 위하여 다음과 같은 과정을 수행하였다.
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Fig. 1 A cantilever beam is fixed at one end and free 

to move vertically at the other

Fig. 2 A static deflection of the beam due to a load at tip

본 논문은 위에서 언급한 항공기의 주 날개나 헬리콥터의 로

터 블레이드와 같은 구조물을 한 쪽 끝단은 완전 고정되고 반

대쪽 끝단은 자유로운 외팔보(cantilevered beam)로 가정

(Megson, 2007)하고 자유 끝단에 수직으로 가진된 외력을 

가하였을 때 구조물의 2차원 거동을 선형적 해석과 비선형적 

해석으로 분석하였다. 외팔보의 가진 상황에서 비선형적 거동

특성을 실험적으로 살펴보았을 때 공진이 발생하는 공진진동

수가 편향되는 것을 관찰할 수 있다(Mahmoodi, 2008). 이러

한 비선형적 거동특성은 가진 진동수에 의해 영향을 받으며 과

도응답에서 유사 안정(quasi-steady)상태에 도달한다(Vaz, 

2013). 위 연구들은 동적해석만 수행하였고 가진 진동수 중심

으로만 보의 거동을 해석하였다는 한계가 있다. 따라서 선형 

해석과 비선형 해석의 비교, 정적해석과 동적해석에서 특정 변

수가 보의 거동에 미치는 영향에 대한 분석을 통합적으로 연구

하는 것은 의미가 있다. 

본 논문에서 선형적 해석은 감쇠 시스템에 대한 조화 가진의 

이론적 접근법을 이용하였으며 비선형적 해석은 Co-rotational 

유한요소 시뮬레이션을 이용하였다. 보에 작용한 하중의 크기

와 진동수, 시간에 대하여 각각의 해석방법이 보의 거동을 어

떻게 표현하는지 그 차이를 알아보았다. 마지막으로 상용 유한

요소해석 프로그램을 이용해 3차원 모델의 비선형적 거동특성

을 2차원 모델과 비교하였다.

2. 본    론

이 장에서는 비감쇠 시스템 조화가진 상태의 외팔보 거동

에 대한 선형적, 비선형적 해석방법을 소개한 후, 각각의 해

석방법을 적용하여 하중과 진동수, 시간의 변화에 따른 보 

거동의 차이를 비교하고자 한다.

2.1 선형적 해석방법

우선 선형적 해석방법은 외팔보의 2차원 거동을 표현한 

식으로서 유도과정은 다음과 같다(Inman,1988).

Fig. 1에 한쪽 끝이 고정되어 있고 다른 쪽 끝이 자유단

인 보 모델을 간단히 도시하였다. 보 끝단의 변위를 , 가진 

힘을 , 2차 단면 모멘트를 , 강성(stiffness)을 , 탄성계

수를 , 중력 가속도를 , 보의 밀도를 , 단면적을 A라고 

하였다. Euler-Bernoulli 보 이론을 적용하여 구해지는 보

의 와 는 다음과 같다.

 
 

,  ∙,  


(1)

이제 위 결과를 이용하여 보의 질량을 고려한 등가질량 

와 고유진동수 을 도출하였다. Fig. 2와 같이 보의 

끝단에 질량()이 주어졌을 때, 이 질량에 의해서 발생하는 

보의 변형과 보 끝단의 변위는 다음과 같다.




  (2a)




 


(2b)

위 식을 연립하여 시간에 대해 미분을 수행하였다.





  (2c)









  (2d)

위와 같이 표현된 보의 속도 식을 보의 운동에너지 식에 

대입하였다.

  








  















 






 (3)

 











   












 

 


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Fig. 3 Harmonic excitation of undamped system

이제 보의 질량  을 대입하고 보과 보의 끝단에 

매달린 질량()의 운동에너지를 합하면, 다음과 같이 전체 

시스템의 운동에너지 식을 얻을 수 있다.

   (4)

 

 

 






 

 

 

식 (4)를 이용해 끝단에 질량()이 매달린 보의 등가질

량(equivalent mass, )과 고유진동수()를 구하면 다

음과 같은 식으로 나타낼 수 있다.

 


 (5)

 









(6)

Fig. 3은 위에서 유도한 값을 통해 보를 감쇠 조화 가진 

시스템으로 변환시킨 것을 도시한 것이다. 이 때 구조물에 

작용하는 가진을 앞서 예로 들었던 고세장비 항공기의 날개나 

헬리콥터 로터 블레이드가 받는 공력으로 가정하면 식 (7)과 

같이 cosine 형태의 조화 가진으로 표현할 수 있다.

 ∙  (7)

이때 방향의 힘과 변형만 존재한다고 가정하고 위 시스

템의 지배방정식을 설정하면 다음과 같은 식을 얻는다. 이 

때 추가된 감쇠항은 구조물 자체의 감쇠 특성을 고려한 것으

로 외부적인 조건이 아니다. 그리고 는 


, 는 감쇠 

계수, 는 


,  
이다.

  ∙  (8a)

 
  ∙  (8b)

이 지배방정식을 해석하여 얻어진 해는 식 (9)와 같다.

 
     (9)

  

 


  


   

 



 

위 식의 각 변수들을 대입하여 전개하면 식 (10)과 같이 

정상상태 응답과 과도응답의 합으로 표현된다. 이때 , 

는 각각 초기 위치와 초기 속도를 나타낸다. 따라서 초기 조

건이  0,  0 일 때 아래와 같이 나타낼 수 있다.


  




(10)


  

  
  

  



 






 

  



 






  








 


  






 

이때  


이다.

결론적으로 보 끝단의 최대 변위는 다음과 같다. 이 때 

는 조화가진 시스템에서 진폭을 표현하기 위해 도입한 변수

인데, 본 논문에서는 단순히 


를 의미한다. 



 


(11)
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Fig. 4 CR kinematic description

Fig. 5 Hilbert Hughes Taylor time α integration 

algorithm for nonlinear problem

2.2 비선형 해석방법

여러 가지 비선형 해석방법 중 본 논문에서는 Co-rotational 

(CR) 방법을 사용하였다. CR 방법은 물체의 변위(displace-

ment)와 회전(rotation)은 충분히 클 수 있는 반면 물체의 탄성 

변형(deformation)은 작다는 가정을 기반으로 하고 있다. 또한 

CR 방법은 물체의 거동을 물체의 변위와 회전으로 나타내는 강

체 운동과 물체의 변화를 나타내는 변형 운동으로 분리하여 해석

한다. Fig. 4는 CR 방법의 원리를 도시하고 있다. 시각적으로 

과장되게 표현하였지만 그 원리를 잘 나타내고 있다(Felippa 

and Haugen, 2005).

본 논문에서 사용한 CR 방법 기반의 프로그램은 2차원 

기하학적 비선형 보 해석이 가능한 Co-rotational Plane 

Beam with Arbitrary Section과 Co-rotational Plane 

beam-Dynamic tip load이며 EDISON CSD 프로그램에 

내장되어 있는 solver들이다. 이러한 CR 이론 기반의 천이 

응답 해석에 적용되는 최종적 지배방정식은 식 (12)와 같다. 

이때, , 는 질량과 강성이고, 는 감쇠를 나타낸다. 관

성과 감쇠 행렬은 반복계산을 통해 도출되는 구조물의 변형

량과 속도, 가속도 성분에 의해 정의되며 자세한 수학적 정

식화 과정은 참고문헌에 나타나 있다(Le and Battini, 2011). 

또한 비선형적 시간적분 알고리즘으로 Hilbert Hughes 

Taylor α 기법이 적용되었으며 계산 알고리즘은 Fig. 5에 

나타내었다. 식 (12)는 매 시간 간격에서의 이전 수렴 값으

로부터 결정되는 감쇠계수를 의미한다.

   (12)

2.3 결과 및 고찰

본 논문은 외팔보를 설정하여 선형적, 비선형적 방법을 통

해 정적, 동적해석을 수행하였다. 각각의 해석결과를 통해 힘

의 세기, 진동수, 시간이 외팔보의 거동에 미치는 영향을 규

명하였다.

우선 대표적인 고세장비 주익을 지닌 항공기인 고고도무인

항공기 Global Hawk의 날개를 일정한 단면의 외팔보로 가정

하였고 필요한 각각의 기준 값들은 이로부터 도출하였다. Fig. 

6과 같이 상용 모델링 프로그램인 CATIA을 사용하여 날개의 

단면 형상을 제도한 뒤 이 단면에 대한 2차 단면모멘트와 면적

을 측정하였다. 이때 사용한 물성치가 Table 1에 나타나있다. 

탄성계수와 밀도는 알루미늄의 물성을 적용하였다.

Fig. 6 Determine the equivalent moment of inertia 

from the global hawk’s airfoil

길이(m) 20

탄성계수(MPa) 72000

밀도(kg/m
3
) 2700

2차 단면 모멘트(m
4
) 0.0014

면적(m
2
) 0.101

2D 요소(개) 30

Table 1 Properties of the present beam model

2.3.1 정적해석

먼저 외팔보에 대해 수직방향 하중의 크기를 바꿔가며 선

형적, 비선형적 정적해석을 수행하였다. 이때 하중의 크기는 

변하지만 방향은 방향으로 일정하다.

Fig. 7에 각각의 해석방법으로 얻은 보의 전체 형상의 변
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Fig. 7 Deflected shape of the present beam predicted 

under various tip loads

Fig. 8 Magnitude of the dimensionless displacement 

versus frequency ratio

Fig. 9 Identification of the damping constant

Fig. 10 Magnitude of the dimensionless displacement 

under various loads versus frequency ratio by the 

present nonlinear analysis

형을 힘의 크기에 따라서 비교해 놓았다. 두 해석방법 모두 

하중의 크기가 커질수록 보의 변형량이 증가하였다. 선형적 

해석은 그 특성상 방향의 변위가 나타나지가 않고 각각의 

보 요소들이 방향으로만 변위가 일어나 힘의 크기와 방향 

변위 정도가 거의 비례한다. 비선형적 해석의 경우 방향의 

변위가 주목할 만한 것이다. 하중의 크기가 작을 때에는 그 변

형이 무시할 만한 수준이라 선형 해석결과와 비교해 보았을 때 

거의 비슷한 보의 거동을 보인다. 그러나 하중의 크기가 증가

하면 방향의 변위도 상당히 증가하여 선형 해석결과와 많은 

차이를 보인다. 결과를 보면 하중이 커질수록 보의 고정된 끝

단을 기준으로 말려 들어가는 형상을 나타내게 되는데, 이는 

두 해석방법의 결과가 차이를 보이게 되는 가장 큰 현상이다.

2.3.2 동적해석

정적해석에서는 하중 크기를 변화시켜 가며 선형, 비선형

적 방법이 보의 거동을 표현하는데 미치는 영향에 대하여 살

펴보았다. 동적해석에서는 가진되어 작용하는 하중의 변수들 

중 가진 진동수와 시간을 변화시켜 가며 두 해석방법에 따른 

보의 거동차이를 살펴보았다. 우선 보의 고유 진동수를 포함

하는 광역 범위의 진동수 비율에 따른 보의 끝단 최대 변위

를 살펴보았다. 기준 보의 고유진동수를 예측하면 5.38 

rad/s이다. 이 고유 진동수에 대한 가진 진동수의 비율인 

에 따라 보 끝단의 방향 변위를 선형, 비선형 방법으로 각

각 해석하였고 그 결과는 Fig. 8과 같다. 이 때 선형적 해석

을 위한 감쇠계수 값을 설정하여 변수 통제하였고 원리는 

다음과 같다. 앞에서도 설명하였듯이 비선형적 해석방법의 

시뮬레이션 solver는 매 해석의 시간 간격에서 보의 변형을 

고려한 감쇠계수를 다르게 설정하기 때문에 이를 동일하게 

선형적 해석에 적용하는 것은 불가능하다고 판단하였다. 그

래서 Fig. 9에 나타낸 것과 같이 선형적 해석에서 감쇠 계수

를 임의로 설정하면서 안정화된 과도응답을 추적하였고 그 

값이 비선형적 해석의 과도응답과 가장 유사할 때의 감쇠계

수로 결정하였다. 이 때 진동수는 1rad/s이었으며 실제 변형

이 작은 선형구간으로서 감쇠계수 값이 0.0009일 때 선형, 

비선형 해석 결과가 매우 유사하였다.

Fig. 8에서 진동수 비율에 따른 보 끝단 변위의 무차원화 

값을 



 


로 각각의 해석방법에 대해 표현하였다. 

이 그래프에서 확인할 수 있듯이 선형 해석과 비선형 해석을 

비교하면, 진동수 비율이 1에서 벗어날수록 결과가 거의 유
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Fig. 11 Transverse displacement at beam tip versus time and deflected shape [m] at specific instant under low 

frequency excitation

Fig. 12 Transverse displacement at beam tip versus time and the deflected shape [m] at specific instant under 

excitation near at natural frequency

사하고, 1에 가까울수록 그 차이가 더 커진다. 참고로 Fig. 

10은 외력의 크기변화에 따른 보의 거동을 비선형적 해석으

로 분석한 그래프이며 외력의 크기가 증가할수록 공진진동수

가 편향되면서 무차원화된 최대 변위 값이 줄어드는 비선형 

거동이 확연하게 관찰되었다.

다음으로 낮은 진동수 영역과 공진 진동수, 높은 진동수 
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Fig. 13 Transverse displacement at beam tip versus time and the deflected shape [m] at specific instant under 

high frequency excitation

Fig. 14 Transverse displacement at beam tip versus time predicted by the 2D-linear, 2D-nonlinear and 

3D-nonlinear analysis under the various excitation frequencies

영역에서 시간의 흐름에 따른 보의 실제 거동과 끝단 변위를 

살펴보았다. 보의 공진 진동수인 5.38을 기준으로 낮은 진동

수 1rad/s, 높은 진동수 10rad/s을 설정하여 종

동력 80,000[N]을 보의 끝 단에 가하면서  ∙

  형태의 가진된 하중을 적용하였다.

Figs. 11~13에서는 각각 전체 해석시간 10초에 대한 보 

끝단의 축 방향 변위를 살펴보았고, 특정시점에서 전체 보 

형상을 snapshot 형식으로 도시해 보았다. 결과를 보면 

1에서 주파수 지연현상이 크게 발생한다. 비선형적 해석

에서 해석시간이 길어질수록 끝단 변위의 최대지점 도달 시

간이 선형적 해석시간에 비해 늦어지는 모습이 뚜렷하다. 그

러나 낮은 진동수 대역에서 두 해석방법의 결과 값에서 변위

의 차이는 크지 않았다.

반면에  5.38 에서는 뚜렷한 주파수 지연현상이 



정적 및 동적 하중을 받는 외팔보 거동에 관한 선형 및 CR 정식화 비선형 예측의 비교

474 한국전산구조공학회 논문집 제28권 제5호(2015.10)

관찰되지 않는 대신 공진현상의 효과로 보의 끝단 변위 차이

가 매우 크게 나타났다. 이때 선형 해석과는 달리 비선형 해

석방법으로 보의 끝단 변위를 예측하였을 때에는 Fig. 12에

서 확인할 수 있듯이 변위 정도가 발산하지 않고 특정한 값

을 초과하지 않는다. 그 이유는 실제 공진 진동수에서 보의 

형상을 통해 확인할 수 있다. 각각의 형상들은 Fig. 12의 하

단부에 그래프로 표현되어 있는데 선형 해석에서 보의 길이 

변형에 제한이 없는 것에 비해 비선형 해석에서는 보의 길이 

변형은 크지 않고 대신 보가 말려 들어가는 현상이 두드러지

게 관측된다. 이 때문에 공진현상 하에서 두 해석결과가 큰 차

이를 보이는 것으로 판단된다. 물론 감쇠계수의 효과도 있겠지

만 그 영향은 크지않은 것으로 판단된다.  10(rad/s)에

서는 Fig. 13에서 확인할 수 있듯이 높은 진동수에서는 주파

수 지연현상이 미비하고 보의 변형 또한 작아서 Fig. 12의 

결과에 비해 두 방법에 의한 해석결과의 차이가 크지 않다.

마지막으로 2차원, 3차원 해석에서 나타나는 보의 비선형 

거동특성 차이를 검토하였고 이것은 2차원 해석의 타당성을 

검증하는 차원에서 수행하였다. 실제로 직접적인 실험을 통

해 검증하는 것이 가장 확실하겠으나 여건상 3차원 보 거동 

해석으로 대체하였고 상용 유한요소해석 프로그램인 ANSYS

를 사용하였다. 보의 기하학적 특성은 2차원 해석과 동일하

게 설정하였고 하중의 크기와 가진된 주파수 또한 일치시켰

다. 결과는 Fig. 14에 도시하였다.

Fig. 14를 보면 전반적으로 2차원, 3차원 비선형 해석결

과가 매우 유사한 것으로 보아 2차원 비선형 해석의 정확성

을 확인할 수 있으며 일부 구간에서는 2차원 선형 해석결과

가 3차원 비선형 해석결과와 거의 일치하는 것으로 보아 그 

효율성이 입증되었다. 다만 3차원에서 주파수 지연 현상이 2

차원 해석보다 더 현저하고 이 차이는 가진 시간이 길어질수

록 커지고 있는 것으로 나타났다. 가진 시간이 긴 상황에서

는 2차원 비선형적 해석방법도 그 결과의 타당성에 한계가 

있다는 결론을 얻을 수 있다. 

3. 결    론

본 논문에서는 가진 하중을 받는 구조물의 거동에 대한 선형 

해석과 비선형 해석으로 인한 차이를 비교하기 위하여 다음과 

같은 방법을 이용하였다. 고세장비 주익을 지닌 항공기의 날개

나 헬리콥터 로터 블레이드 등과 같은 구조물을 외팔보로 가정

하고 자유 끝단에 수직으로 외력을 가하였다. 우선 외력의 크

기에 따른 구조물의 2차원 거동을 Euler-Bernoulli 보 이론

에 기반한 선형적 방법과 Co-rotational 정적해석 시뮬레이션

을 이용한 비선형적 방법으로 해석하였다. 각각의 결과들에서 

외력의 크기가 커질수록 보 변형의 뚜렷한 차이가 나타났다. 

다음은 감쇠 조화 가진 시스템의 이론적 접근법을 이용한 

선형적 방법과 Co-rotational 유한요소 시뮬레이션을 이용

한 비선형적 방법으로 2차원 보 거동의 동적해석을 수행하

였다. 각각의 방법으로 해석한 결과를 살펴보면 공진진동수 

근방의 구간에서 대변형과 주파수 지연현상 등 선형적 해석

방법과 큰 차이를 보이는 비선형적 거동 특징이 발견되었다. 

그 이외의 구간에서는 두 해석결과가 유사하였고 결과적으로 

비선형적 동적 거동을 분석할 때에는 주파수 영역과 해석시간

의 영향을 고려한 비선형적 해석방법의 중요성을 재고하였다.

본 논문에서 제시된 결과들을 통해 2차원 선형 및 비선형 

그리고 3차원 비선형 해석방법에 대한 신뢰성과 효율성 측면

의 비교를 할 수 있었다. 먼저 보의 거동이 선형구간에 있을 

경우 3가지 해석방법 모두 서로 유사한 결과를 도출하여 결

과의 신뢰성 차이가 크지 않다는 것을 확인하였다. 따라서 

보가 선형적으로 거동할 때에는 해석시간이 가장 짧은 2차원 

선형해석 방법이 시간자원 면에서 강점이 있다고 할 수 있

다. 그러나 보의 거동이 비선형구간에 있을 경우 해석방법에 

따라 예측 결과가 큰 차이를 보인다. 신뢰성 측면에서는 2차

원 비선형 해석이 선형 해석에 비해 훨씬 정확한 결과를 도

출하고 이는 3차원 비선형 결과값과 유사할 정도의 정확성이

었으며, 시간자원 면에서 2차원 비선형해석이 3차원 비선형 

해석에 비해 효율적이었다. 결론적으로 구조물의 거동이 비

선형적일 경우 2차원 비선형 해석방법의 정확성과 효율성을 

검증할 수 있었다.

비록 본 논문에 제시된 비선형 해석이 상대적으로 복잡한 

계산과정으로 인해 시간자원 면에서 비효율적일지라도 구조

물의 안전성과 경량화를 고려한다면 그 중요성을 간과할 수 

없을 것이다. 향후 이와 관련된 연구를 통하여 구조물 거동

의 비선형 해석이 안전성과 경량화에 미치는 영향을 구체적

으로 분석하고, 실제 실험 데이터와 시뮬레이션 결과를 비교

하여 타당성을 더욱 확보하고자 한다.
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요  지

본 논문에서는 구조물에 작용하는 하중의 크기와 진동수에 따른 거동의 비선형성을 확인하고 정확한 예측을 위한 방법을 

모색하기 위하여 외팔보의 정적 및 동적해석의 수행에서 선형, 비선형 해석의 결과를 비교하는 연구를 진행하였다. 우선 보

의 자유단에 수직방향의 정적 및 동적 하중을 가한 상황을 예측하였다. 선형 해석방법으로 고전 외팔보 이론을 적용하였고, 

co-rotational dynamic 유한요소해석 기법을 개발하여 비선형 해석방법으로 사용하였다. 먼저 정적해석에서 외력의 크기가 

달라질 때 선형 및 비선형 해석 예측이 어떠한 차이를 보이는지 비교하였다. 그리고 동적해석을 통해 가진 진동수의 변화에 

따른 보 끝단의 무차원화된 변위의 양상을 연구하였고, 공진진동수 근방에서의 상당한 변위가 발생함을 보였다. 마지막으로 

주파수 지연현상을 조사하기 위해 특정 진동수에서의 시간 경과에 따른 보의 변위를 확인하였다.

핵심용어 : 선형 해석, 비선형 해석, 2차원 외팔보, 고유진동수, 조화가진, co-rotational dynamic FEM, 주파수 지연
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