
275

Ellipsometric Expressions for a Sample Coated with Uniaxially Anisotropic Layers
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The effective reflection coefficients for light obliquely incident upon a substrate coated with uniaxially anisotropic films and 

with isotropic films are derived. Multiple reflections inside anisotropic films, as well as those inside isotropic films, are properly 

treated. These expressions, together with the related ellipsometric expressions, can be used to find the nonuniform distribution 

of an uniaxially anisotropic film perpendicular to the film's surface, by approximating it as consisting of uniaxially anisotropic 

uniform layers and applying the conventional modeling technique for spectroscopic ellipsometry.
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단축이방성 박막들과 등방성 박막들이 코팅되어 있는 시료에 비스듬히 입사한 빛의 유효반사계수 표현들을 유도하였다. 단축

이방성 박막 내에서의 다중반사 효과를 반영하여 여러 층의 등방성 박막들과 이방성 박막들이 섞여 있는 시료의 유효반사계수 

표현들과 타원상수 표현들을 제시함으로써 시료면에 수직한 방향으로 균일하지 않은 단축이방성 분포를 가진 시료의 광학이방성

을 여러 개의 단축이방성 박막으로 나누어 분석할 수 있도록 하였다. 
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I. 서    론

광학이방성이 매우 작은 시료의 광학이방성 분포를 파악하

기 위해서는 미세 광학이방성을 정밀하게 측정할 수 있는 측

정 장비와 함께 미세 광학이방성을 엄밀하게 해석할 수 있게 

하는 수학적 표현이 필요하다. 측정 장비와 해석식들이 갖추

어 졌을 때 광학이방성의 원천이 되는 구성물질의 복굴절과 

공간분포를 파악할 수 있게 된다. 미세한 광학이방성을 정밀하

게 해석한 선행 연구로 일반적인 PCSA (polarizer-compensator-

sample-analyzer) 구조의 타원계(ellipsometer) 로부터 최근 광원, 

구동부와 전자제어부, 광량측정소자, 편광제어 방식 등을 개

선하여 측정정밀도를 대폭 향상시킴과 동시에 이 개선된 타원

계를 사용하여 러빙된 폴리이미드(polyimide, PI) 배향막의 초미

세 광학이방성과 러빙세기의 상관관계를 분석한 결과가 보고

된 바 있다.
[1-3]

 한편 이방성 다층박막계의 광학이방성을 해석

하기 위해서는 Berreman의 4×4 행렬식이나 상대적으로 사용

이 간편한 확장된(extended) Jones 행렬이 많이 사용된다.
[4-7]

 

광학이방성이 매우 작은 러빙된 PI 배향막과 같이 경계면에

서의 반사나 투과에 의한 편광효과를 무시할 수 없을 경우에

는 단축이방성 박막 내부에서의 다중반사를 엄밀하게 취급

하여야 하는데 단축이방성 박막이 두 개 있을 경우까지 유효

반사계수와 타원상수들을 구체적으로 유도한 수학적 표현이 

최근에 보고된 바 있다.
[8-9]

본 연구에서는 두 개 이상의 단축이방성 박막들이 등방성 

박막들과 함께 코팅된 시료의 유효반사계수의 구체적인 표

현들을 유도하고 이 표현들과 함께 타원상수 표현들을 제공

《연구논문》Korean Journal of Optics and Photonics, Vol. 26, No. 5, October 2015, pp. 275-282

 DOI: http://dx.doi.org/10.3807/KJOP.2015.26.5.275

ISSN : 1225-6285(Print)

ISSN : 2287-321X(Online)



276 한국광학회지 제26권 제5호, 2015년 10월

FIG. 1. A schematic figure showing that the optic axis of a 

uniaxial layer makes an angle  with z-axis and its projection 

on xy plane makes an angle  with x-axis. An incident light is 

in yz plane and the interface is in xy plane.

함으로써 러빙된 PI 배향막과 같이 크기가 매우 작지만 단축

이방성을 가지고 있고 그 단축이방성이 표면으로부터 수직

방향으로 어떤 분포를 가지고 있는 시료의 단축이방성 분포

를 여러 개의 균일한 단축이방성 박막들이 있는 모델을 사용

하여 해석하는데 도움을 주고자 한다.

II. 단축이방성 박막 내에서의 빛의 전파

좌표축은 z축의 음의 방향에서 양의 방향으로 빛이 진행하

도록 설정한다. 입사면은 yz 평면과 일치시키며 매질과 시료

의 경계면은 xy 평면이 되도록 한다. 단축이방성 박막의 정

상굴절률을 , 이상굴절률을 라 하며 광축의 방향은 Fig. 

1과 같이 z축과 이루는 각도는  , xy 평면상에 투영시켰을 

때 x축과 이루는 각도는 라고 한다. 매질의 굴절률은 , 

입사각을 , 이방성 박막 내에서의 굴절각은 정상광선인 경

우 , 이상광선일 경우 와 같이 표시한다. 이방성 박막 

내의 굴절각들은 파수벡터의 수직성분과 수평성분을 사용하

여 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

  tan


   (1a)

  tan


   (1b)

여기서 와 는 각각 정상광선의 파수벡터의 축 성분과 

축 성분을 가리키며 와 는 각각 이상광선의 파수벡터

의 축 성분과 축 성분을 가리키는데 이들은 아래식과 같

이 표현된다.
[6,9,10]

  



sin  (2a)

 


 



sin

  (2b)

 



 (2c)

단 , ,   는 아래와 같다.

 





sin








cos


 (3a)

  sin sin 

sin  









   (3b)

  


sin





sin
 sin







sin
 sin  

 


(3c)

입사파의 파수벡터  와 단축이방성 박막 내에서의 굴절

파의 파수벡터  , 
 들은 식 (2)의 성분들과 입사각으로 각

각 다음과 같이 쓸 수 있다.

  
 

  sin
cos

  (4a)

  
 

  sin
 cos

  (4b)

   
 

   sin
 cos

  (4c)

이방성 박막 내 정상광선의 전기장 단위벡터  와 이상광

선의 전기장 단위벡터  는 광축이 와 나란한 주축 상의 단

위벡터인     를 사용하여 각각 다음과 같이 쓸 수 있

다.
[6,9]

  ⋅
 

⋅ 
   (5a)

  














⋅ 


















⋅ 


















⋅ 










 (5b)

여기에서 와 는 틀맞춤상수(normalization constant)이며 

은 광축과 비스듬한 각도로 진행하는 일반적인 이상광선의 

굴절률이다.






 










 
⋅  










 (6)

III. 등방성 매질과 단축이방성 박막간의 경계면에서 

반사계수와 투과계수

등방성 매질과 단축이방성 박막간의 경계면에서 투과계수

가 Yeh와 Ryu 등에 의하여 구체적인 수식들로 제시된 바 있

는 데
[6,10]

 여기에서는 Fig. 2에서 보여주는 바와 같이 Azzam

과 Hecht 등이 적용한 방식에 따라 p파의 방향을 설정하고
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FIG. 2. Propagation of light from isotropic medium to anisotropic 

medium.

FIG. 3. Propagation of light from anisotropic medium to isotropic 

medium. 

[11,12]
 이러한 p파의 방향 설정과 부합하도록 아래식 (7a)-(7d)

와 같이 수정한 투과계수 표현들을 사용하였다.

 



 (7a)

 



 (7b)

 



 (7c)

 



 (7d)

단 

      (8a)

       (8b)

  (8c)

   (8d)

이다. 여기서 투과계수의 아래 첨자 중 와 는 각각 파 또

는 파를 나타내며 와 는 각각 파(이상광선) 또는 파

(정상광선)를 나타낸다. 즉 는 입사파가 파이며 투과파가 

파인 경우의 투과계수를 말한다. 등방성 매질과 단축이방

성 박막간의 경계면에서 반사계수들도 다음과 같이 수정된 

표현을 사용하였다.

  



 (9a)

  



 (9b)

 



 (9c)

 



 (9d)

단 

      (10a)

       (10b)

   (10c)

   (10d)

한편 Fig. 3에서와 같이 단축이방성 박막 아래에 굴절률이 

인 등방성 매질이 있을 때 경계면에서 반사계수들은 아래

와 같다. 

 



 (11a)

 



 (11b)

 



 (11c)

 



 (11d)

단 

      (12a)

      (12b)

    (12c)

    (12d)

    ′  (12e)

  ′ ′  (12f)

  ′′  (12g)

  ′′′  (12h)
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이다. 여기서 ′  표시는 반사광을 나타낸다. 즉 ′은 단축이

방성 박막과 그 아래에 있는 등방성 매질과의 경계면에서 반

사한 정상광선의 전기장 단위벡터의 성분을 말하며 ′은 

반사한 이상광선의 파수벡터의 성분을 말한다. 반사파의 

단위벡터 ′과 ′은  ′과  ′을 식 (5a)의  , 식 (5b)의 

 자리에 각각 대입하여 구한다. 입사파의 파수벡터들은 식 

(4b), 식 (4c)와 같이, 반사파와 굴절파의 파수벡터들은 식 

(13)과 같이 표현된다. 이상광선인 경우 일반적으로 입사각

과 반사각은 일치하지 않은데 식 (14b)와 식(14a)의 반사각

과 파수벡터의 z성분의 표현은 입사각과 일치하지 않는 이상

광선의 반사각 관련 표현을 잘 나타내고 있다. 

 ′ 
 

 sin
 cos

  (13a)

 ′  
 ′

  ′ sin′
 cos′

  (13b)

  
 

  sin
 cos

  (13c)

단 

′ 



 (14a)

′  tan
′

   (14b)

sin sin (14c)

이다.  또한 이 단축이방성 박막에서 그 아래에 있는 굴절률

이 인 등방성 매질로의
 
투과계수 , , ,  들 또한 

아래 식들과 같이 구해진다.

 



 (15a)

 



 (15b)

 



 (15c)

 



 (15d)

단 

  (16a)

  (16b)

    (16c)

   (16d)

  (16e)

   (16f)

  (16g)

   (16h)

이며

 ′′   ′′

  ′′′′  ′  ′

 ′′   ′′

 ′′′′   ′   ′

 ′    ′′ 

 ′     ′′ 

′ ′′ ′  ′′ ′′ 

  ′′ 

 ′

′′   ′′′ 

′′    ′′′ 

′′ ′′  ′ ′′′ 

  ′′′ 

 ′′

이다.

마지막으로 이 단축 이방성박막 위에 굴절률이 인 등방

성 매질이 있을 때 경계면에서 반사계수들인 ′ , ′ , ′ , 

′  과 투과계수들인 ′ , ′ , ′ , ′은 식 (4)와 식 (13) 

대신 식 (17)의 입사파와 반사파, 그리고 굴절파의 파수벡터 

표현들을 사용하여 식 (11)과 식 (15)에 따라 계산한다. 

 ↑ ↑
 ↑

 sin
 cos

  (17a)

 ↑ ↑
 ↑

  ′ sin′
 cos′

  (17b)

 ↑′ ↑
 ↑

  sin
 cos

  (17c)

 ↑′  ↑
 ↑′

   sin
 cos

  (17d)

 ↑ ↑
 ↑

   sin
 cos

  (17e)

단 

↑   (18a)

↑ ′ 



 (18b)

↑′  



 (18c)

이다.

IV. 등방성 매질 사이에 하나의 단축이방성 박막이 

있을 때의 유효반사계수와 단축이방성 매질 사이에 

하나의 등방성 박막이 있을 때의 유효반사계수

Figure 4에서와 같이 두께가 인 단축이방성 박막이 굴절
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FIG. 4. A schematic diagram showing the multiple reflection in 

a uniaxially anisotropic film placed in between two isotropic 

media. 

FIG. 5. A schematic diagram showing the multiple reflection in 

an isotropic film placed in between two uniaxially anisotropic 

media. 

률이 인 등방성 매질(0 매질)과 굴절률이 인 등방성 매

질(j 매질) 사이에 놓여 있는 시료의 유효 반사행렬을 식 (19)

와 같이  
 라 두면 이 반사행렬은  매질과 단축이방성 박

막의 경계면에서의 반사를 나타내는 행렬과 단축이방성 박

막 내의 다중반사에 의한 효과를 나타내는 행렬들로 식 (20)

과 같이 쓸 수 있다. 

 



   

  



  (19)

여기에서 
와 

는 각각 경계면에서 반사하는 빛의 전기

장의 파 성분과 파 성분을 가리키며 
와 

는 각각 경

계면으로 입사하는 빛의 전기장의 파 성분과 파 성분을 

가리킨다.

 

 
      

′⋅







∞

 
′⋅  ⋅ ⋅  

′ 





⋅ 
′⋅ ⋅ ⋅   (20)

여기에서       
 

 는  매질과 단축이방성 박막 간의 

경계면에서의 반사행렬을 가리키며   
′   ′ ′

′ ′
는 단축

이방성 박막에서  매질로의 투과행렬을 가리키며    
 

는 단위행렬,  
′   

′ 

 


와     
 

 


는 단

축이방성 박막 내의 전파행렬들,        
 

 는 단축이

방성 박막과 그 아래의  매질 간의 경계면에서의 반사행렬,  

 
′   ′ ′

′ ′
 는 단축이방성 박막과 그 위의  매질 간

의 경계면에서의 반사행렬,  그리고      
 

 는  매

질에서 단축이방성 박막으로의 투과행렬을 가리킨다. 

마찬가지로 Fig. 5에서와 같이 굴절률이 , 이고 광축의 

각도가 , 인 번째 단축이방성 매질과 굴절률이 ′ , ′

이고 광축의 각도가 ′ , ′인 번째 단축이방성 매질 사이에 

두께가 , 굴절률이 인 등방성 박막이 놓여 있는 시료의 

유효 반사행렬을 식 (21)과 같이  
 라 두면 이 반사행렬은 

 매질과 등방성 박막의 경계면에서의 반사를 나타내는 행

렬과 단축이방성 박막 내의 다중반사에 의한 효과를 나타내

는 행렬들로 식 (22)와 같이 쓸 수 있다. 

 



    

  



   (21)

여기에서 
와 

는 각각 경계면에서 반사하는 빛의 전기

장의 파 성분과 파 성분을 가리키며 
와 

는 각각 경

계면으로 입사하는 빛의 전기장의 파 성분과 파 성분을 

가리킨다.

 

 
     

′⋅







∞

 ⋅  ⋅ ⋅ 
′ 






⋅ ⋅ ⋅ ⋅    (22)

여기에서      
 

는 번째 단축이방성 매질과 번째 

등방성 박막간의 경계면에서 반사행렬을 가리키며 

 
′   ′ ′

′ ′
는 번째 등방성 박막과 그 위의 번째 단축

이방성 매질 간의 경계면에서 투과행렬,     
 

 


는 

번째 등방성 박막 내의 전파행렬,      
 

는 번째 

등방성 박막과 아래의 번째 단축이방성 매질 간의 경계면

에서 반사행렬,    
′   ′ ′

′ ′
는 번째 등방성 박막과 그 

위의 번째 단축이방성 매질 간의 경계면에서 반사행렬, 그
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리고       
 

는 번째 단축이방성 매질에서 번째 등

방성 박막 간의 경계면에서 투과행렬을 각각 가리킨다. 단 

 
′ ,    그리고  

′의 성분들을 계산할 때에는  대신 

을 사용하고  
′과   

′의 성분을 계산할 때에는 추가로 

식 (4)의 파수벡터 z성분의 부호를 반대로 한다.  

한편 이전의 연구에서 단축이방성 박막과 등방성 매질 간

의 경계면에서 파와 파의 반사행렬을   
′   ′ 

 ′
와 

같이 표현한 오류를
[8]
   

⋅  ⋅  
와 같이 변환행렬들

을 사용하여 정정한 바 있다.
[9]
 두 개의 단축 이방성 박막사

이에 가상적인 등방성 박막이 삽입될 때 단축이방성 박막과 

등방성 다층박막간의 계면에서의 반사행렬과 투과행렬도 동

일하게 변환행렬을 사용하여 표현하였는데 본 연구에서는 

이방성 박막과 등방성 매질 간의 경계면에서 반사계수들을 

, ,  , 의 형태로 유도함으로써 변환행렬을 포함한 

반사행렬 표현인   
⋅  ⋅  

 대신 간명한 반사행렬인 

 을 사용할 수 있게 되어 식 (20), 식 (22)와 같이 한결 단

순화된 유효 반사행렬 표현들을 얻었다. 

V. 두 단축이방성 매질 사이의 경계면에서 

유효반사계수와 유효투과계수

두 개의 단축이방성 매질이 있을 때 이 경계면에서의 반사

는 두께가 0인 가상적인 등방성 박막을 이 경계면에 삽입하

고 등방성 박막 내에서의 다중반사를 고려하여 식 (22)로 부

터 그 유효반사행렬  
   

 



 

 의 표현을 얻을 

수 있다. 즉   두면      
 

가 되므로 식 (22)는 다

음과 같이 간단하게 된다. 여기서 
 표시는 두 단축이방성 

매질 사이의 경계면에서의 반사임을 가리킨다.

 
     

′⋅







∞

  ⋅ 
′ 




⋅ ⋅  

(23)

두 단축이방성 매질 간의 경계면에서 유효 투과행렬 

 
   

 



 

 의 표현도 마찬가지로 두께가 0인 가상

적인 등방성 박막을 경계면에 삽입하여 다음과 같이 쓸 수 

있다. 

  
   ⋅








∞

  
′⋅ 




⋅   (24)

단 여기에서   는 번째 등방성 박막에서 그 아래에 있

는 단축이방성 매질로의 투과행렬을 가리킨다.

VI. 등방성 박막과 단축이방성 박막이 섞여 있는 

시료의 유효반사계수와 타원법

이상과 같은 분석을 통해 등방성 매질과 단축이방성 매질, 

등방성 박막과 단축이방성 박막이 섞여 있는 경우에도 두 매

질 사이에 하나의 박막이 있는 계의 유효반사계수를 표현할 

수 있음을 알게 되었다. 이에 따라 등방성이나 이방성의 여

부에 무관하게 두 매질 사이에 하나의 박막이 있을 때 유효

반사계수를 표현하는 방법을 알아보자. 번째인 박막과 

번째인 기층 사이에 번째인 박막이 있을 경우 유효반

사행렬을 식 (25)와 같이  
 라 두면 이 유효반사행렬은 

번째인 박막과 번째인 박막의 경계면에서의 반사를 나

타내는 행렬인   과 번째인 박막 내의 다중반사에 의한 

효과를 나타내는 행렬들로 식 (26)과 같이 쓸 수 있다. 

  



    

  



    or   (25)

여기에서 
와 

는 각각 번째인 박막과 번째인 박

막간의 경계면에서 반사하는 빛의 전기장의 ( or )파 성

분과 ( or )파 성분을 가리키며 
와 

는 각각 경계면

으로 입사하는 빛의 전기장의 파 성분과 파 성분을 가리

킨다.

 

 
      ′⋅








∞

 ′⋅⋅⋅ ′ 





⋅ ′⋅⋅⋅    or              (26)

여기에서   는 번째인 박막과 번째인 박막의 경계면

에서 반사행렬,   ′은 번째인 박막과 그 위의 번째인 

박막간의 경계면에서 투과행렬,  ′과 는 번째인 박막 내

의 전파행렬,   은 번째인 박막과 그 아래의 번째인 

기층간의 경계면에서 반사행렬,   ′는 번째인 박막과 그 위

의 번째인 박막간의 경계면에서 반사행렬, 그리고  는 

번째인 박막과 번째인 박막간의 경계면에서 투과행렬

을 각각 가리킨다. 이들 행렬을 구성하는 성분들의 구체적인 

표현은 박막이나 기층의 등방성 또는 단축이방성 여부에 따

라 적절한 수식을 사용하면 된다. 

식 (25)와 식 (26)은 박막이 한 층이 있을 때 매질이나 박

막이 등방성 물질이거나 단축이방성 물질이거나 여부에 관

계없이 그 박막 내부에서의 다중반사를 반영한 유효반사행

렬을 구할 수 있게 하는 표현이다. 등방성 다층박막이 있는 

시료의 유효반사계수를 구할 때 기층과 그 위의 박막을 하나

의 유효기층으로 대치시키고 이 유효기층과 그 위의 박막을 

또 다른 유효기층으로 대치는 과정을 되풀이 하여 최종적으
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로는 등방성 다층박막들이 있는 시료를 하나의 유효기층으

로 대치시키는 Rouard의 방법을
[13]

 단축이방성 다층박막이 

있는 시료에 적용시키면 다음과 같이 단축이방성 다층박막 

시료의 유효반사계수를 구할 수 있다. 즉 박막이 여러 층이 

있을 경우에 기층과 그 바로 위에 있는 박막만으로 구성된 

계에 식 (25)와 식 (26)을 적용하여 기층과 이 박막으로 이루

어진 계의 유효반사행렬을 먼저 구한다. 이 유효반사행렬은 

기층과 그 위의 박막 내의 다중반사에 의한 작용과 동일한 

작용을 하는 유효기층의 반사행렬이므로 기층과 그 위의 박

막을 대치하는 유효기층의 반사행렬이 된다. 그 다음 이 유

효기층과 그 바로 위에 있는 박막만으로 구성된 계에 대하여 

동일한 과정을 적용하면 기층과 그 위에 있는 두 개의 박막

으로 구성된 계에 의한 작용과 동일한 작용을 하는 새로운 

유효기층의 반사행렬을 구할 수 있게 된다. 이러한 과정을 

되풀이하면 다층박막 구조 시료를 대치하는 유효기층의 반

사행렬을 구할 수 있다. 식 (25)와 식 (26)은 등방성 박막과 

단축이방성 박막 모두에 적용되므로 이 방법은 단축이방성 

박막과 등방성 박막이 섞여있는 임의의 다층박막 시료에 적

용될 수 있는 활용성이 매우 큰 방법이라고 할 수 있다. 이

상과 같이 구한 유효반사행렬  는 다층박막 시료의 반사

작용을 나타내는 Jones 행렬인데 아래와 같이 쓸 수 있다.



  


 (27)

PSA(Polarizer-Sample-Analyzer) 구조를 가지고 회전검광자 

방식으로 구동하는 타원계에서 측정되는 빛의 세기는 검광

자의 회전각속도 의 삼각함수로 다음과 같이 표현된다.
[14]

 

 



       cos  sin   

여기에서 푸리에 계수인 와 는 편광자의 방위각 와 식 

(27)의 반사행렬의 성분으로 식 (28a), (28b), (28c)와 같이 표

현되는 , , 로써 아래 식 (29a), (29b)와 같이 표현된

다.
[8,9]

 

  

cos





sin




   sincos
(28a)

  

cos





sin




sincos
(28b)



 










cos










sin
























sincos

(28c)

 



(29a)

 



(29b)

식 (29a)와 식 (29b)에 따라 계산한 푸리에계수  를 측

정한   값들에 최적맞춤하는 소위 모델링과정을 통하여 

각 단축이방성 박막의 광축의 각도들, 두께 그리고 정상굴절

률과 이상굴절률 등 미지변수들을 결정할 수 있다. 러빙된 

PI 배향막이나 광배향된 배향막과 같이 시료 표면으로부터 

수직한 방향으로 균일하지 않은 이방성분포를 가질 것으로 

예상되는 단축이방성 박막은 균일한 여러 개의 단축이방성 

박막의 합으로 근사하여 분석함으로써 시료면으로부터 수직

한 방향으로의 이방성분포를 파악할 수 있다. 즉 배향막의 

경우 타원법을 사용하여 배향막의 정상굴절률과 이상굴절률, 

두께에 더하여 광축의 각도 분포를 파악하는데 본 수학적 표

현들이 도움을 줄 수 있을 것으로 판단한다.   

요    약

여러 층의 등방성 박막들과 단축이방성 박막들이 섞여 있

는 시료의 유효반사계수 표현들을 유도하고 이 유효반사계

수를 바탕으로 회전검광자형 타원계에 적용되는 타원상수 

표현들을 구체적으로 제시하였다. 시료면에 수직한 방향의 

단축이방성 분포를 여러 개의 단축이방성 박막으로 나누어 

분석할 수 있도록 함으로써 PI 배향막이나 꼬인 액정층과 같

은 비균일 단축이방성 박막의 정상굴절률 , 이상굴절률 

, 두께  그리고 광축의 방위각과 기울임각의 분포를 정량

적으로 해석할 수 있도록 하였다.    
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