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Abstract − As a continuation of Part I, which developed a design formula of the minimum corner radius (Rmin)

for restraining tribological failures, Part II investigates design parameters such as material properties and contact

force. As design examples, Al 7075-T651, SST 304 and HT-9 are chosen for the materials and 1, 10 and 100

kN are used for the forces. The results show that the difference in Rmin decreases as either the elastic modulus

increases or the contact force decreases. Given the same material and force, the permissible Rmin decreases as the

flat region increases and vice versa. Because the Rmin values obtained from the examples are very small, the

dimensions of the corner radius normally designed in engineering structures are regarded acceptable. The von

Mises stress evaluated for a typical example, which is far below the yield strength, confirms this interpretation.

Nevertheless, the present work can provide a design criterion as well as a guideline for quality control in the man-

ufacturing of, in particular, contact corners, which has not been attempted before to the best of the author’s

knowledge. In addition, this paper considers the problem of a step that may be formed in the contact contour by

using a similar approach. The result shows that no size of the step is permissible.

Keywords − structure corner(구조물 모서리부), corner radius(모서리 반지름), contact mechanics(접촉역학),

contact length(접촉 길이), step(단차), machining tolerance(가공 공차)

Nomenclature

A : Measure of the compliance of two contacting

bodies

E : Elastic Modulus

G : Shear modulus

P : Contact normal force

R : Radius of contact corner

b : A half length of the contact region

c : A half length of the sum of flat and step regions

l : Length of the flat region of a punch

k : Ratio of the allowable minimum corner radius to

the length of the flat region

s : Step height

σV : Von Mises Stress

σys : Yield strength

ν : Poisson’s ratio

1. 서 론

공학 구조물의 접촉부 모서리에 일반적으로 가공하
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는 모따기 라운딩 공정에서 그 반지름의 크기에 대한

적절한 설계 기준이 없는 문제를 해결하고자 한 본 연

구는 제1부[1]에서 접촉 역학을 이용하여 불완전 접촉

에서 완전 접촉 상태로 전환되는 조건을 고려하여 최

소 반지름을 구하는 설계 공식을 개발하였다.

이어 본 논문의 제2부에서는 개발된 설계 공식을 실

제 적용하는 방법을 기술한다. 이를 위해 공학적으로

많이 사용하는 재료를 적용하고 접촉 하중을 변화시킴

으로써 설계 변수로서의 재료 성질과 접촉 하중의 영

향을 분석하고, 설계 예제에서 계산되는 최소 반지름

과 그 크기에 대해 고찰한다. 한편 접촉 응력으로부터

물체 내의 Von Mises 응력을 계산하는 방법도 소개하

며 트라이볼로지 손상 가능성과의 관계도 토의한다.

또한 제2부에서는, 모서리 라운딩을 위한 기계 가공

에서 치수공차, 절삭공구의 정밀도 오차, 작업자의 실

수 등 여러 요인으로 인하여 접촉부에 발생할 수 있는

단차에 대한 접촉역학적 분석을 시도하였다. 그 이유는

단차가 존재하면, 그 위치에 국부적으로 높은 접촉 응

력이 발생하게 되고 이에 따라 마멸, 균열진전과 같은

트라이볼로지 손상이 발생할 가능성이 높아져 라운딩

가공의 목적을 오히려 달성할 수 없게 되기 때문이다.

이를 위해 단차의 높이를 변수로 하여 접촉 응력을

분석하고 허용 가능한 단차의 높이를 파악함으로써 전

반부의 라운딩 최소 반지름 설계와 함께 트라이볼로지

손상을 억제할 수 있는 라운딩 부의 설계 기준과 제조

품질검사 기준의 가이드 라인으로 활용할 수 있도록

하였다.

2. 설계 변수 분석

본 논문의 제1부에서 유도한 모서리 라운딩부의 최

소 반지름 공식은 다음과 같다[1].

(1)

여기서 k는 최소 반지름 Rmin와 접촉 영역 중 평탄부

길이 l의 비이며, η는 접촉물체 측면 각도, P는 단위

두께 당 접촉 수직 하중이다. 한편 A는 두 접촉 물체

의 탄성적 성질을 복합적으로 표현한 상수로서 다음과

같이 정의된다.

(2)

여기서, E, G 및 ν는 각각 탄성계수, 전단 강성계수

및 프와송 비이며 아래 첨자 1, 2는 서로 다른 두 접

촉 물체를 지칭한다.

실제 기계 구조물의 재질로서 일반적으로 많이 사용

하는 금속을 고려할 때, E=n×(10
5
~10

6
) MPa(n은 양

의 실수)이며, 0 < ν< 0.5 이므로 A=n×(10
−6
~10

−7
) MPa

(n은 양의 실수) 정도의 크기를 갖는 것을 알 수 있다.

특별한 경우로서, 만일 두 접촉 물체가 모두 강체라면

A = 0이 되며, 탄성계수가 클수록 A는 작은 값을 갖게

된다. 이에 대해 P는 Newton, l이 mm의 단위를 갖

는 것으로 생각할 때 식 (1) 좌변은 크지 않은 값을

가질 것으로 예상할 수 있다.

식 (1)로 표현된 함수의 거동을 나타내기 위해 일반

적으로 기계 구조물에서 많이 사용하는 η=90
o인 경우

(직각 펀치 형상, 제1부 Fig. 4 참조)를 고려하여 Fig.

1에 도시하였다. Fig. 1에서는 평탄부 길이에 대한 모

서리 최소 반지름의 크기가 10%까지인 경우에 대해

나타내었다.

Fig. 1으로부터 식 (1)은 Rmin/l에 대해 AP/l이 단조

증가하는 것을 볼 수 있으며, AP/l→0일 때 Rmin/l의

변화율이 감소하는 것을 알 수 있다. 이것은 임의의

평탄부 길이에서 물체의 탄성계수가 강체에 접근하거

나 접촉 하중이 줄어 드는 경우에는 탄성계수 또는 접

촉 하중의 변화에 따른 모서리 최소 반지름의 차이가

크지 않게 되는 것을 의미한다.

그러나 재료나 하중이 같은 조건에서 접촉부의 평탄

부 길이가 증가하게 되면 허용할 수 있는 최소 반지름

은 작아지게 되며, 그 반대의 경우도 성립함을 알 수

있다. 이것은 평탄부 길이가 증가하면 접촉면의 하중

을 견딜 수 있는 능력이 증가하므로 작은 모서리 반지

름에서도 상대적으로 완전 접촉 상태가 발생하기 어렵

AP

l
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k
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π 2sin
1– 1

1 ksinη+
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Fig. 1. Typical behaviour of Eq. (1).
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기 때문인 것으로 해석할 수 있다.

한편, 설계한 모서리 라운딩부의 반지름이 물체의 트

라이볼로지 손상(예, 프레팅 피로 또는 마멸)을 억제할

수 있는가에 대한 검토가 필요하다. 이를 위해 본 연

구 제1부[1]에서는 설계자가 결정한 라운딩 반지름을

갖는 접촉부 형상을 이용하여 접촉 응력을 구하고 이

로부터 내부 응력과 Von Mises 응력을 구한 후, 이를

재료의 항복 강도 σys와 비교하여 작을 경우 최종 설

계 값으로 취하는 방법을 제안하고 있다. 이때 Von

Mises 응력 σV는 아래와 같이 계산한다.

(3)

여기서, J2는 second invariant of deviatoric stress

tensor로서 아래와 같다.

(4)

여기서, 평면 변형율 상태일 때, σyz=σzx=0, σzz=ν

(σxx+σyy) 이다.

3. 설계 예제

3-1. 재질의 영향

재질에 따른 모서리 라운딩 반지름의 설계 치수변화

를 관찰하기 위해 항공기에서 많이 사용하는 알루미늄

7075-T651 합금(Al 7075-T651)과 경수로형 원자로 구

조재료로 많이 사용하는 304 스텐레스강(SST 304),

그리고 소듐냉각 고속로 핵연료집합체 구조부품의 주

재료인 HT-9강을 예로 하였으며, 각각의 주요 기계적

성질을 Table 1에 보여 준다. 알루미늄 7075-T651 합

금과 304 스텐레스강의 자료는 공공 데이터베이스[2]

로부터 취하였으며, HT-9 강의 자료는 한국원자력연구

원의 내부 자료[3]로부터 구하였다.

우선 동일한 두 접촉 물체인 경우를 생각한다. 사용

한 재료상수 외에 해석에 사용한 설계 변수 값으로서,

접촉 수직 하중 P=100 kN, 그리고 접촉부의 평탄부

길이 l=10 mm로 하였다. 이로부터 계산된 식 (1)의

결과를 Table 2에 보여 준다.

Table 2에서 모서리 최소 반지름(Rmin)은 k × 10 mm

로 하면 되나 기계 가공에서 10
−2
mm 이하의 치수를

가공하는 것은 매우 어려우며, 상당한 가공비가 소요

될 것으로 판단하여 10
−2
mm까지만 나타내었다. 이때

계산 결과, 10
−3
mm 이하의 값이 존재하므로 10

−3
mm

단위에서 올림하여 나타낸 것이다. 한편 Table 2에는

접촉 길이의 반인 b를 제1부의 식 (12)를 이용하여

계산한 결과를 함께 보여 주고 있다. 각각의 값이 l <

b < (l+Rmin)인 것으로부터 불완전 접촉 상태임을 확인

할 수 있다. 한편, Table 2로부터 탄성계수가 작은 재

료일수록 동일 하중 조건에서 모서리 반지름을 크게

σV 3J2=

J2

1

6
--- σxx σxx+( )2 σxx σxx+( )2 σxx σxx+( )2+ +{ }=

      σxy

2

σyz

2

σzx

2

+ +( )+

Table 1. Mechanical properties of the materials for design

examples

Material E (MPa) ν σys (MPa)

Al 7075-T651 71700 0.33 503

SST 304 193000 0.29 215

HT-9 220000 0.33 522

Table 2. Minimum corner radii designed for each

material (contact between the same material is assumed)

Material Rmin/l (=k) Rmin (mm) b (mm)

Al 7075-T651 6.64198×10−2 0.67 10.6680

SST 304 1.00634×10−2 0.11 10.1068

HT-9 7.34502×10−3 0.08 10.0777

Fig. 2. Comparison of normal contact traction profiles.
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설계하여야 함을 알 수 있다.

이제 Table 2의 Rmin을 이용하여 접촉 수직 응력

(p(x))의 형상을, p(x)를 무차원화 한 bp(x)/P로 나타내

어 Fig. 2에 보여 준다. Fig. 2(a)는 bp(x)/P를 전 접

촉 구간에 대하여 나타내고 있으며, 접촉 경계 부근에

서의 거동을 좀 더 명확히 보여주기 위해 경계 부근을

확대한 것이 Fig. 2(b)이다. 모서리 반지름이 작을수록

bp(x)/P의 최댓값이 발생하는 위치가 접촉 경계로 더욱

근접하게 되는 동시에 그 크기가 증가하는 것을 볼 수

있다.

이어서 이종 재료 간의 접촉인 경우를 생각해 보면,

식 (1)로부터 두 접촉 물체의 재료가 서로 바뀌더라도,

A 값이 변하지 않으므로, 최소 반지름의 크기는 동일

하게 계산됨을 알 수 있다. 그러나 그 크기는, 탄성계

수가 작은 재질 간의 접촉인 경우와 큰 재질 간의 접

촉인 경우에 계산된 값 사이에 존재하게 된다. Table

3에 그 예를 보여 주고 있으며, Al 7075-T651과

SST 304 및 SST 304와 HT-9 간의 접촉에 대해 계

산한 Rmin/l 값을 Table 2와 비교하면 이를 쉽게 알 수

있다. 이 계산에서 P와 l은 Table 2를 위한 계산에서

와 동일하게 하였다.

3-2. 하중의 영향

접촉 수직 하중의 변화에 따른 모서리 라운딩 최소

반지름의 변화를 분석한다. 예제 계산을 위해 3.1절에

서 사용한 재료를 고려하였으며, 접촉 하중의 크기로

는 앞의 100 kN 외에 10 kN 및 1 kN로 하였다. 결과

로 구한 Rmin/l 값을 Table 4에 보여 준다.

Table 4의 결과로부터 접촉 하중이 1/10, 1/10
2으로

줄어 들 때 허용 최소 반지름의 크기는 대략 1/10
2
,

1/10
4로 더 빠르게 감소하는 것을 알 수 있다. 이 결

과는, Table 2에 나타낸 재질의 영향과 비교하였을 때,

접촉부의 모서리 반지름 설계에서는 접촉 하중의 크기

를 가장 우선적으로 고려하여야 한다는 것을 의미한다.

한편, 현재의 예제에서 접촉 구간의 평탄부 길이를

10 mm로 하고 있으므로, Table 2와 4의 결과로부터

최소 반지름의 크기는 제조공차의 일반적 최소 크기인

10−2
mm보다 현저히 작은 값임을 알 수 있다. 물론 본

연구에서 고려한 재질과 하중, 그리고 평탄부의 길이

가 모든 공학 설계의 경우를 포함하고 있지는 않으나,

모서리 반지름의 크기를 접촉 물체 평탄부 길이의 수 %

정도로 설계할 수 있을 것으로 예상된다. 

예를 들어, 평탄부 길이 10 mm를 갖는 SST 304

재질로 된 부품이 접촉 하중 1 kN을 받을 때, 모서리

반지름을 평단부 길이의 1%인 0.1 mm로만 설계하더

라도 이 값은 최소 허용 반지름의 거의 104 배에 해

당하게 된다. 이때의 Von Mises 응력을 제1부에서의 식

(4) 및 본 2부에서의 식 (3)으로부터 계산하면 Fig. 3과

같은 결과를 얻을 수 있다. 이때 접촉 수직 응력, p(x)

에 더하여 접촉 전단 응력 q(x)=0.5×p(x)로 하여, 마찰

계수, 0.5인 전 미끄럼 상태를 고려하였다.

한편 제1부 식 (4)의 적분을 위해, p(x)와 q(x)는 접

촉 구간을 100개의 미소 구간으로 나누어 101개의

collocation point에 해당하는 p(xi), q(xi)(i=0,…, 100)를

구하여 수치적분을 수행하였다. 또한 Fig. 3의 수평 축

Table 3. Rmin/l values for a contact between different

materials

Material combination Rmin/l (= k)

Al 7075-T651−SST 304 0.0324439

SST 304−HT-9 0.00865179

Table 4. Rmin/l values at P = 10 and 1 kN (contact between

the same material is assumed)

Material P (kN) Rmin/l (= k)

Al 7075-T651
10 6.9473×10−4

1 6.95063×10−6

SST 304
10 1.01336×10−4

1 1.01342×10−6

HT-9
10 7.382410−5

1 7.3822110−7

Fig. 3. Von Mises stresses (in MPa) of SST 304 at P = 1

kN, l = 10 mm, R = 0.1 mm.
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은 원점을 접촉 길이의 반(b=10.1068 mm; Table 2

참조)만큼 좌측으로 이동하여 나타낸 것이며, 수직 축

과 함께 전체 범위를 접촉 길이(2b)로 한 것이다. 본

논문의 모든 계산을 위해 자체 개발한 프로그램[4]을

사용하였다.

Von Mises 응력이 Table 1에 나타낸 SST 304의

항복강도(215 MPa)보다 현저히 작은 값을 보여주고 있

어 트라이볼로지 손상에 저항성을 갖는 모서리 라운딩

반지름 설계가 되었다고 할 수 있다.

4. 라운딩부 단차 문제

4-1. 문제의 구성

앞 절에서의 라운딩 반지름 설계와 함께, 본 절에서

는 라운딩 가공이 끝나는 부위에서 발생할 수 있는 단

차 문제를 고려한다. 단차의 존재는 접촉 응력을 변화시

키며 따라서 트라이볼로지 손상에 영향을 미치게 된다.

본 문제의 기하학적 형상을 Fig. 4에 도시한다. 즉,

양단에 라운딩 반지름 R과 평탄부 길이 2l을 갖는 펀

치를 고려하고, 평탄부와 라운딩 부의 사이에 q의 각

도와 높이 s를 갖는 단차를 형성시켰다. 이때 접촉 물

체 중심으로부터 단차가 끝나는 위치까지의 거리를 c

라 하면 c와 s 사이에 다음의 기하학적 관계가 있음

을 알 수 있다.

(5)

또한, 접촉 경계가 라운딩부에 있는 것으로 하여

불완전 접촉 상태를 가정하고, 앞에서와 같이 그 위

치를 접촉 물체 중심으로부터 b만큼 떨어진 곳으로

한다.

한편, 문제의 단순화를 위해 접촉 수직 하중 P만

작용하는 경우로 하고, 이때 마찰을 무시한다. 이에 따

라 제1부에서의 식 (5)를 이용하여 접촉응력 p(x)를 구

할 수 있다. 편의를 위해 이를 식 (6)으로 다시 쓴다.

(6)

결과적으로, 본 문제는 접촉 구간 내에 접촉부 형상

이 5개 존재하는 경우이다. 즉 접촉 물체 중앙 부위에

있는 평탄부와 이의 좌우측에 각각 단차부와 라운딩부

가 있는 형태이며, 각각의 구간을 Fig. 4(b)에 숫자로

표시하였다.

접촉부 내에 다수개의 구간 형상을 갖는 경우에 접

촉 응력을 구하는 문제는 식 (6)의 h(x)를 접촉 구간

내의 각 형상에 대해 별도로 정의하고 이를 선형 합으

로 구성하여 전 구간에서의 h(x)로 정의하는 방법을

사용함으로써 해결할 수 있다[5]. 즉 식 (6)에 대입하

기 위한 h'(x)를 다음과 같이 나타낼 수 있다.

(7)

여기서 Ki, Li는 Table 5에 나타내었다.

Table 5 및 식 (7)이 고려된 식 (6)의 해는 다음과

같다[5].

(8)

c l s tanθ⁄+=

1

A
---
dh x( )
dx

-------------
1

π
---

p ξ( )
x ξ–
---------- ξd

b–

b

∫=

h′ x( ) Kix Li   i 1 … 5, ,=( ),+=

bp ϕ( )
P

-------------- 1

πcosϕ
--------------- 1

Eb

2 1 ν
2

–( )P
-----------------------I ϕ( )+–=

Fig. 4. Geometrical description of the step problem.

Table 5. Ki and L i’s of Eq. (7) for Fig. 4

i Ki Li

1 -1/R -c/R

2 0 θ

3 0 0

4 0 -θ

5 -1/R c/R
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여기서,

  

  ,

  , ,

   그리고 . (9)

4-2. 해석 방법 및 결과 분석

라운딩 단차의 시작점과 끝점에서는 접촉부 형상 함

수가 미분 불가능하게 되므로 식 (6)으로부터 구하게

되는 p(x)에 첨두가 발생할 것이다. p(x)에 첨두가 발

생하면 국부적인 높은 응력으로 인해 손상이 개시될

가능성이 크다. 그러나 이 첨두 응력은 단차의 높이에

의존하게 되므로, 해석에서는 단차의 높이 s를 변화시

키며 각각의 p(x) 형태를 조사하여 단차가 없는 건전

한 라운딩 펀치의 p(x)와 같아질 때의 s 값을 찾았다.

이에 대한 예제로서 알루미늄 7075-T651 합금 재질

의 라운딩 펀치를 사용하였으며 그 형상으로 l = 10mm,

R = 5 mm로 하고 단차가 형성되는 각도 q = 45°로 하

였으며 P = 1 kN으로 하였다. 한편 s = nR로 하여 단

차의 높이를 라운딩 반지름에 대한 비례 치수로 하였

으며, n을 10
−1
~10

−5
 범위에서 10

−1의 증분으로 변화시

켰다.

해석 결과를 Fig. 5에 보여 준다. Fig. 5(a)에는 전

접촉 구간에서의 p(x)를 보여 주며, Fig. 5(b)에는 단

차 위치에서의 p(x) 거동을 좀 더 명확히 보이도록 한

것이다. s/R=10−1
~10

−3에서는 중앙의 평탄부로부터 단

차가 시작되는 지점과 단차가 끝나며 라운딩이 시작되

는 지점에서 응력의 첨두가 뚜렷하게 나타났다. 자세

한 관찰 결과, s/R=10−4일 때에도 아주 작은 크기의

응력 첨두 현상이 나타났으며, 단차에 의한 접촉응력

의 변화가 무시될 정도가 되기 위해서는 s/R=10
−5가

될 때였다. 이것은 본 예제의 경우 단차의 높이가

0.05 mm 정도가 되어야 한다는 것을 의미한다.

예제 해석의 결과인 0.05 mm 높이의 단차는 절삭가

공에서 가능한 공차의 크기보다 매우 작은 값으로서

라운딩 공정의 가공공차로 부여하기가 어렵다. 따라서,

모서리 라운딩 가공에서는 어떠한 단차도 허용하지 않

도록 규제하는 것이 요구되며, 단차발생이 우려되는 부

위에 “Blending”과 같이 임의의 부드러운 곡면으로 처

리하도록 도면에 표기하는 것이 필요하다고 판단된다.

5. 결 론

접촉부 경계에서 발생하는 트라이볼로지 손상의 억

제 방법에 대한 연구로서, 라운딩 반지름의 최소값 설

계공식을 개발한 제1부에 이어 제2부에서는 재료 물성

및 접촉 하중이 최소 반지름의 결정에 미치는 영향을

분석하였으며, 재료 물성에 비해 접촉 하중의 영향이

현저히 큰 것을 알 수 있었다.

일반적인 구조 재료 및 하중 조건을 이용한 예제 해

석으로부터 대략 0.1 mm 크기 이상의 모서리 라운딩

반지름을 설계하면 트라이볼로지 손상에 큰 영향을 미

치지 않을 것으로 예상되었다. 그럼에도 불구하고, 본

연구에서 개발한 설계 공식은 특별한 근거 없이 임의로

결정하여 왔던 모서리 라운딩 반지름의 설계 기준 및

가공 시의 품질검사 기준으로 사용될 수 있을 것이다.

이에 더하여 모서리 라운딩 가공 시 발생할 수 있

는 단차의 허용 범위를 접촉 응력장을 분석함으로써

조사하였으며, 공학적으로 가공이 거의 불가능한 크

기(~10
−2
mm)의 단차만을 허용할 수 있는 것으로 나타

났다. 따라서 모서리부의 라운딩 가공 시 어떠한 높이

I ϕ( ) b

2
--- K

i

i 1=

5

∑ ϕ
i

sin2ϕi∆
2

------------------+∆⎝ ⎠
⎛ ⎞

=

Kibsinϕ Li+{ } cosϕi ϕisinϕ+∆–∆[×
i 1=

5

∑+

cosϕln
cos ϕ ϕ i+( ) 2⁄( )
cos ϕ ϕ i 1++( ) 2⁄( )
---------------------------------------

sin ϕ ϕi 1+–( ) 2⁄( )
sin ϕ ϕi

–( ) 2⁄( )
-------------------------------------

ϕi ϕi 1+ ϕi–≡∆ cosϕi cosϕi 1+ cosϕi–≡∆

sin2ϕi sin2ϕi 1+≡∆ sin2ϕi– sinϕi xi b⁄=

Fig. 5. Influence of the step on the normal contact traction.
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의 단차라도 제거하여야 한다는 것을 알 수 있었다.
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