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희소한부호자리수계수를갖는FIR 필터설계

Design of FIR Filters With Sparse Signed Digit Coefficients

김 시 현
*   

Seehyun Kim
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Abstract

High speed implementation of digital filters is required in high data rate applications such as hard-wired wide

band modem and high resolution video codec. Since the critical path of the digital filter is the MAC

(multiplication and accumulation) circuit, the filter coefficient with sparse non-zero bits enables high speed

implementation with adders of low hardware cost. Compressive sensing has been reported to be very successful

in sparse representation and sparse signal recovery. In this paper a filter design method for digital FIR filters

with CSD (canonic signed digit) coefficients using compressive sensing technique is proposed. The sparse

non-zero signed bits are selected in the greedy fashion while pruning the mistakenly selected digits. A few

design examples show that the proposed method can be utilized for designing sparse CSD coefficient digital FIR

filters approximating the desired frequency response.

요 약

광대역 통신 모뎀이나 초고해상도 비디오 코덱 등과 같이 높은 데이터율을 갖는 시스템을 하드웨어로 구현할 때

에는 디지털 필터의 고속 구현이 필수적이다. 디지털 필터의 임계경로는 대부분 MAC (multiplication and

accumulation) 연산 회로이므로 필터 계수의 0이 아닌 비트의 갯수가 희소하다면 하드웨어 비용이 적은 덧셈기로

도 디지털 필터를 고속으로 구현할 수 있다. 압축센싱은 신호의 희소 표현이나 희소 신호의 복원에 우수한 성능을

보임이 최근 연구에서 보고되고 있다. 본 논문에서는 압축센싱에 기반한 디지털 FIR 필터의 CSD (canonic signed

digit) 계수를 찾는 방법을 제안한다. 주어진 주파수 응답과의 오차를 최소하면서 탐욕적 방법으로 희소한 0이 아

닌 부호자리수를 찾고 잘못 선택되었던 부호자리수는 제거하는 과정을 반복한다. 설계 예를 통해 제안된 방법으로

희소한 0이 아닌 CSD 계수의 FIR 필터를 설계할 수 있음을 보인다.
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Ⅰ. 서론

UHD (ultra high definition) TV, SDR (software

defined radio), 의료 영상, 광대역 통신 등 주목받고

있는 다양한 신호처리 응용 분야에서 매우 많은 양의

데이터의 실시간 처리가 요구되고 있다. 특히 처리

과정의 모든 단계에서 선형 위상 FIR 필터가 사용되

고 있으며 이들의 데이터 처리율을 높이기 위해 고속

구현에 대한 연구가 지속되고 있다. 반도체 제조 기

술의 향상으로 인해 단위 소자의 스위칭 속도가 빨라
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지고 있으므로 필터의 고속 구현이 용이해 지고 있

다. 그러나 그에 따라 알고리듬의 복잡도도 증가하며

사용되는 데이터의 양도 늘어나므로 필터의 구현에

다양한 접근 방식이 적용되고 있다.

범용 DSP와 같이 프로그램 가능한 소자가 사용되

기도 하며 좀 더 높은 처리 속도를 위해서 여러개의

DSP를 사용하여 병렬 처리 기법을 도입하기도 한다.

필터 계수가 바뀌지 않는다면 ASIC이나 FPGA 등과

같은 전용 하드웨어를 사용하여 요구되는 데이터 처

리 속도를 만족시키기도 한다. FIR 필터의 주요 연산

은 곱셈과 덧셈의 조합인데 병렬 곱셈기가 하드웨어

의 성능과 비용을 결정하는 주요 요소이다. 만약 필

터의 계수가 2의 지수승의 합과 차로 표현된다면 병

렬 곱셈기 대신 덧셈기만으로 곱셈 연산을 수행할 수

있다. 더욱이 계수의 0이 아닌 2의 지수승이 희소

(sparse)하다면, 즉 그 갯수가 매우 적다면, 몇번의 덧

셈만으로 곱셈 연산을 대체할 수 있고 따라서 FIR를

고속으로 구현할 수 있게 된다.

1. 부호 자리수 형식

Radix-2 부호자리수 (signed digit) 형식은 2의 지

수승 즉,  의 합과 차로 수를 표현한다. 어떤 수를

radix-2 부호자리수 형식으로 나타낼 수 있는 방법은

여러 가지이다. 즉, 유일하지 않다. 또한 최소 개수의

0이 아닌 자리수가 최소가 되는 표현 방법도 유일하

지 않다. CSD (canonic signed digit) 형식은 0이 아

닌 자리수의 갯수가 최소이며, 표현 방식도 유일하다

[1]. 2진수로 표현된 수를 CSD 형식으로 변환하는 방

법도 널리 알려져 있다[2]. 2진 표현 방식보다 매우

적은 2의 지수승들을 사용하여 임의의 수를 표현할

수 있다는 점이 CSD 표현 방식의 장점이다. FIR 필

터의 계수가 CSD 형식으로 표현된다면 곱셈기를 사

용하지 않아도 적은 횟수의 덧셈만으로 필터링 연산

을 수행할 수 있다. 이는 곧 하드웨어 구현 비용을

낮추면서도 높은 처리율(through-put)을 얻을 수 있

음을 의미하므로 CSD 형식은 UHDTV, 광대역 통신,

SDR 등의 구현에 적합하다. 따라서 필터의 저비용

고속 구현을 위해 주파수 특성을 만족시키면서 0이

아닌 자리수가 희소(sparse)한 CSD 형식의 필터 계

수를 찾아야 한다.

2. 압축센싱

신호의 획득과 압축 분야에서 새로운 접근 방법

중의 하나로서 압축센싱(compressive sensing)이 최

근 연구자들의 높은 관심을 받고 있다. 아날로그 신

호의 전통적인 획득 방법은 Nyquist 이론에 기반을

두고 있다. 이 이론은 모든 종류의 신호를 획득할 때

적용할 수 있는 충분조건이다. 그러나 특별한 성격을

갖는 신호에 대해서는 그 효율성이 매우 떨어지는 단

점이 발생한다. 예를 들어, 차수(order)가 인 벡터

신호 의 0이 아닌 원소의 개수 가 보다 매우 작

다면, 즉 의 0이 아닌 원소가 희소하다면, 보다 작

은 의 차수를 갖는 측정값 벡터 로도 를 완전하

게 복원해낼 수 있음이 잘 알려져 있다[3,4]. 달리 말

하면, 측정 행렬 를 통하여 를 만족시키는 희소한

를 찾을 수 있다는 것이다. 는 와 샘플링

벡터   ∊    사이의 내적으로 계산되며 다음

과 같이 표현된다.

(1)

는 × 측정행렬이며,  이므로 로부터 

를 복원하는 문제는 하나 이상의 해를 갖는

under-determined 상황이다. 따라서 일반적으로 를

유일하게 복원할 수 없다. Candes[3]와 Donoho[4]의

연구에 따르면 가 충분히 희소하고 가 적절히 균

일한 투사 특성을 가지고 있다면

개의 측정값으로 를 복원해 낼

수 있다. 이 때 복원에 사용할 수 있는 여러가지 방

법이 제안되었는데, 그 중 하나는 비선형 컨벡스 최

적화 기법으로 식 (2)과 같은  크기를 최소화하는

기저추구(Basis Pursuit, BP) 방법[5]이다.

(2)

그러나 이 방법의 요구되는 계산량은   으로

매우 과도하여 실제 응용에서 사용하기 어렵다.

이러한 계산량의 문제점을 해결하기 위해 다양한

연구가 진행되고 있으며 특히 탐욕 (greedy) 알고리

듬에 기반을 둔 연구가 많은 연구자들의 관심을 받고

있다. 이러한 노력으로 OMP (orthogonal matching

pursuit) [6], StOMP (stage-wise OMP) [7],

CoSaMP [8] 등이 제안되었다.

[9]에서는 압축센싱 기법을 이용하여 탐욕적인 방

법으로 CSD 형식의 필터 계수를 찾는 방법을 제시하

였다. 제시된 방법에 의하면 FIR 필터의 계수를 희소

한 CSD 형식으로 설계할 수 있으므로 낮은 하드웨어

비용으로 고속 필터링을 구현할 수 있다. 그러나 어

떤 필터의 조건에 대해서는 설계된 필터의 주파수특
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성이 최적이 아니기도 한다. 이는 자리수를 하나씩

찾아가는 탐욕적인 방법의 근본적인 문제점이다. 본

논문에서는 주어진 주파수 응답을 따르며 0이 아닌

자리수가 희소한 CSD 형식의 필터 계수를 갖는 디지

털 FIR 필터를 압축센싱 기법을 이용하여 설계하는

알고리듬을 제안한다. 2절에서는 제안된 알고리듬을

단계별 동작과 함께 기술한다. 3절에서는 제안된 알

고리듬의 성능평가를 위해 다른 연구에 사용된 필터

를 다시 설계하고 그 성능을 비교 분석한다.

Ⅱ. 압축센싱 기반 CSD 계수 필터 설계

1. 문제의 정의

차 선형 위상 FIR 필터의 주파수 응답은 다음과

같이 표현된다.

  
  




  (3)

 ≤≤은 이 필터의 임펄스 응답이다. 만약

이 짝수이고    이라면 이 필터는 Type-I

FIR 필터가 되고 식(3)은 다음과 같이 쓸 수 있다. 물

론 이 필터의 유형이 Type-I이 아니라고 하여도 아

래와 유사하게 식을 전개할 수 있다.

     
  



cos (4)

단 이다. ≡       
라 정의하

면 이 필터의 주파수 응답의 크기는 다음과 같다.

   (5)

단 ≡cos cos  cos 이다. 주어진
목표 주파수 응답의 크기가  

  라고 하면 필터

를 설계하는 문제는 다음과 같아진다.

∥    ∥
 ≤≤ (6)

식 (6)의 해를 구하기 위해 이산화 과정[9]을 적용

한다. 즉, 0과 사이의 연속 변수 를 균등하게 표본

화하여 이산 변수  ≤ ≤를 만들고, 이를 식 (6)

에 적용하여 모두 모으면 다음과 같다.

∥∥  (7)

단

      (8)













 cos  ⋯ cos 
 cos  ⋯ cos 
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

 cos  ⋯ cos 
(9)

   
   

 …    


(10)

의 각 성분 를 B개의 부호자릿수 로 표현한다

면 다음과 같다.

 
  




  ≤ ≤ (11)

     ⋯    ⋯ 
 (12)

단 ∈  이다. 를 행렬식으로 표현하면

 











 ⋯   ⋯  ⋯  ⋯ 

 ⋯   ⋯ ⋯  ⋯ 
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

 ⋯   ⋯  ⋯ ⋯ 












⋮


⋮

⋮

⋮


(13)

이고, 행렬식의 성분의 위치를 조정하여 다시 쓰면

다음과 같다.

 











 ⋯   ⋯   ⋯ 
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋯ ⋮ ⋱ ⋮
 ⋯   ⋯   ⋯ 












⋮


⋮

⋮

⋮


(14)

식 (14)를 식(7)에 대입하면 아래식을 얻는다.

∥∥  (15)
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Fig. 1. Compressive sensing based FIR filter design

algorithm with signed digit coefficients

그림 1. 압축센싱 기반 부호 자릿수 계수 FIR 필터

설계 알고리듬

단,

    ⋯   (16)

이고 는 식 (14)의 오른편에 보이듯이 의 각 원소

의 부호자릿수로 구성된 × 벡터이다. 는

설계하려는 필터의 계수이므로 부호자릿수 형식으로

표현된다면 병렬 곱셈기를 사용하지 않고 쉬프터와

덧셈기로 필터를 구현할 수 있다. 더불어 0이 아닌

부호자릿수의 개수가 희소한 를 찾으면 하드웨어 비

용을 극도로 줄이며 필터링 연산을 고속으로 수행 할

수 있다.

2. 압축센싱 기반 CSD 필터계수 설계 알고리듬

참고문헌 [9]에서는 식 (15)의 문제를 각 부호자릿

수 위치 별로 0이 아닌 자리수가 있는 지를 결정하고

이를 모든 자릿수에 대해 반복하는 알고리듬을 제안

하였다. 그러나 반복과정에서 한번 선택된 자리수는

추후에 배제되지 않는 단점이 있다. 만약 초기에 잘

못 선택된 자리수가 있다면 최종 결과도 최적의 성능

을 보이기 어렵다.

본 논문에서는 주어진 주파수 응답 특성을 만족하

는 희소한 부호자릿수 형식의 FIR 필터 계수를 찾는

알고리듬을 그림 1과 같이 제안한다. 참고문헌 [9]의

알고리듬에 기반하고 있으며, 매 반복 단계마다 잘못

선택된 자리수를 찾아 제거하는 과정이 차별화 사항

이다. 초기화 과정으로는 잔차 신호 를 로 설정하

고 선택된 자리수들의 집합 을 공집합으로 설정한

다. 수행이 종료되면 으로부터 을 구하고, 잔차 

은  크기가 보다 작거나 0에 가까운 값을 가지게

된다.

그림 1과 같이 반복과정은 크게 선택(S), 추가(A),

정리(P), 및 갱신(U)의 네 단계로 구성된다. 선택, 즉

S 단계에서는 하나의 부호자릿수를 추가할 계수 즉,

와 그 값, 
 를 선택한다.

A 단계에서는 S 단계에서 결정한 자리수, 즉 

를   에 더한다. 즉, 이 단계가 실행될 때마다 하

나의 부호자릿수가 에 추가되고, 따라서 주파수 응

답 특성이 개선된다. 감소되는 잔차신호를 구한다

( ). 새로운 자리수가 추가되면 이전에 추가된 자리

수가 잔차신호를 줄이는데 기여하는 양에 변화가 올

수 있다. 즉   에서 각 성분의 기여도는 증명되었

지만 로 계수를 구성할 때에는 그 기여도가 떨어질

수 있다.

P 단계에서는   의 모든 성분에 대해 잔차에 대

한 기여도를 다시 측정한다. 만약 그 반복단계에서

새로 추가된 자리수보다 기여도가 적은 성분이   

에 있다면 그 자리수를 에서 제외시킨다.

마지막으로 U 단계에서는 을 갱신하고 수정된

를 사용하여 잔차를 다시 계산한다.

개선된 주파수 응답을 이용하여 통과영역과 정지대
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Figure 3. Map of the signed digits for coefficients of

both “LPF1-[9]” and “LPF1-Proposed”.

그림 3. “LPF1-[9]”과 “LPF1-Proposed” 계수의 부호자

릿수 지도

(a)

(b)

Fig. 2. Frequency response 25-tap FIR filter of the

example 1 in the (a) whole band and (b) passband.

그림 2. 예제 1의 25-탭 FIR 필터의 주파수 응답; (a)

전 대역, (b) 통과대역 

역의 최대 ripple 와 를 구한 다음 최대 허용 오

차 와 비교한다. p는 통과대역 ripple의 가중치이

다.   이면 와 를 동등하게 비교하고,  

이면 통과대역 ripple이 더 작아지게 된다. 만일 최대

ripple이 성능 조건을 만족하면 반복은 종료되며 더

이상 필터 계수에 부호자릿수를 추가하지 않는다. 주

어진 반복 횟수를 마쳤으면 실행을 종료하고, 그렇지

않으면 다음 반복과정을 수행한다.

Ⅲ. 설계된 필터의 성능 비교

이 절에서는 제안된 알고리듬의 부호자리수 필터

설계 능력을 참고문헌 [9]와 비교하여 제안된 알고리

듬이 더 낮은 구현 비용으로 더 우수한 주파수 특성

을 가짐을 보인다. 두개의 저역통과 필터에 대해 비

교를 수행하였으며 통과대역 절단 주파수와 정지대역

절단 주파수는 각각  , 이다. 제안된 알고리듬으로

설계된 부호차리수 필터를 [9]의 결과 및 Matlab에서

설계된 equiripple 부동소수점 필터와 비교하였다.

1. 필터 설계 예 1

성능 비교를 위해 참고문헌 [10]에서 사용되었던

필터를 채택하였다. 사용된 필터는 25차의 저역통과

필터이며 통과대역 절단주파수와 정지대역 절단주파

수는 각각 =0.15, =0.25 cycle/sample이다. 통과대

역 ripple()과 정지대역 ripple( )은 모두

0.005(-46dB)으로 설정하였다. 그림 2-(a)에서는 모든

대역의 주파수 응답을 보여주며, 그림 2-(b)에서는 통

과대역의 주파수 응답 특성만을 보인다. Equiripple

FIR 필터의 주파수 응답은 그림 2의 “LPF1-ER”의 선

과 같다. 참고문헌 [9]의 방법으로 설계된 필터의 주

파수 응답은 “LPF1-[9]"이고, 제안된 알고리듬을 사용

하여 주어진 규격의 주파수 특성은 "LPF1-Proposed"

이다. 그림에서 보는 바와 같이 두 개의 부호자리수

필터가 모두 equiripple 필터보다는 통과대역 리플도

크고 정지대역 감쇄도 부족하지만 구현의 측면에서

낮은 비용과 높은 처리 속도의 장점이 있다. 부호자

리수 필터끼리 비교해 보면 제안된 알고리듬의 결과

가 참고문헌 [9]의 결과보다 좋은 성능을 보인다. 정

지대역 감쇄는 제안된 알고리듬이 -43.29dB으로 [9]
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Figure 5. Map of the signed digits of the coefficients

of both “LPF2-[9]” and “LPF2-Proposed”.

그림 5. 설계 예 2의 부호자릿수 계수

(a)

(b)

Fig. 4. Frequency response 35-tap FIR filter of the

example 2 in the (a) whole band and (b) passband.

그림 4. 예제 2의 35-탭 FIR 필터의 주파수 응답; (a)

전 대역, (b) 통과대역

(-42.95dB) 보다 약 0.34dB 우수하다. 통과대역 리플

도 제안된 알고리듬이 -40.45dB으로 [9] (-39.17dB)

보다 약 1.28dB 우수하다.

그림 3은 두 부호자리수 필터의 계수의 위치를 나

타낸다. 격자 내의 각 셀들은 계수의 부호자리수를

나타낸다. 빈 셀은 그 계수가 0이고, +와 –는 각각

+1과 –1을 나타낸다. 제안된 알고리듬은 정리(prune)

단계가 있어 이전 단계에서 잘 못 추가된 부호자리수

를 제거하는 기능이 있다. 그로 인해 그림 3에서 보

는 바와 같이 제안된 알고리듬은 [9]와 유사한 부호자

리수를 선택하지만 의  자리수는 제거하였다.

즉 적은 부호자리수로 주어진 성능을 만족시키는 필

터 계수를 찾을 수 있었다. 두 그림에서 보는 바와

같이 제안된 알고리듬에 의한 필터는 [9]의 결과보다

부호자리수는 적으면서 통과대역의 리플도 작고, 정

지대역 감쇄도 더 큼을 알 수 있다. 13개의 계수에

25개의 부호자리수를 사용하므로 탭당 약 1.92(25/13)

번의 덧셈만으로 필터링을 수행할 수 있다.

2. 필터 설계 예 2

이 예는 참고문헌 [11]에서 사용된 저역 통과 필터

규격을 사용하였다. 35차 필터이고 통과대역 및 정지

대역 절단주파수는 각각 =0.025, =0.0725

cycle/sample이다. 이전 예와 동일하게 먼저 Matlab

을 사용하여 이러한 규격의 부동소수점 계수의

equiripple FIR 필터를 설계하였다. 통과대역 ripple

()과 정지대역 ripple( )은 모두 –38.1dB이다. 그림

4의 (a)와 (b)는 각각 전체 대역과 통과대역의 주파수

특성을 나타낸다. “LPF2-ER”는 equiripple 필터의 특

성을 보여주며, “LPF2-[9]"는 참고문헌 [9]의 방법으로

설계된 필터의 특성을 표시한다. 제안된 알고리듬에

의한 결과는 ”LPF2-Proposed"로 표시된다. 설계 예 1

과 동일하게 제안된 방법으로 설계된 필터가 모든 면

에서 [9]의 결과보다 우수하다. 정지대역 감쇄는 제안

된 알고리듬이 -40.45dB로 [9] (-39.17dB) 보다 약

1.18dB 높고, 통과대역 리플도 -48.18dB로 [9]

(-42.19dB) 보다 약 5.99dB 우수하다. 또한 그림 5에

서 보는 바와 같이 제안된 알고리듬은 사용한 부호자

리수가 두 개 적다. 즉 필터 설계의 반복 과정 중에

이전 단계에서 잘못 선택된 부호자리수를 제외시켰기
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때문이다. 이전 예와 같이 제안된 알고리듬은 [9]의

결과보다 부호자리수는 적으면서 통과대역의 리플도

작고, 정지대역 감쇄도 더 큰 필터를 설계할 수 있음

을 알 수 있다. 18개의 계수에 34개의 부호자리수를

사용하므로 탭 당 약 1.89(34/18) 번의 덧셈만으로 필

터링을 수행할 수 있다.

Ⅳ. 결론

본 논문에서는 향상된 성능의 부호자리수 계수를

찾는 압축센싱 기반의 FIR 필터 설계 알고리듬을 제

안하였다. 제안된 알고리듬은 주어진 주파수 응답과

부호자리수 계수 필터의 주파수 응답의 차이를 잔차

신호로 삼아 매 반복단계마다 잔차 신호를 가장 크게

줄일 수 있는 부호자리수를 탐욕적으로 찾아 간다.

또한 매 반복 단계마다 이전에 선택된 부호자리수의

주파수 응답 기여도를 다시 측정하고, 잘못 선택되었

던 부호자리수는 제거한다. 설계 예를 통해, 제안된

알고리듬이 이전의 연구보다 사용하는 부호자리수는

적으면서 정지대역 감쇄와 통과대역 리플의 특성이

더 우수한 낮은 구현 복잡도와 높은 동작속도의 FIR

필터를 설계할 수 있음을 알 수 있다.
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