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VABS를 이용한 임의의 단면과 재료 분포를 가진 비균일 복합재료 보의 
변형률 복원 해석
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Strain Recovery Analysis of Non-uniform Composite Beam with 
Arbitrary Cross-section and Material Distribution Using VABS

Jun Hwan Jang*, Sang Ho Ahn**†

ABSTRACT: This paper presents a theory related to a two-dimensional linear cross-sectional analysis, recovery
relationship and a one-dimensional nonlinear beam analysis for composite wing structure with initial twist. Using
VABS including a related theory, the design process of the composite rotor blade has been described. Cross-sectional
analysis was performed at cutting point including all the details of geometry and material. Stiffness matrix and mass
matrix were linked to each section to make 1D beam model. The 3D strain distributions within the structure were
recovered based on the global behavior of the 1D beam analysis and visualize numerical results.

초 록: 본 논문에서는 블레이드와 같이 세장비가 크고 초기 비틀림이 존재하는 복합재료로 구성된 날개 구조물
에 대한 이차원 단면의 차원축소와 복원관계를 이론적으로 기술하고 이를 이용한 복합재료 로터 블레이드의 효
율적인 설계 과정을 기술하였다. 차원축소와 복원해석 수치해석 프로그램인 VABS를 이용하여 단면해석을 수행
하고 연성이 고려된 강성행렬과 질량행렬을 중립점에 연결하여 블레이드의 특성을 포함한 1차원 보 모델링을 구
성하였다. 1차원 보 모델을 통해 블레이드의 거동을 확인하고 내부하중을 계산하여 단면위치에서 변형률 복원을
수치적으로 계산하고 이산화 된 단면에 수치적으로 매칭하여 시각적으로 형상화하였다. 

Key Words: 복합재료 보(Composite beam), 로터 블레이드(Rotor blade), 단면해석(Sectional analysis), 복원해석(Recovery
analysis), 차원축소 모델링(Reducible modeling), 변분근사 보 단면해석(VABS)

1. 서 론

초기 설계 단계에서와 같이 구조 및 공력 형상에 대한 구
체적인 자료가 불충분하며 형상의 변화가 빈번한 경우에 매
번 3차원 구조 모델을 변경한다는 것은 거의 불가능한 일이
다. 복합재 블레이드는 기하학적으로 급격하게 형상이 변하
는 구간이 있고, 내부적으로는 재질이 변경되는 구간이 존
재한다. 그리고 등방성 재료와 이방성 재질이 혼용해서 쓰

이며, 많은 재질이 동시에 사용된다. 형상이 일정한 연속적
인 구간이 드물고 일부 영역에서 특정 형상이 사용되고 불
연속 구간에는 빈 공간을 채울 수 있는 재질이 사용된다. 따
라서 초기 설계단계에서의 3차원 유한요소모델의 구현은 사
실상 어렵고 효율적인 정적, 동적해석 및 피로해석을 위해
거시적 특성을 비교적 간단하면서도 효과적으로 묘사할 수
있는 비선형 등가 모델링 기법이 요구된다[1-4]. 
국외의 연구 중에 Hodges 등[5]는 유한요소 모델에 기초한
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변분근사법을 제시하였다. Cesnik과 Hodges[6]과 Yu 등[7]는
변분근사 방법론을 계량하여 복합한 3차원 형상을 단면해
석을 통해 2차원 탄성계수를 얻고 1차원의 비선형 보의 운
동방정식에 대입하여 거동을 모사하였다. Hodges 등[5], Cesnik
과 Hodges[8-11], Popescu 등[12], Cesnik과 Shin[13], Yu
등[7]의 이론을 기반으로 임의의 형상을 가진 복합재료 보
에 대한 해석 코드의 개발이 진행되었다. 이러한 연구결과
로부터 변분근사법에 기초한 유한요소법을 이용한 단면해
석 코드(VABS)[14]가 개발되었다. 그리고 Reddy[15]는
Kirchhoff 가정을 기반으로 하는 고전 적층판 이론을 바탕으
로 압전 센서 및 작동기가 내재된 복합재료 적층판에 대한
구조 모델을 제안하였다. Yu 등[16]은 혼합법을 이용하여 복
합재 보의 거동을 예측할 수 있는 코드를 개발하였다.
본 논문에서는 블레이드와 같이 세장비가 크고 초기 비틀
림이 존재하는 복합재료로 구성된 날개 구조물에 대하여 개
발된 코드인 VABS를 이용하여 차원이 축소된 모델링을 구
성하고 블레이드의 거동을 확인하고 복원관계를 이용하여
원하는 지역에서 단면의 변형률 분포를 복원하고 시각적으
로 형상화하였으며 구조 요건을 만족할 수 있는 효율적인 설
계 과정을 기술하였다.

2. 이 론

2.1 이차원 단면의 차원축소와 강성행렬

세장비가 큰 날개 구조물과 블레이드는 유한요소 모델의
효율성과 결과에 대한 신뢰성을 동시에 만족시키기 어렵지
만 이러한 문제를 해소시키기 위해 3차원 해석모델을 1차원
으로 차원을 축소하는 과정이 필요하다. 3차원의 비틀림이
나 복잡한 곡률을 가진 형상에서 적절한 단면위치를 선정하
고 이 위치에서 단면해석을 통해 단위길이당 변형률 에너지
를 계산해야 한다. 3차원 변형률장은 탄성 변형률 과 워핑벡
터와 워핑벡터의 미분값을 포함하여 다음과 같이 정리된다.

 (1)

식 (1)에서 정의한 바와 같이 워핑함수의 항을 포함하고
있는 3차원 변형률을 이용하여 변형률 에너지를 표현할 수 있다.

(2)

여기서 D는 복합재료의 재료 강성행렬이다. 변형률 에너
지의 정의된 식 (2)로 표현하면 4 × 4의 행렬을 얻을 수 있
고 이는 고전이론을 적용한 강성행렬과 동일하다. 횡전단
변형을 허용하는 티모센코 보 모델에 대한 변형률 에너지
의 형태로 표현하게 되면 아래와 같다.

(3)

식 (3)을 변형률 에너지의 정의된 식 (2)로 표현하면 의 행
렬을 얻을 수 있고 이는 횡전단 변형을 허용한 티모센코 보
에 대한 강성행렬이다.

(4)

2.2 확장된 헤밀턴의 원리에 의한 보의 운동 방정식

보의 거동은 운동에너지와 변형률 에너지 그리고 가상일
의 원리가 포함된 확장된 헤밀턴의 원리에 의해 기술된다.

 (5)

t1과 t2는 임의의 시간이며 K는 운동에너지, U는 변형률 에
너지, δW은 가상일이며 단위 길이당 에너지의 형태로 나타
낸다. Hodges[17]는 임의의 단면을 가진 보의 비선형 거동에
대한 운동방정식을 확장된 헤밀턴의 원리를 이용하여 아래
와 같이 기술하였다.

(6)

유도된 보의 방정식은 단면의 강성이 연성되어 있으며 복
합재료로 구성된 보의 정적 거동을 표현할 수 있다.

2.3 VABS를 이용한 변형률의 복원

VABS(Variational Asymptotic Beam Section Analysis)는
복잡한 형상을 가진 비균일 복합재료의 단면의 강성행렬을
계산하는데 주로 사용된다. 단면해석은 VABS를 이용하여
2차원의 단면해석 모델이 1차원의 보 형태의 모델로 차원
축소하는 과정이다. 역으로 보의 거동을 통해 계산된 변위
와 내부 하중을 이용하여 차원의 복원이 가능하다. Hodges
의 운동 방정식에서 계산된 거동과 내부 하중을 계산하여
결과값을 VABS에 입력하면 2차원 단면에서의 변형률과 응
력 선도를 얻을 수 있다. 1차원 보에서 존재하지 않은 3차원
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의 변형에 대해 워핑함수를 통해 정확한 응력, 변형률, 변
위를 복원하는 수식은 아래와 같다. 초기에 비틀림과 굽힘
이 있는 보 형상에 대하여 워핑함수는 h/R과 h/l의 차수로
표현할 수 있다.

(7)

여기서 w(xi)는 3차원 워핑함수이며, V0는 2U0를 최소화할
때의 워핑함수, V1R, V1S는 2U1을 최소화할 때의 워핑함수
이다. 이는 고전 모델에 대한 근사적인 워핑함수이며 h/l의
차수로 개선된다. 3차원 변형률을 변형률과 변형률의 1, 2
차 미분항으로 표현된다.

 (8)

3차원 변형률은 이다.
식 (8)은 Yu 등[7]에 전개 과정이 자세히 기술되어 있다. 보
의 평형 방정식[17]으로 부터 얻은 변형률의 1차 미분과 2차
미분을 얻고 복원이론에 의하여 응력이 표현되고 횡전단 변
형을 허용하는 티모센코 보의 단면해석을 통해 강성 행렬을
얻을 수 있다. 1차원 보의 거동에 대한 유한요소 모델을 통
하여 응력과 변형률이 계산된다.

(9)

여기서 변형률은 이며 1차원의 티
모센코 보의 거동을 통해 얻은 하중 F = [F1 F2 F3 M1 M2 M3]T

입력하여 계산된다. 단면해석으로 계산된 응력과 모멘트
결과이다. 비선형 평형방정식[17]을 이용하여 응력에 대한
미분을 계산하여 나타내면 아래와 같다. 

 (10)

f = [f1 f2 f3 m1 m2 m3]T이고 f는 1차원 보의 거동에 대한 내부 하
중이다. 식 (10)은 식 (9)에 의하여 계산되고 고차의 미분도
아래와 같이 계산된다.

(11)

(12)

을 이용하여 1차원 보에 대한 미분값 을

계산할 수 있으며 다음과 같다.

 (13)

3차원 변형률은 식 (8)의 식에 의하여 차원 축소된 1차원
보에 대한 차원 복원 계산이 가능하다. 

3. 비균일 복합재료 보의 차원 축소 및 복원해

석 과정

임의의 단면형상과 재질분포를 갖는 복잡한 형상의 구조

w
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Fig. 1. Recovery process of composite rotor blade 
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를 보 모델로 단순화 시키기 위해서는 차원을 축소시키는 과
정이 필요하다. 먼저 형상 정보가 정의되어야 하며 형상이
급격히 변하는 구간를 단면 해석 위치로 설정한다. 그리고
복합재 구조는 기본적으로 재료의 다양성이 존재하기 때문
에 구조물 안에서 변화하는 재질의 분포를 고려하여야 한
다. 복합재의 설계 특성상 재료의 두께가 계단 형태의 가감
이 존재하고 구조물 외곽의 형태가 일정하다 하더라도 내부
에서는 재질이 변할 수 있다. 따라서 재질분포가 변하는 구
간도 단면해석의 위치로 고려하여야 한다. Fig. 1은 임의의
단면형상과 재질 분포를 대표하는 로터 블레이드의 단면 축
소 모델링과 차원 복원의 과정을 나타낸 그림이다. VABS를
이용하여 단면해석을 수행한다. 해석 결과물의 일부로 구조
물의 인장 중심 정보를 얻게 되는데, 인장 중심으로 새로운
사용자 정의 축을 생성해야 한다. 유한요소모델의 요소와 절
점을 인장 중심으로 좌표변환을 다시 수행하고 최종적으로
구조물의 관성 각도만큼 회전변환을 실시한다. 본 논문에서
VABS를 이용하여 단면해석을 재수행하면 4 × 4 또는 6 × 6 형
태의 강성행렬과 질량행렬을 얻을 수 있다. 2차원 유한요소
모델에서 강성행렬과 질량행렬 형태의 행렬을 얻는 과정이
보의 모델링 과정이며, 이후 각 단면의 강성행렬을 중립점
을 기준으로 연결하여 1차원의 단순화된 유한요소 보 모델
을 구성한다.
경계조건과 하중조건을 입력하면 전체적인 거동의 형태
를 여러가지 변위 정보와 내부 하중정보를 추출할 수 있

다. 2장에서 기술된 복원 관계식을 이용하여 1차원의 거동
형태를 2차원 단면에서의 변형률 분포로 계산할 수 있으며
구조물의 고장 모드를 예측할 수 있다. 이러한 모델링의 과
정과 복원이론을 이용하면 복합재 블레이드의 효율적인 설
계가 가능하다. 그리고 복원이론을 통해 1차원 보 모델에
3차원 수치결과를 매핑하여 해석결과를 가시화한다.

1차원으로 축소한 보 모델이 복합재 블레이드의 기본적인
강도와 진동 및 피로요건을 만족하게 되면 블레이드의 설계
하중을 입력하여 3차원 복원 변형률을 계산한다. 이러한 결
과를 통해 설정된 설계변수를 수정하여 단면해석을 반복하
고 최적의 구조요건을 만족하는 설계변수를 확정하여 구조
적인 여유마진을 계산한다. 1차원 보 모델은 거동과 내부하
중을 계산하는데 쓰이고 rpm 별로 고유모드를 계산할 수 있다. 

4. 비균일 복합재료 보의 복원 해석

4.1 복합재 블레이드의 2차원 단면해석 

차원축소를 통한 보 모델링을 수행하기 위해서 유한요소
모델의 요소와 절점의 수는 형상의 특성을 표현할 수 있도
록 충분히 나누어야 한다. 절점 및 요소의 수의 감소는 최적
설계 과정에 있어서 계산시간의 감소를 위한 필수조건이지
만 보의 연성 특성을 정확하게 결정할 수 있는 충분한 요소
가 필요하다. 특히 복합재 블레이드의 앞전에 해당하는 곡
선 구간에서 절점과 요소의 수가 불충분하게 되면 형상의 왜

Fig. 2. 2-D Discretization for cross-sectional analysis of composite rotor blade with r/R = 0.401 
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곡된 정보로 인하여 강성행렬이나 질행행렬의 정확성이 떨
어지게 된다. 그리고 정확한 단면해석 결과를 얻어내기 위
하여 실물 블레이드의 형상과 동일하게 표현할 수 있도록 충
분한 절점과 요소의 수를 갖는 유한요소 모델을 구성하였다. 
최외각의 타이타늄 금속재를 구성하는 부분에서부터 내
부의 뒷전의 스파형태의 일방향 복합재까지 실물과 동일하
게 구성하고 제작순서에 따른 적층각도를 정확하게 입력하
였다. 비틀림 하중을 감당하기 위하여 +/-45도의 탄소섬유
와 유리섬유가 사용되며 얇은 격벽의 +/-45도의 탄소섬유는
중량과 강성분배를 위해 익근 쪽으로 갈수록 두꺼워진다. 로
터 블레이드 안쪽의 폐곡선을 기반으로 연결되어 있으며 로
터 블레이드의 외피와 완벽히 맞닿아 있는 것을 알 수 있
다. 금속재 등방성 재료와 복합재료의 이방성, 그리고 형상
의 뒤틀어짐이 포함되면 강성행렬이 연성이 커지게 되며, 행
렬의 대각선을 중심으로 대칭의 특성을 가지게 된다. 이는
비선형 거동의 특징으로 나타나게 된다. Fig. 2와 같이 단면
을 등가적인 강성행렬로 나타내기 위하여 복합재 블레이드
의 형상이 급격히 변하는 부분과 재질이 가감되는 구간을 선
정하여 단면해석을 수행하였다. 

4.2 복합재 블레이드의 1차원 보의 거동해석

일반적으로 상용해석에서의 보에 대한 유한요소 해석은
1차원 절점과 요소를 적용하고 구속조건과 적용하중을 입

력하기 때문에 해석과정이 복잡하지 않다. 그러나 복합재 블
레이드의 거동은 2장에서 기술된 내용과 같이 에너지 변분
식과 운동에너지 변분식을 포함하는 Hamilton 원리에 적용
하여 유도된 운동 방정식[17]으로 계산하였다. 복합재 구조
물의 길이방향으로 선정된 단면 해석으로 각각의 위치에서
연성이 포함된 강성행렬을 계산하였기 때문에 1차원 비선
형 거동에 대한 각각의 절점에서의 변위와 내부하중 정보가
계산되면 복원 관계를 이용하여 2차원 단면에서의 응력과

Fig. 3. Analysis model with 1-D beam for composite rotor blade and applied load

Fig. 4. Behavior estimation of composite rotor blade 
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변형률 계산이 가능하게 된다. Fig. 3은 블레이드의 선정된
단면에 강성행렬을 중립점에 연결하여 구성한 1차원 보에
대한 유한요소 모델 형상이다. 블레이드가 허브가 고정되는
부분 r/R = 0.0이며 단순지지 조건으로 경계조건을 모사하였
다. 그리고 블레이드 끝단 위치 r/R = 1.0에서 100 N 부터
2000 N까지 하중을 부가하여 Fig. 4에서 전체적인 거동을 확
인하였다. 

4.3 임의의 단면과 재료 분포를 가진 비균일 복합재료 보

의 복원 해석

로터 블레이드의 개발기간 동안 발생되는 설계변경과정
에서 복합재 블레이드의 3차원 유한요소 모델을 구성하기
에는 불가능하기 때문에 1차원 보의 모델링 이후 복원 관계
식을 이용하여 블레이드의 각각의 재질의 층별로 응력나 변
형률을 추출한다면 3차원 해석효과와 1차원 모델의 효율성
을 갖출 수 있다. 설계 제한 하중은 ADS-29를 근간으로 하고
있다. 헬리콥터의 운용시 블레이드의 회전속도, 피치각, 돌
풍등의 외부조건을 입력하고 구속조건을 적용하여 보로 구
성된 블레이드의 내부하중을 계산한다. 보로 구성된 블레이
드 운동을 Fig. 5와 같이 기술할 수 있으며, 설계하중은 블레
이드의 보 모델링을 통하여 생성된 강성 행렬을 통하여 계
산이 가능하다. CAMRAD II[9]에서 복합재 구조물을 Euler-
Bernoulli의 이론을 기본으로 보의 거동과 하중을 계산하였
다. Fig. 6의 계산된 하중을 입력하여 단면위치(r/R = 0.295)의

Fig. 5. Motion of connection for composite rotor blade [9]

Fig. 6. Design load estimation of composite rotor blade
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유한요소 모델의 각각의 요소와 VABS로 계산된 수치해석
결과를 매핑하여 후처리 프로그램으로 형상화하였다. 보 해
석에서 계산된 설계 하중을 입력하고 복원해석을 통하여 구
조해석을 수행하면 블레이드 형상의 집중응력이 발생하는
지역, 최대 변형률이 발생하는 지역을 예측할 수 있다. Fig.
7, 8, 9, 10은 블레이드의 단면위치(r/R = 0.295)에서 복원 변형

률을 계산하여 후처리로 매핑한 결과이다.
이러한 데이터는 향후 하중의 추가적인 설계 변경에 따른
설계 변경의 참고자료가 될 수 있고, 블레이드의 정적구조
시험 또는 비행시험의 측정 위치를 선정하는 기준점으로 사
용될 수 있다. 최대 변형률이 발생하는 지점은 스킨의 상단
지점이다. 최대 응력의 위치에 따라 얇은 벽의 위치를 조정
하여 설계변수를 조정할 수 있으며 이후에 동특성 해석을 통
해 안정성을 검토할 수 있다.
횡방향에 대한 변형률의 수준은 2ε23을 제외하고 0에 가
깝다. 복원된 변형률은 운용온도에 따른 열응력을 고려할 수
있으나, 본 논문에서는 상온을 기준으로 변형률을 복원하였다.

5. 결 론

세장비가 크고 복잡한 재질로 이루어진 로터 블레이드에
3차원 유한요소모델을 적용하는 것은 많은 시간과 노력이
필요하다. 차원축소와 복원관계를 이해하고 VABS를 활용하
면 블레이드 개발 단계에 적절히 대응할 수 있고, 효율성과
신뢰성을 향상시킬 수 있다. 실물과 가장 가까운 복합재 로
터 블레이드 3차원 모델에 등방성 및 이방성 재질을 적용하
여 실제 모델에 1:1로 대응할 수 있는 정밀한 단면을 이산화
하고, VABS를 이용하여 질량행렬과 강성행렬을 계산하였
다. 단면해석을 통하여 연성이 고려된 강성행렬과 질량행렬
을 중립점에 연결하여 블레이드의 특성을 포함한 1차원 보
모델링을 수행하였다. 보의 거시적 거동을 확인하였으며 VABS
를 통해 계산된 변형률의 복원해석 결과를 매핑하여 가시화
하였다. 그리고 VABS를 이용한 차원 축소와 복원해석을 통
하여 공력해석에 의해 결정된 날개 외부형상 안쪽의 내부 재
료 배치설계 결과를 빠르게 계산할 수 있다. 최초 설계 단면
형상의 변화를 적절히 반영하고 다양한 재료로 적층되어 있
는 블레이드의 개발과정에서 일어날 수 있는 변화를 손쉽게
표현할 수 있기 때문에 국내외 블레이드 설계의 개발 도구
로 다양하게 활용될 수 있을 것이다.

Fig. 7. ε11 strain recovery analysis result for composite rotor
blade

Fig. 8. ε22 strain recovery analysis result for composite rotor
blade

Fig. 9. 2ε23 strain recovery analysis result for composite rotor
blade

Fig. 10. ε33 strain recovery analysis result for composite rotor
blade 
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