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학교수학에서 정다각형의 재구조화에 대한 귀납적 연구
Inductive study on the re-organization of regular polygons in school mathematics

홍동화 ･ 서보억1) ･ 박은익 ･ 유성훈 ･ 최은서
ABSTRACT. While some studies have examined the concave and convex

regular polygons respectively, very little work has been done to integrate and

restructure polygon shapes. Therefore, this study aims to systematically

reclassify the regular polygons on the through a comprehensive analysis of

previous studies on the convex and concave regular polygons. For this study,

the polygon’s consistency with respect to the number of sides and angles

was examined. Second, the consistency on the number of diagonals was also

examined. Third, the size of the interior and exterior angels of regular

polygons was investigated in order to discover the consistent properties.

Fourth, the consistency concerning the area in regular polygons was

inspected. Last, the consistency of the central figure number in the “k-th”

regular polygons was examined. Given these examinations, this study

suggests a way to create a concave regular polygon from a convex regular

polygon.

I. 서론
수학이 처음 세상에 나타난 학문적인 모습은 점, 선, 면 등을 기본 도형으로 

하는 기하였다. 세계 최초의 수학자로 알려져 있는 Thales가 증명한 것으로 알려
진 다섯 가지 결과 즉, ‘원은 임의의 직경에 의하여 이등분된다, 이등변삼각형의 
두 밑각은 같다, 맞꼭지각은 서로 같다, 두 삼각형에서 한 변과 양 끝 각이 같으
면 서로 같다, 반원에 내접하는 각은 직각이다.’도 모두 기하에 대한 명제들이었
다(Eves, 1962). 이러한 초기 그리스 시대 수학적 전통은 Euclid에게도 그대로 
전달되어 원론(The Elements)의 가장 기본적인 수학 탐구 방법도 기하적인 것
임을 쉽게 확인할 수 있다. 

우리나라 수학과 교육과정의 도형 영역에서 가장 먼저 제시되는 학습요소는 
1) 교신저자
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등학교 1～2학년군의 ‘일상생활에서 쉽게 접할 수 있는 입체도형과 평면도형의 
모양’이다. 이에 대해 2009개정 수학과 교육과정에서는 ‘입체도형의 모양이나 평
면도형의 모양을 다룰 때 모양의 특징을 직관적으로 파악함으로써 모양을 분류
할 수 있게 한다.’(교육과학기술부, 2011)라고 제안하고 있다. 이는 눈에 보이는 
도형의 특성에 따라 이름을 붙이는 정도의 수준에서 평면도형을 다루도록 제안
한 것이다. 실제로 도형을 체계적으로 학습하는 것은 초등학교 3～4학년군으로 
삼각형(정삼각형), 사각형(정사각형), 다각형(정다각형) 등의 평면도형을 가장 
먼저 학습한다. 중학교 1～3학년군의 기하에서도 점, 선, 면, 각에 대한 기본 도
형을 학습한 다음, 가장 먼저 학습하는 것은 다각형(정다각형)의 성질이다. 이처
럼 기하의 학습에서 다각형과 정다각형은 가장 기본적인 내용으로 인식되어 학
습의 초기에 중요하게 다루고 있다.

평면도형 중에서 다각형 및 정다각형의 중요성은 Euclid의 원론에서도 쉽게 확
인할 수 있다. Heath(1952, 2008a)에 따르면 원론은 총 13권으로 공준 5개, 공
통개념 5개, 정의 131개, 명제 465개로 구성되는데, 가장 앞부분인 제1권～제4
권에서 평면도형을 다룬다. 특히 제1권 첫 번째 명제가 정삼각형에 대한 작도 가
능성에 대한 명제를 소개하고 있는 것으로 볼 때, 정다각형의 존재성과 성질을 
매우 중요하게 다루었음을 짐작할 수 있다. 

이처럼 고대 그리스 시대부터 매우 중요한 학습요소로 생각한 정다각형에 대
한 국내 선행 연구를 정리하면, 크게 세 방향으로 정리할 수 있다. 첫째, 정다각
형의 작도와 관련된 연구가 진행되었다(김석룡, 1989; 한인기, 2008). 둘째, 정
다각형에서 대각선의 길이 간의 관계에 대한 연구가 진행되었다(조인주, 2006). 
셋째, 오목한 다각형 중에서 별모양 정다각형과 관련된 연구가 진행되었다(김민
석, 2004; 서보억, 2012). 이를 종합하면, 볼록한 정다각형의 작도 및 대각선의 
성질 규명, 별모양 정다각형의 규명 등에 대한 연구가 수행되었음을 알 수 있다. 
그런데 한 가지 특이한 점은 오목한 정다각형에 대한 연구와 볼록한 정다각형에 
대한 연구가 병행하여 진행되었음에도 불구하고, 이 두 도형의 통합을 통한 재구
조화를 위한 체계적 연구 및 학교수학 차원에서 정다각형의 재분류에 대한 연구
는 진행되지 않았다는 점이다.

이러한 필요성에 의해 본 연구에서는 볼록한 정다각형과 오목한 정다각형에 
대한 기존의 연구를 분석 종합하여 평면도형으로서 정다각형을 체계적으로 재분
류하여, 수학 교육적 관점에서 재구조화하는 것을 연구 목적으로 한다. 이러한 
연구목적을 달성하기 위해 오목한 정다각형에 대한 이론적 배경의 탐색, 정다각
형의 재구조화를 위한 탐구 방향의 설정, 정다각형의 체계적인 재구조화라는 연
구 방향을 설정하였다. 
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Ⅱ. 이론적 배경
다각형의 특수한 형태가 정다각형이다. 정다각형이란 각 변의 길이와 각의 크

기가 모두 같은 도형을 의미한다. 정다각형은 변의 개수가 같은 정다각형과 항상 
닮음이며 정다각형의 꼭짓점은 모두 한 원 위에 있다. 즉, 원에 내접하는 다각형
이다. 이러한 정다각형의 종류 중 볼록하지 않은 오목한 정다각형도 존재한다. 
이 오목한 다각형은 오목한 정다각형, 별모양 정다각형 등으로 불리고 있다
(Coxeter, 1973). 하지만 초등학교부터 고등학교까지 학교수학에서 다루어지는 
모든 정다각형은 볼록한 정다각형이다. 실제로 많은 이들이 오목한 정다각형에 
대해 알지 못하고 있고, 게다가 오목한 정다각형과 볼록한 정다각형을 통합하여 
하나의 관점에서 조망하는 방법에 대한 탐색은 없는 것으로 나타났다. 

1. 볼록한 정다각형
볼록한 정다각형에 대한 문헌은 고대 그리스의 Euclid의 원론과 현재 우리나라 

초등학교 및 중학교 교과서에서 찾을 수 있다. 먼저 Euclid 원론에 제시된 내용
을 살펴보자. 제1권에는 23개의 정의가 제시되어져 있는데, 정의 20번과 정의 
21번이 정삼각형과 정사각형에 대한 것이다. 또한 제1권의 첫 번째 명제가 정삼
각형을 작도하는 명제이고, 명제 45가 주어진 선분 위에 정사각형을 작도하는 
명제이다. 하지만 정다각형을 가장 많이 다루는 것은 제4권이다. 제4권은 총 7개
의 정의와 16개의 명제가 있는데, 모든 명제가 원과 관련시켜 정다각형을 다루
고 있다. 예를 들어, 명제 2는 정삼각형을 원에 내접시키는 방법, 명제 6은 정사
각형을 원에 내접시키는 방법, 명제 11은 정오각형을 원에 내접시키는 방법, 명
제 15는 정육각형을 원에 내접시키는 방법, 명제 16은 정십오각형을 원에 내접
시키는 방법을 다루고 있다(Euclid, 2003). 결과적으로 원론에서 정다각형은 원
에 내접하는 도형이라는 의미가 강조되고 있음을 발견할 수 있다.

다음으로 초등학교 및 중학교 교과서에 제시된 정다각형의 내용에 대해 살펴
보자. 초등학교의 경우, 정다각형은 3～4학년군 도형 영역에서 도형의 기초를 학
습한 다음, 여러 가지 삼각형, 여러 가지 사각형, 다각형 단원에서 학습하고 있
다. 이때, 정다각형은 ‘변의 길이가 모두 같고, 각의 크기가 모두 같은 다각형’으
로 규정하고 있다(교육인적자원부, 2011). 중학교의 경우, 1～3학년군 기하 영역
에서 기본 도형 및 작도와 합동을 학습한 다음, 평면도형의 성질 단원에서 정

각형에서 한 내각의 크기와 한 외각의 크기를 학습하고 있다. 초등학교와 중학교
에서 다루고 있는 정다각형은 ‘다각형을 이루는 모든 변의 길이는 같다는 것과 
각 꼭짓점에서 만들어지는 내각의 크기는 모두 같다’는 의미를 담고 있다(김원경 
외, 2015a). 이상의 분석을 통해 볼 때, 볼록한 정다각형은 다음 세 가지 조건을 
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만족하는 도형이라는 결론에 도달할 수 있다. 
조건1: 변의 길이는 같다. 조건2: 내각의 크기는 같다. 조건3: 원에 내접한다.

2. 오목한 정다각형
오목한 정다각형에 대해 박한식(1991), 서보억(2012), Coxeter(1973), 

Grünbaum(2003)등은 구체적으로 언급하고 있고, 오목한 정다각형의 존재의 명
확성과 더불어 그 교육적 가치를 높이 평가하고 있다. 이들 연구에서 별모양 정
다각형을 오목한 정다각형이라고 하였고, 그 이름을 정각형이라고 명명하고 
있다. 이러한 이름 붙이기의 근거는 매우 간단하다. 정각형에서 한 내각의 크기
를 이라고 하면,   인데, 의 값이 결정되었을 때 의 값을 계산
하면 의 형태가 되기 때문이다(서보억, 2012). 이제 구체적으로 오목한 정다
각형의 생성 방법, 볼록한 정다각형과 대비되는 오목한 정다각형의 기본적인 성
질에 대해 살펴보자.

가. 오목한 정다각형의 생성 방법
서보억(2012)에 따르면, 볼록한 정각형을 출발점으로 하여 오목한 정각형을 

다음 절차를 통해 생성할 수 있다. 첫째, 볼록한 정각형을 그리고, 내접원의 중
심을 잡는다. 둘째, 볼록한 정각형의 모든 변의 연장선을 긋는다([그림 Ⅱ-1]). 
셋째, 개의 직선이 만드는 교점들 중에서 원의 중심 O에서 동일한 거리에 있는 
점들을 라고 한다. 그리고  점들과 점들을 일대일로 연결한다([그림 Ⅱ
-2]). 넷째, 앞 단계의 절차를 수행 가능한 단계까지 수행한다.

[그림 Ⅱ-1]
   

[그림 Ⅱ-2]
   

나. 오목한 정다각형의 성질
오목한 정각형은 볼록한 정각형처럼 유일하게 결정되지 않는다. 예를 들어 

위와 같은 방법으로 오목한 정각형을 생성하면 아래 [그림 Ⅱ-3]과 같이 한 종
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류의 볼록한 정9각형과 서로 다른 세 종류의 오목한 정9각형을 얻을 수 있다. 
이들의 이름을 명확하게 하기 위해 ‘볼록한’과 ‘오목한’이라는 수식어를 없애고, 
정9각형, 정각형, 정각형, 정각형이라 명명할 수 있다.

⇒

[그림 Ⅱ-3] 오목한 정각형의 생성(서보억, 2012)
   

이로부터 오목한 정다각형의 성질을 다섯 가지로 유도할 수 있다. 첫째, 정

각형에서 은 원에 내접하는 꼭짓점의 개수 혹은 정다각형의 변(각)의 개수이
다. 또한, 는 정다각형을 만드는 변 사이에 있는 변의 개수에 을 더한 값 혹은 
점 O를 중심으로 만들어지는 동심원의 순서에 따른 매긴 값이다. 둘째, 정각
형에서 이 짝수일 때 내각의 합은 °가 가장 작고, 홀수일 때는 °가 가장 
작다. 의 값이 커질수록 내각의 총합은 °씩 감소한다. 따라서 정각형의 
내각의 총합이 °보다 커야하므로, 정다각형이 존재하기 위한 의 범위는   

이다. 즉 정각형이 존재하기 위한 의 범위는   이다. 셋째, 정각형의 
내각의 크기의 총합을 라고 하면,   이다. 넷째, 정각형에서 

의 값에 따른 내각의 크기는 등차수열을 이룬다. 실제로 정각형의 한 내각의 
크기를 (rad)라고 하면,   이다. 다섯째, 정각형에서 의 기
약분수를 라고 할 때,   가 자연수이면 정각형 개로 구성되어지고, 

가 유리수이면 정각형 개로 구성된다. 

Ⅲ. 정다각형 재구조화를 위한 방향 설정
정이라고 명명함으로 인해 볼록한 혹은 오목한 정다각형이라는 말을 정다

각형이라는 말로 통합하여 일관성 있게 부를 수 있음을 확인하였다. 지금까지의 
연구결과를 통해 볼 때, 정각형에 영향을 미치는 중요한 변수는 임을 알 수 
있다. 만약   일 때는 우리가 아는 일반적인 볼록한 정다각형임이 명확하다. 
본 연구의 효율성을 위해 중요한 변수인 의 값에 따라 다음과 같이 수정된 결
론을 도출하였다. 첫째, 오목한 정다각형(별모양 정다각형)의 이름은 제계 정

각형이라고 부르기로 한다(단, 는 자연수이다). 둘째, 제계 정각형에서 한 내
각의 크기 는 이고, 전체 내각의 총합은 는 가 된다.
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수정된 결과를 바탕으로 본 연구에서는 초․중등학교 학교수학에서 활용가능한 
정다각형의 체계적인 분류와 정다각형의 재구조화를 위한 방향으로 의 값에 따
른 도형들이 가지는 특성의 탐색으로 결정하였다. 볼록한 정다각형과 오목한 정
다각형을 통합하여 체계적으로 재구조화하는 방법은 볼록 혹은 오목에 관계없이 
일관된 기준으로 동일한 성질을 유도해 낼 수 있는 일관성이 유지되는지 학교수
학의 내용 체제 내에서 수학적으로 규명하는 것이다. 따라서 의 값에 따른 정다
각형의 특성이 일관성을 유지하는지 탐색하기 위한 학교수학의 내용요소를 추출
할 필요가 있다. 이를 위해, 본 연구에서는 두 가지 접근을 통해 학교수학의 내
용요소를 추출하였다. 하나는 초등학교 및 중학교에서 다루어지는 정다각형의 학
습 내용을 기반으로 추출하는 것이고, 다른 하나는 수학사의 고찰을 통해 얻은 
정다각형의 성질을 기반으로 추출하는 것이다. 

먼저, 초등학교에서 학습하는 정다각형의 성질은 변의 개수와 각의 개수에 국
한되어져 있다(교육부, 2015a; 2015b; 2015c; 2015d). 중학교에서는 대각선의 
개수, 내각의 크기, 외각의 크기를 다루고 있었다(김원경 외, 2015a; 2015b; 
2015c). 따라서 초등학교 및 중학교에서 다루어지는 학습 내용으로 변의 개수와 
각의 개수, 대각선의 개수, 내각의 크기, 외각의 크기를 추출할 수 있다. 두 번째
로 수학사 문헌에 대한 고찰을 통해 정다각형의 넓이, 중심도형수, 볼록과 오목
의 관계를 추출하였다(김진호․김용대․서보억, 2011; 김용운, 2010; 이종우, 2002; 
한인기, 2003; Boyer & Merzbach, 1991; Dresden, 1963; Heath, 2008b; 
Klein, 1968; Kline, 1972; Lambert, 1906; Lucas et al, 1988; Smith, 1958).

이러한 결과로부터, 본 연구에서는 정다각형의 변의 개수와 각의 개수에 대한 
일관성 탐구, 정다각형의 대각선의 개수에 대한 일관성 탐구, 정다각형의 내각의 
크기에 대한 일관성 탐구, 정다각형의 외각의 크기에 대한 일관성 탐구, 정다각
형의 넓이에 대한 일관성 탐구, 제계 정각형에서 중심도형수에 대한 일관성 
탐구, 볼록한 정다각형을 통한 오목한 정다각형 도출에 대한 일관성 탐구를 통해 
정다각형을 체계적으로 재구조화하였다.

Ⅳ. 연구결과
지금까지 전통적인 방법으로 정다각형을 분류하는 방법은 <표 Ⅳ-1>과 같다. 

볼록한 정다각형이 있고, 그와 다른 오목한 정다각형을 생각할 수 있다. 전통적
인 방법에 따르면 정다각형을 구분하는 기준은 절대적으로 변의 개수임을 알 수 
있다. 반면, 본 연구에서 관심을 가지는 정다각형의 분류는 <표 Ⅳ-2>와 같다. 
이 분류는 값을 기준으로 도형을 재분류하여 체계화할 수 있는 방법을 제시해 
주고 있다. 이러한 분류는 초등학교와 중학교에서 다루는 볼록한 정다각형을 제1
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계 정다각형이라는 이름으로 묶고, 의 값에 따라 그 범주를 확장해 가는 분류방
법이다. 

변의 개수 볼록한 정다각형 오목한 정다각형
3 정3각형 -
4 정4각형 -
5 정5각형 정각형 
6 정6각형 정각형
7 정7각형 정각형, 정각형
… … …
 정각형 정각형, 정각형, …, 정각형 (단,   )

<표 Ⅳ-1> 변의 개수에 따른 정다각형의 분류

의 값 분류 영역 정다각형의 종류
1 제1계 정다각형 정3각형, 정4각형, 정5각형, …, 정각형
2 제2계 정다각형 정각형, 정각형, 정각형, …, 정각형 
3 제3계 정다각형 정각형, 정각형, 정각형, …, 정각형 
4 제4계 정다각형 정각형, 정각형, 정각형, …, 정각형 
… … …
 제계 정다각형 정각형, 정각형, 정각형, …, 정각형 

<표 Ⅳ-2> 의 값에 따른 정다각형의 분류

 이러한 새로운 분류표를 통해 재구조화할 수 있는지 구체적으로 살펴볼 필요
가 있다. 이를 위해 기존의 제1계 정다각형에서의 성질이 제계 정다각형으로 
일관성 있게 확장돼 가는지에 대해 학교수학 학습 내용 체제 내에서 수학적 탐
색은 필수적이다. 이에 재구조화를 위한 방향 설정에서 밝힌 내용을 중심으로 일
관성을 유지되는지 구체적으로 살펴보자.

1. 변의 개수와 각의 개수에 대한 일관성 탐구
제1계 정다각형인 정각형의 변의 개수와 각의 개수는 모두 으로 일정하다. 

제계 정다각형인 정각형에서 는 계열을 결정하고, 의 값은 변의 개수와 
각의 개수를 결정한다. 따라서 제1계 정다각형과 제계 정다각형에서 변의 개수
와 각의 개수는 일관성을 지니고 있다.

2. 정다각형의 대각선의 개수에 대한 일관성 탐구
제1계 정다각형에서 정각형의 대각선의 개수는  이다. 이제 제계 

정다각형인 정각형에서 대각선의 개수에 대해 살펴보자. [그림 Ⅳ-1]과 같이 
정각형이 주어져 있고, 한 꼭짓점을 A라고 하자. 그러면, A에서 그을 수 있는 
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대각선의 개수는 꼭짓점 A와 직접 연결돼 있는 두 점을 제외한 나머지 꼭짓점과 
연결한 선분의 개수와 같다. 비록 이 선분이 도형의 외부에 만들어지지만 대각선
의 정의에 부합한다. 따라서 한 꼭짓점에서 그을 수 있는 대각선의 수는 개
이고, 이러한 꼭짓점이 개 있으므로 전체 대각선의 개수는 이다. 즉, 
제계 정다각형의 대각선의 수는 제1계 정다각형과 동일한 이므로, 제1
계 정다각형과 제계 정다각형에서 대각선의 개수는 일관성을 지니고 있다. 

[그림 Ⅳ-1] 정각형 

3. 정다각형의 내각의 크기에 대한 일관성 탐구
서보억(2012)의 연구는 정각형에서의 내각의 크기에 초점을 맞추고 있다. 

선행연구를 기반으로 볼 때, 원에 내접하는 제계 정각형에서 한 내각의 크기
를 , 전체 내각의 크기의 총합을 라 하면,     이 되고, 
이로부터   를 얻을 수 있다. 이는 중학교 기하영역에서 다루는 정각
형의 한 내각의 크기와 그 내각의 총합과 일치한다. 이제 제계 정각형에 대해 
살펴보자. 한 내각의 크기를 , 전체 내각의 크기의 총합을 라 하면, 
    이 되므로,   를 얻을 수 있다. 
그런데,   에서   을 대입하면 정각형의 한 내각의 크기인 
과 같고,   에서   을 대입하면 정각형의 내각의 총합인 
와 같아진다. 이를 통해 볼 때, 제1계 정다각형과 제계 정다각형에서 한 
내각의 크기와 전체 내각의 총합은 일관성을 지니고 있다. 

(제 정각형 내각) 제계 정각형에서 한 내각의 크기 는 이
고, 전체 내각의 총합은 는 가 된다.■

4. 정다각형의 외각의 크기에 대한 일관성 탐구
제1계 정다각형의 볼록한 정다각형의 외각의 크기의 합은 이다. 그런데 

  일 때 정각형(단,  ≥ )의 외각의 크기의 합은 이다. 이 증가함에 따
라 외각의 크기의 합도 증가함을 알 수 있다. 
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일반적으로 볼록한 정다각형의 외각의 크기의 합은 이다. 여기에서는 앞에서 
살펴본 본 정각형에서의 외각의 크기에 대해 고찰해 보자. 제계 정각형에
서 한 내각의 크기 는 

 이므로, 한 외각의 크기는 이 된
다. 따라서 전체 외각의 크기는   이다. 한 외각의 크기인 
와 전체 외각의 크기의 합인  각각에   을 대입하면, 정각형
의 한 외각의 크기인 와 전체 외각의 총합인 와 같아진다. 이를 통해 볼 
때, 제1계 정다각형과 제계 정다각형에서 한 외각의 크기와 전체 외각의 총합
은 일관성을 지니고 있다.

(제 정각형 외각) 제계 정각형에서 외각의 크기의 합은 가 된다.■

5. 정다각형의 넓이에 대한 일관성 탐구
한 변의 길이와 외접원의 반지름에 따른 정다각형의 넓이를 제계 정다각형에

서 일반화하여 그 일관성이 성립하는지 살펴보자. 먼저, 정각형의 넓이를 고
찰하기 위해, [그림 Ⅳ-2]의 정을 통해 정각형의 넓이를 구해 보자. 정다각
형의 한 변의 길이를 라고 하고, 외접원의 반지름을 이라고 하면,  외접원의 
중심과 각 꼭짓점들이 이루는 각은 를 등분하므로 다음 식을 얻을 수 있다.

∠ AOP ∠ JOA ∠ BOP ∠ BOM  

[그림 Ⅳ-2] 정각형

그런데 ∆OMP 에서 sin


 





, OP  cos
 , PB  OP tan


 cos






이고, 정각형은 ∆BON 과 같은 넓이의 삼각형이 개 있으므로, 다음이 성립
한다. 

∆BON  

 BPON  


 ∙  ∙ cos

 ∙ tan
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따라서 정각형의 넓이   cos
 tan

 이다. 이 때, sin


 





에서 
 

 cosec
 이므로 이 식을 위의 식에 대입하면  

 cosec
 cot

 tan
 를 

얻을 수 있다.■

(제2계 정각형의 넓이)  

 csc
 cot

 tan
 이다.■

이제 정각형 넓이로 확장하여 일관성을 유지하는지 살펴보자. [그림 Ⅳ-3]
은 정각형의 일부이다. [그림 Ⅳ-3]에서 ∠ AOA


× 

  , OA

  

(외접원의 반지름),   (한 변의 길이)이다. ∆OHAk에서 


 sin

  이고, 
OH cos

 이다. 또한, 다음이 식이 성립한다.
HA  OH 

 
 cos

  tan

  

[그림 Ⅳ-3] 제계 정각형의 일부

따라서 다음 식을 얻을 수 있다.
∆OAA  

AA
OH  





HA  cos




 

 cos


 sin


 cos
 tan




또한 정각형은 ∆OAA와 합동인 삼각형이 개 있다. 따라서 정각형
의 넓이는 다음과 같이 얻을 수 있다.

  cos


sin


cos
 tan




 









sin


 cos

 tan
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(제계 정각형의 넓이1) 외접원의 반지름이 인 정각형의 넓이는
   cos


sin


cos

 tan


 이다.■

(제계 정각형의 넓이2) 한 변의 길이가 인 정각형의 넓이
  









sin


 cos

 tan


 이다.■

이를 통해 볼 때, 제1계 정다각형과 제계 정다각형에서 정다각형의 넓이는 
일관성을 지니고 있다.

6. 제계 정각형에서 도형수에 대한 귀납적 탐구
피타고라스학파는 도형수를 통해 수와 기하를 연결하려고 시도하였다. 삼각수, 

사각수, 오각수 등 각수는 삼각형, 사각형, 오각형, 육각형 등 기하학적인 모양
을 보여주는 수의 나열이다. 이러한 수의 나열에 대해 박교식(2004)는 중심도형
수라는 새로운 개념을 도입하여 규칙성을 고찰하고 있다. 본 연구에서는 중심도
형수의 관점에서 제계 정다각형의 일관성에 대해 고찰한다.

제계 도형수에 대한 탐색을 위해 두 용어에 대한 정의가 필요하다. 하나는 
‘중심도형수’이고, 다른 하나는 ‘뿔 수’이다. 중심도형수란 제계 정다각형 맨 가
운데 위치한 정다각형 내부에 찍힌 도형수를 의미하고, 뿔 수는 오목한 정다각형
은 정다각형과 그 정다각형에 붙어 있는 삼각형으로 구성이 되는데 그 삼각형에 
찍히는 도형수를 ‘뿔 수’라고 한다. 또한, 연구의 효율성을 도모하기 위해 제계 
정각형 번째 도형수를 이라고 하자.

가. 제1계 정각형에서의 중심도형수
박교식(2004)에 따르면 정삼각형 중심도형수는  


 이고, 정

사각형 중심도형수는  


 이며, 정오각형 중심도형수는 

 


  이다.

[그림 Ⅳ-4] 정삼각형 수    [그림 Ⅳ-5] 정사각형 수   [그림 Ⅳ-6] 정오각형 수
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이를 일반화하여 제1계 정각형의 중심도형수는    이 된
다. 왜냐하면, 각형의 중심도형수는 개의 차 삼각수와 중심 1개로 이루어
져 있기 때문이다. 여기서 차 삼각수의 일반식은 이므로, 차 삼각
수의 일반식은 이 된다. 이 삼각수가 총 개 있으므로 이다. 
중심 1개를 더한 총합은   이 유도된다.

나. 제2계 정각형에서의 중심도형수
먼저 제2계 정5각형의 중심도형수에 대해 살펴보자. [그림 Ⅳ-7]의 정각형

에서  일 때 뿔 수에 1개씩 5개가 있고, 중심도형수에 1개씩 5개 및 중심에 
1개가 있어 총 11개이다.  일 때는 뿔 수에 3개씩 5개가 있고, 중심도형수에 
3개씩 5개 및 중심에 1개가 있어 총 31개이다. 여기서  에서 찍힌 1개와 
 에서 찍힌 3개의 점은 차 삼각수라고 생각할 수 있다. 따라서 제2계 정5
각형의 도형수는    로 유도가 된다. 다음은 제2계 정7각형의 도
형수에 대해 살펴보자. [그림 Ⅳ-8]의 정각형에서도 정각형과 같은 방법으
로 생각하면  일 때 뿔 수에 1개씩 7개가 있고, 중심도형수에 1개씩 7개가 
있으며, 중심에 1개가 있으므로 총 15개이다.  일 때 뿔 수에 3개씩 7개가 
있고, 중심도형수에 3개씩 7개가 있으며, 중심에 1개가 있으므로 총 43개이다. 
이를 통해, 제2계 정7각형의 도형수    를 유도할 수 있다. 

[그림 Ⅳ-7] 정각형의 도형수
   

[그림 Ⅳ-8] 정각형 도형수

이제 제2계 정각형의 도형수가 어떻게 되는지 일반화하여 보자. 중심도형수
는 우리가 알고 있는 볼록한 도형의 다각형수와 동일하다. 여기서 구하는 중심도
형수의 차수를 이라 하면 이 중심도형수에 찍은 점들은 중심 1개를 제외한 나
머지 점을 차의 삼각수로 묶을 수 있다. 이러한 차의 삼각수가 총 개 
존재하기 때문에 이러한 삼각수들의 총합은 개다. 여기에 중심 1개를 
더하면 중심도형수의 일반식인   이 유도된다. 위 과정을 통해 우리
는    을 얻을 수 있다. 

다. 제3계 정각형의 중심도형수
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정각형의 중심도형수에서 을 몇 번째 중심도형수인지를 나타내는 함수로 
두었다.  일 경우에는 어떠한 경우에도 1개의 점만 찍히기 때문에 제외하였
다. [그림 Ⅳ-9]는 이 7일 경우의 도형수를 나타낸 것이다. 여기서 1차 뿔 수와 
중심다각수는 파란색 자석으로 나타내었고, 2차 뿔 수만 초록색 자석으로 구분해 
놓았다.

[그림 Ⅳ-9] 정각형의 이 1, 2, 3, 4일 때의 모양
  

            
[그림 Ⅳ-9]에서도 알 수 있듯이 제1차와 제2차 즉 서로 같은 뿔 수는 차

의 삼각수의 배임을 알 수 있고, 위에서 증명하였던 중심도형수 또한 차의 
삼각수의 배에 1을 더한 값과 같으므로 이들의 총합은    이라는 
일반식을 유도할 수 있다. 따라서 위와 같은 과정을 통해 우리는 
  


  이라는 일반화된 식을 얻을 수 있다.

라. 제4계 정각형의 도형수
[그림 Ⅳ-10]은 제4계 정9각형에서  ,  일 때를 나타낸 도형수이다. 제3

계 정각형에서와 마찬가지로 1차 뿔 수는 중심도형수와 함께 파란색 자석으로 
나타내었고, 그 이후의 뿔 수는 초록색과 파란색을 번갈아가며 찍었다. 그림에서 
알 수 있듯이 같은 차수의 뿔 수는 모두 차 삼각수의 배라는 것을 알 수 
있고, 중심다각수의 일반식은 위에서    이라고 유도하였으므로 이들
의 총합은 이라는 일반식이 유도된다. 이를 통해 볼 때, 제4계 정각
형의 번째 도형수는   이라는 식을 유도할 수 있다.

[그림 Ⅳ-10] 정각형의 이 2, 3일 때의 모양
  

마. 제계 정각형의 도형수
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지금까지의 논의를 표로 나타내면 <표 Ⅳ-3>과 같이 나타낼 수 있다. 정각
형에서 가 증가하면, 뿔 수의 개수는 증가하게 된다.   일 때 처음으로 뿔 수
가 나타나는데 이를 제1뿔 수,   일 때 나타나는 뿔 수를 제2뿔 수, 나머지는 
이와 같은 방법으로 명명한다. 그렇다면 이 개념을 도입하여 중심도형수를 일반
화하면, 오목한 정다각형에서 나타나는 뿔 수 중 같은 차수를 가진 뿔 수에서 

개의 삼각수를 찾을 수 있고, 다각형 수에서 또한 중심 1개를 제외한 나머지를 
삼각수로 묶을 수 있다. 이렇게 묶은 삼각수의 차수는 ()차 삼각수가 되며, 
그 삼각수 개수의 총합은 개가 된다. 따라서 오목한 정다각형에 도형수는 
()차 삼각수가 총 개 있고, 중심 1개를 더한 값이므로 이를 하나의 수식으
로 나타내면   이라는 중심도형수의 일반화식이 유도된다.

구분    2 3 4 5

  

  1 1 1 1 1
2 4 7 10 13 16
3 10 19 28 37 46
4 19 37 55 73 91
5 31 61 91 121 151
··· ··· ··· ··· ··· ···
     

  

  1 1 1 1 1
2 5 9 13 17 21
3 13 25 37 49 61
4 25 49 73 97 121
5 41 81 121 161 201
··· ··· ··· ··· ··· ···
     

  

  1 1 1 1 1
2 6 11 16 21 26
3 16 31 46 61 76
4 31 61 91 121 151
5 51 101 151 201 251
··· ··· ··· ··· ··· ···

       

  

  1 1 1 1 1
2 7 13 19 25 31
3 19 37 55 73 91
4 37 73 109 145 181
5 61 121 181 241 301
··· ··· ··· ··· ··· ···

       
··· ··· ··· ··· ··· ··· ···

<표 Ⅳ-3> 정각형의 도형수 
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(제계 정각형 도형수) 제계 정각형의 도형수는  




이다.■

[그림 Ⅳ-11] 일반화(정각형 3번째 도형수)
7. 볼록한 정다각형을 통한 오목한 정다각형 도출
중심도형수를 구하던 과정에서 서로 같은 도형수가 나오는 경우가 종종 발견

된다. 왜 이러한 결과가 도출되었고, 이는 도형수가 나오는 도형끼리는 깊은 연
관이 있을 것으로 생각하여 그에 관하여 탐구하게 되었다. 정다각형의 중점을 연
결한 선에 대하여 대칭하여 나타나는 도형은 중심도형수가 바뀌지 않는다는 점
에서 착안하여 처음 정다각형의 중점을 연결한 선을 기준으로 정다각형을 대칭
시키게 되었고, 그 때 나타나는 도형이 마치 오목한 정다각형과 같았다. 따라서 
그를 직접 기하프로그램을 이용하여 작도하여 내부에 나타나는 도형이 오목한 
정다각형이라는 사실을 귀납적으로 유추하였고, 각을 이용하여 내부에 나타나는 
도형이 오목한 정다각형이라는 것을 확인하였다. 그 확인과정은 다음과 같다. 

첫째, 오목한 정각형에서 특정 값에서 만들어질 수 있는 오목한 정다각형
의 개수를 정의하려 한다. 오목한 다각형이 만들어지는 조건은   를 만족해
야 한다. 따라서 값을 5부터 늘려가며 생성될 수 있는 오목한 다각형의 개수를 
조사하였고, 그 결과는 <표 Ⅳ-4>와 같다. 

 가능한 오목한 정다각형 개수  가능한  오목한 정다각형 개수
5 1 11 4
6 1 12 4
7 2 13 5
8 2 14 5
9 3 15 6
10 3 16 6

<표 Ⅳ-4> 에 따른 생성 가능한 오목한 정다각형의 개수 
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 제시된 <표 Ⅳ-4>와 같이 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5와 같은 형식으로 나열
되는 수열이 형성됨을 알 수 있다. 따라서 우리는 특정 값에 대한   를 만
족해야 하는 생성 가능한 오목한 정다각형 개수를 으로 정의하였다(단, 는 자
연수, 은 5이상의 자연수). 이로부터 정각형에서의 의 값을 구해 보면, 

이라는 수열은 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5, ··· 으로 나열된다. 따라서 의 값을 
홀수일 때와 짝수일 때로 구분하여 고찰할 수 있다. 먼저, 이 홀수일 때이다. 

의 범위는  ≤  ≤ 


가 된다. 따라서 이를 만족하는 의 개수는 


이 된다. 

도 자연수이므로 


은 으로 정의된다. 이 홀수이므로 대신 

을 대입하면 라는 식이 도출된다(단, 은 3이상의 정수). 다음은 이 
짝수일 때이다. 의 범위는  ≤   가 된다. 따라서 이를 만족하는 의 개수
는 으로 정의된다. 이 짝수이므로 대신 2을 넣으면 라는 식이 
도출된다(단, 은 3이상의 정수). 따라서 이 홀수일 때 과 이 같다는 걸 
알 수 있고 이 5이상의 정수일 때 과 는 1차이가 난다는 것을 알 수 있
다. 따라서   이므로 이라는 수열은 1, 1, 2, 2, 3, 3, ⋯의 형태가 된다
( ≥ 인 정수). 

이제 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5, ⋯  는 위에 제시한 2개의 수열의 합이라고 
생각할 수 있다. 따라서 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5, ⋯  를 
     ⋯의 형태로 진행되는 공차가 인 수열과 
      ⋯  형태로 진행되는 수열의 합으로 생각할 수 있다. 이때 각
각의 수열을  이라고 정의한다면   ,   로 나
타낼 수 있다. 따라서 은  이므로 이 된다.

(정각형에서의 오목한 정다각형의 수) 정각형에서의 의 값은 


 이다.■

이번에는 종이접기를 통해 볼록한 정다각형과 오목한 정다각형 사이의 관련성
을 탐색하였다. 이를 통해 두 도형의 일관성을 확인할 수 있다.

먼저   일 때를 살펴보자. 제1계 정각형의 한 내각의 크기는  



이다. 그러면 [그림 Ⅳ-12]에서 접어서 생긴 두 도형은 합동이 되므로, 만나고 
있는 큰 정다각형의 한 변과 작은 정다각형의 한 변이 이루고 있는 예각은 


  이다. 따라서 위 그림에서 오목한 정다각형이라 추측되는 도형의 한 각의 
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크기는      이다. 이 결과에  

 를 대입하면 일반식 




  


가 유도된다. 이는 정각형의 한 내각의 크기와 동일하다.

[그림 Ⅳ-12] 접은 정5각형
 
[그림 Ⅳ-13] 접은 정6각형

 
[그림 Ⅳ-14] 접은 정8각형 

두 번째,   일 때를 살펴보자.   일 때와 같은 방법으로 진행하게 되면 
[그림 Ⅳ-13]에서 큰 정다각형의 한 변과 작은 정다각형의 한 변이 이루고 있
는 예각은  가 된다. 따라서 그림에서 오목한 정다각형이라 추측되는 도
형의 한 각의 크기는       가 된다. 여기에 의 값을 대입하면 
  가 유도된다. 이는 정각형의 한 내각의 크기와 동일하다.

세 번째,   일 때를 살펴보자.    이후에 나오는 정다각형들은 모두 2번 
이상 접을 수 있는 도형들이다. 따라서    이후에 나오는 모든 정다각형들은 
접은 횟수별로 나타나는 도형의 내각의 크기를 모두 구할 것이다. 우선 1번 접었
을 경우에는   일 때와 같은 방법을 사용하여 구하게 되면    이
라는 각의 일반식을 얻을 수 있다. 이와 같이 정각형을 1번 접어서 나타난 오
목한 정다각형이라 추측되는 도형의 한 내각을  이라 하자. 그러면  을 구하
는 것과 같은 방법으로  를 구하면  의 값은 을 구하는 과정에서 
 대신  을 대입한 것과 같으므로   이라는 일반식이 얻어진
다. 여기에 구한 값들을 모두 대입하면        이다. 여기서 구한 
과 은 각각 정각형의 한 내각과 정각형의 한 내각의 크기와 같다
는 것을 알 수 있다.

네 번째,   일 때를 살펴보자. [그림 Ⅳ-14]에서   일 때와 같은 방법으
로 증명을 하면  은    가 되고,  은       가 된
다. 여기서 구한 결과 값 와 는 정각형과 정각형의 한 내각의 크기
와 동일하다는 것을 알 수 있다.

지금까지의 결과를 토대로 일반적으로 성립하는지 살펴보자. 위와 같은 탐구 
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과정으로 의 일반식은   라고 추측할 수 있다. 만약 이 1씩 더
해진다면 의 일반식에서 대신 을 대입하면 된다. 만약 이 1씩 더해
진다고 할 경우, 수학적 귀납법으로 이를 증명할 수 있다(단, ≻ 이다).

첫째,   일 때 볼록한 정다각형이므로 성립한다.
둘째,   일 때 성립함을 가정하면,       이다.
셋째,    일 때 성립하는지 확인해 보자. 
                          

이다. 따라서    일 때 성립하므로, 이 5이상의 정수 일 때, =
 성립한다. 따라서 다음과 같은 결론을 얻을 수 있다.

(볼록 및 오목한 정다각형의 관계) 정각형을 번 접었을 때 나타나는 도형
은 정각형이다.■

Ⅴ. 결론
본 연구 활동은 오목한 정다각형의 존재에서부터 출발하였다. 오목한 정다각형

은 볼록한 정다각형과는 달리 유리수 정다각형의 형태, 즉 정각형이라는 모양
을 지닌다. 볼록한 정다각형과 오목한 정다각형은 우리에게는 매우 익숙하지 않
은 용어이었고, 지금까지 학교수학의 평면도형의 분류 체계에도 존재하지 않는 
도형이었다. 현재 우리나라 학교수학에서 평면도형은 볼록한 도형만이 존재하고, 
볼록한 평면도형은 삼각형, 사각형, 오각형, 각형, 원이라는 분류 체계만을 지니
고 있지만 본 연구에서는 이러한 체계와 다른 새로운 분류체계를 재구조화할 수 
있었다.

이러한 분류체계의 구조화를 위해서 정다각형과 관련된 다음과 같은 연구를 
귀납적으로 수행하였다. 첫째, 내각의 크기의 합에 대한 연구를 진행하였다. 그 
결과 제계 정각형의 전체 내각의 크기의 총합은 이고, 한 내각의 크기
는   임을 확인하였다. 둘째, 외각의 크기의 합에 대한 연구를 진행
하였다. 그 결과 제계 정각형의 전체 외각의 크기의 총합은 이고, 한 외각
의 크기는 임을 확인하였다. 셋째, 제계 정각형이 존재하기 위한 조건으
로 임의의 자연수 에 대하여   임을 확인하였다. 넷째, 한 변의 길이가 
고정될 때, 제계 정각형의 넓이()에 대한 일반화 공식을 확인하였다. 즉, 
  cos


sin


cos

 tan


이다(단, 은 외접원의 반지름). 다섯

째, 제계 정각형을 기하 적으로 표현한 중심도형수()에 대한 일반화된 
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공식을 확인하였다. 즉,      이다. 여섯째, 제1계 정각형을 
기저로 하여 제계 정각형을 생성하는 생성원리를 확인하였고, 또한 대칭성을 
이용하여 이들 사이의 관련성을 귀납적으로 확인하였다.

이러한 연구수행을 통해 정다각형의 기존 체계를 기반으로 [그림 Ⅴ-1]과 같
이 체계적으로 재구조화할 수 있었다. 지금까지 다각형의 분류는 볼록과 오목으
로 이원화되었고, 볼록은 삼각형, 사각형, 오각형, ⋯ , 각형 등 다각형의 변의 
개수 관점에서 분류가 이루어졌다. 하지만 이번의 연구를 통해 다각형을 정다각
형과 일반다각형(정다각형이 아닌 경우)으로 구분할 수 있는데, 이러한 방법은 
유리수를 정수와 정수가 아닌 유리수로 이원화하는 것과 동일한 사고패턴이다. 
또한, 정다각형은 볼록한 정다각형과 볼록하지 아닌 오목한 정다각형으로 이원화
할 수 있다. 이러한 기초적인 분류를 기반으로 각각의 정다각형들은 제1계 정다
각형, 제2계 정다각형, …, 제계 정다각형으로 세분화하였고, 이러한 세분화는 
또한 한붓그리기가 가능한 연결도형과 한붓그리기가 불가능한 연결되지 않은 분
리도형으로 분류할 수 있다(서보억, 2012). 이러한 체계적인 재분류를 바탕으로, 
학교수학에서 정다각형에 대한 탐구는 이에 속하는 구체적인 도형들의 성질을 
탐구하는 것으로 결론을 내릴 수 있다.

[그림 Ⅴ-1] 학교수학에서 정다각형의 재구조화 
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