
Ⓒ2015 The Youngnam Mathematical Society
(pISSN 1226-6973, eISSN 2287-2833)

459

East Asian Math. J.

Vol. 31 (2015), No. 4, pp. 459-481

http://dx.doi.org/10.7858/eamj.2015.035

피타고라스 정리의 유클리드 증명에 관한 일반화

A study on the generalization for Euclidean proof of the Pythagorean theorem

정영우, 김부윤 
1), 김동영, 류동민, 박주형, 장민제

ABSTRACT. In this study, we investigated whether the theorem is established even if

we replace a ‘square’ element in the Euclidean proof of the Pythagorean theorem with

different figures. At this time, we used different figures as equilateral, isosceles triangle,

(mutant) a right triangle, a rectangle, a parallelogram, and any similar figures.

Pythagorean theorem implies a relationship between the three sides of a right triangle.

However, the procedure of Euclidean proof is discussed in relation between the areas of

the square, which each edge is the length of each side of a right triangle. In this study,

according to the attached figures, we found that the Pythagorean theorem appears in the

following three cases, that is, the relationship between the sides, the relationship between

the areas, and one case that do not appear in the previous two cases directly. In

addition, we recognized the efficiency of Euclidean proof attached the square.

This proving activity requires a mathematical process, and a generalization of this

process is a good material that can experience the diversity and rigor at the same time.

Ⅰ. 서 론

피타고라스 정리는 직각삼각형에서 빗변의 길이의 제곱은 직각을 낀 두 변의 길
이의 제곱의 합과 같다는 것이다. 즉, 이 정리는 직각을 낀 두 변 각각을 한 변으
로 하는 두 개의 정사각형의 넓이의 합이 빗변을 한 변으로 하는 정사각형의 넓이
와 같다는 것이다. 실제로 고대 이집트나 중국에서는 길이의 측량과 관련하여 피타
고라스 정리를 사용하고 있으며, 유클리드의 <원론>에 나오는 피타고라스 정리의 
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증명에서는 넓이 개념을 사용하고 있다.
피타고라스 정리는 학교수학에서 중요한 수학적 개념의 하나로, 삼각형의 변의 

길이와 각의 크기와의 관계, 평면에서의 거리, 공간에서의 거리, 정삼각형의 넓이, 
정사면체의 부피, 정사각뿔의 부피, 원뿔의 부피, 무리수의 발견 등 많은 학교수학
의 내용들과 관계가 있다. 더불어 피타고라스 정리의 증명도 다양하게 이루어지고 
있는데, 피타고라스 정리를 증명하는 방법은 닮은 직각삼각형의 변의 길이 사이의 
비례관계를 이용하는 대수적인 증명법, 넓이의 비교를 통한 기하학적인 증명법, 벡
터를 이용한 증명법, 힘의 개념을 이용하는 동역학적인 증명법 등(우정호, 2010) 
370여 가지를 넘어서고 있다(E. S. Loomis, 1968). 따라서 피타고라스 정리와 증명
에 대한 다양한 관점에서의 접근은 피타고라스 정리의 깊이 있는 이해와 통찰에 
도움을 줄 수 있으며, 나아가 관련된 학교수학을 학습하는데 도움이 될 것이다.

그런데 피타고라스 정리를 증명하기 위한 다양한 증명법과 함께 유클리드의 증
명에서와 같이 정사각형을 붙이지 않더라도 - 즉, 닮음인 다른 도형을 붙이더라도 
- 피타고라스 정리가 성립한다는 것이 알려져 있다(우정호, 2010; Brown & 
Walter, 2005). 그러나 결과론적으로 일반적인 닮음 도형에 대한 증명만이 소개되
고 이외에 다른 닮음인 도형들 각각에 대한 증명은 소개되어 있지 않다. 물론 수
학적으로 일반적인 것에서 성립하면 그 범주의 구체적인 것에서 성립하는 것은 당
연하지만, 교육적인 관점에서는 붙이는 도형의 모양에 따른 증명들을 경험함으로써 
다양한 증명법 또는 일반화 과정에서의 경험, 그리고 대표적인 증명법에 대한 탐구
와 이해를 경험할 수 있어 문제해결능력, 추론능력, 의사소통능력의 신장에 도움이 
된다. 특히 2009 개정 수학과 교육과정(2011)에서는 이러한 능력들을 ‘수학적 과
정’이라 하여 강조하고 있다. 

 
따라서 본 연구에서는 피타고라스 정리의 증명에 대한 관점의 다양성이 아니라 

유클리드의 증명법을 기초로 하여 붙이는 도형의 다양성을 추구하고, 이들 대상에 
대한 다양한 증명활동을 통해 유클리드 증명법에서 정사각형을 사용하는 수학적 
의미에 대해 생각해 본다. 그러므로 연구과제는 다음과 같이 설정하였다.

1. 직각삼각형의 각 변 위에 닮음인 다각형과 반원을 붙였을 때 피타고라스 정
리가 성립하는지 알아본다.

2. 직각삼각형의 각 변 위에 임의의 닮음인 도형을 붙였을 때 피타고라스 정리
가 성립하는지 알아본다.

3. 이 증명 활동이 가지는 의의를 생각해 본다.

여기에서 <연구과제 1>은 구체적 사례에 대한 것이며, <연구과제 2>는 일반화이
며, <연구과제 3>은 유클리드 증명법의 의의와 가치에 대한 것이다. 실제로 이 활
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법칙 47
직각삼각형에서 직각과 마주 보는 변을 가지고 정사
각형을 만들면, 그 정사각형은 다른 변들을 가지고 만
든 정사각형들을 더한 것과 넓이가 같다.

동에서 중요한 사실은 ‘닮음’이라는 조건이 반드시 필요하며, ‘빗변 위에 붙인 도형
의 넓이는 다른 두 닮음인 도형의 넓이의 합이 됨을 보여야 한다.’는 것이 도달점
이라는 것이다. 또한 접근방법이 일반화된 사실로부터 구체적인 사실을 확인하는 
것이 아니라, 구체적인 예들을 증명하는 과정에서 닮음이라는 조건의 필요성을 인
식하고, 일반화된 도형으로 정리가 성립하는지 증명을 확장해 가는 것이다. 

Ⅱ. 피타고라스 정리의 증명에 관한 이론적 배경

1) 피타고라스 정리에 대한 유클리드의 증명
피타고라스 정리의 증명에 관한 최초의 기록은 유클리드의 <원론> 제1권 명제 

47에 나온다. 그 내용은 다음과 같다(이무현, 1997a)2).

명제47의 증명은 작은 정사각형 두 개로 직사각형 두 개를 만들고 이들이 다시 
커다란 정사각형을 이루도록 하는 순서로 이어지는 퍽 일반적이고도 기하학적인 
것이다(이상원, 2002). 즉, 유클리드는 등적변환을 반복 사용하여 이를 보이고 있
다. 이 때 얻어진 정사각형의 넓이 관계는 그대로 주어진 직각삼각형의 변의 길이 
관계로 해석되어진다. 하지만 유의해야 할 점은 이 증명에서의    

  는 넓이 관계이며, 단지 직각삼각형의 길이 관계로 해석될 수 있다는 것이
다. 한편, <원론> 제6권에는 삼각형을 직각삼각형으로 하고 변 위에 정사각형 대
신에 다른 도형으로 바꾸었을 때에 대한 내용이 실려 있다. 그 내용은 다음과 같
다(이무현, 1997b).

2) 일반적으로 ‘명제’라는 용어를 많이 쓰나 참고한 문헌에서는 ‘법칙’이라는 용어를 사용하고 있다. 
여기서는 내용을 인용하는 상황이므로 그대로 사용한다.
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빗변의 길이가 이고 다른 두 변의 길이가   인 그림의 Ⅰ과 같은 직각삼각
형에서         임을 증명하고자 
한다. 
증명의 요지는 먼저 그림에서 Ⅰ과 
Ⅱ 사이의 유추적 관계에 주목하고 
이를 일반화하여 Ⅲ에 이르러 보다 
더 일반적인 정리 곧, “직각삼각형
의 각 변 위에 닮은 다각형을 그리
면 빗변 위에 그린 다각형의 넓이는 
다른 두 다각형의 넓이의 합과 같
다”는 정리를 증명하는 것이다.
그림의 Ⅰ에서 빗변 위에 그린 정사각형의 넓이는  이므로 그림 Ⅲ에서 빗변 
위에 그린 다각형의 넓이는  이라고 놓을 수 있다. 그런데 그림의 Ⅰ과 Ⅲ에
서 세 정사각형과 세 다각형은 각각 닮았으며 닮음비는 같으므로, 세 다각형의 
넓이는 각각  ,   ,  이다. 그런데
 

        ⇔        

법칙 31
직각삼각형의 세 변에다 닮은꼴인 도형들을 그려 놓았
다고 하자. 그러면 직각과 마주보는 변에 놓인 도형은 
직각을 끼고 있는 두 변에 놓인 도형들을 더한 것과 넓
이가 같다.

이 증명에는 피타고라스 정리가 사용되지 않는다. 그러므로 이 증명을 먼저 다
룬다면 피타고라스 정리는 이 내용의 특수한 경우가 된다.

2) 피타고라스 정리 증명의 일반화에 대한 폴리아의 증명
<원론> 제6권에 소개된 피타고라스 정리의 증명에서와 같이, 직각삼각형의 각 

변에 정사각형이 아닌 도형을 그리더라도 정리가 성립함을 알 수 있다. 폴리아는 
피타고라스 정리에 대한 유추를 통한 다음과 같은 우아한 증명과정을 제시하고 있
다(우정호, 2010). 
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이다. 여기서 피타고라스 정리를 일반화한 정리, 곧 “직각삼각형의 각 변 위에 
닮은 다각형을 그리면 빗변 위에 그린 다각형의 넓이는 다른 두 다각형의 넓이
의 합과 같다”는 그 특수한 경우인 피타고라스 정리와 동치이며, 나아가 다른 
어떤 특수한 경우와도 동치임을 알 수 있다. 따라서 어떤 특수한 경우가 성립하
면 일반적인 정리도 성립한다. 그런데 그림의 Ⅱ에서 빗변 위에 그린 삼각형의 
넓이는 나머지 변  위에 그린 두 삼각형의 넓이의 합과 같으므로, 결국 피타고
라스 정리를 일반화한 정리, 따라서 피타고라스 정리는 증명되었다. 

하지만 과연 이것으로 증명이 된 것일까? 실제로 이 문장들은 비약적이다. 어느 
하나의 구체적인 경우가 증명되어야만 나머지 경우로 일반화 될 수 있어, 결국은 
어떤 특수한 경우의 피타고라스 정리의 증명이 전제조건으로 필요해진다. 즉, 각 
도형들의 경우를 출발점으로 직접적으로 피타고라스 정리를 증명하는 것이 아닌, 
기존의 증명 결과를 이용하여 일반화하고 있다. 더구나 여기서는 ‘다각형’이 아닌 
임의의 도형에 대한 언급도 없다. 그리고 유추에 의한 것은 발견적 수단으로써는 
의미가 있지만 그 자체가 수학적 명제의 근거가 될 수는 없다. 따라서 구체적인 
증명 활동을 통한 확인 과정이 필요하다. 폴리아의 증명으로 알려진 내용을 살펴보
자3).

∠  가 직각인 ∆ 를 그리고, 각 변       위에 서로 닮음인 
도형을 그리자. 점  에서 변  에 수선  를 그리면, ∆  ∆ 

∆ 는 서로 닮음이다. 그리고 ∆ 와 ∆ 가 닮음이므로 
    이다.

∴  

 

그런데    

 

    

            이다.
(∵ 빗변  를 한 변으로 하는 정사각형의 넓이는   이므로 빗변   위
에 그린 도형의 넓이는      라고 놓을 수 있다.)
따라서         이다. 마찬가지로 ∆ 와 ∆ 는 닮음이므로 
        이다. 그런데    이므로        이다.

3) http://blog.naver.com/PostView.nhn?blogId=hksteven&logNo=70158207535
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이 증명에서는           와 같이 넓이의 비가 길이
의 비로 바뀌므로 변의 길이 관계인 를 이용하여 넓이 관계 즉, 

  를 유도하고 있다. 그리고 이 증명에서는 각 넓이 계산을 구체적으로 해
야만 피타고라스 정리가 확인된다.

유클리드나 폴리아의 증명에서와 같이 피타고라스 정리 증명의 일반화는 길이 
관계가 아닌 넓이 관계이며, 그 결과를 재해석하는 과정을 거쳐 피타고라스 정리와 
관련  지어진다.

3) 브라운과 월터의 문제제기
브라운과 월터(Brown & Walter)는 저서 <The 

Art of Problem Posing>에서 문제제기 전략을 설
명하면서 그 예로 피타고라스 정리의 증명을 다루
고 있다. 그들은 ‘정사각형’이란 속성을 부정하는 
예로 반원, 평행사변형, 직사각형, 직각삼각형, 임의
의 닮음인 도형의 경우를 생각할 수 있다고 하였다. 
하지만 원 문제로 피타고라스 정리의 증명을 학습
한 후, 다양한 속성 중 ‘정사각형’이란 속성을 부정
만 했을 뿐, 이를 반영한 문제 만들기 예시는 제시
하고 있지 않아 문제 풀이(증명) 활동은 이루어지지 
않고 있다. 그러나 원문제가 피타고라스 정리의 증명이었으므로 이에 준하여 

“주어진 직각삼각형에 (닮음인) ◦◦도형을 붙였을 때 피타고라스 정리가 성립
함을 증명하시오.”

를 문제로 설정할 수 있다. 그러나 

“주어진 직각삼각형에 (닮음인) ◦◦도형을 붙였을 때 작은 두 도형의 넓이의 
합이 큰 도형의 넓이와 같음을 증명하시오.”

의 경우는 조금 다른 문제가 된다. 즉, 이 문제를 피타고라스 정리를 활용하는 문
제로 다룬다면 아주 간단히 증명할 수 있지만, 피타고라스 정리를 증명하라는 앞의 
문제로 해석한다면 피타고라스 정리를 사용할 수 없으며, 임의의 닮음인 도형의 경
우까지 생각한다면 피타고라스 정리 증명의 일반화가 된다. 따라서 피타고라스 정
리의 증명을 위한 다른 예가 된다.
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[그림 1] 연구과정

Ⅲ. 연구방법 및 절차

본 연구는 2014년 해운대고등학교 1학년 R&E(Research and Education)에서 
‘피타고라스 정리 증명의 일반화’란 주제로 연구한 것을 참여 했던 학생들이 심화
ㆍ보충한 것이다. 

연구과정은 먼저, 지도교수가 제시한 브라운과 월터의 <The Art of Problem 
Posing>에 나오는 피타고라스 정리에 관한 예시를 통해 각 경우에 대한 증명이 필
요함을 인식하고, 토론을 통하여 연구 주제를 다음과 같이 설정하였다.

<주제> 주어진 직각삼각형에 (닮음인) ◦◦도형을 붙였을 때 작은 두 도형의 
넓이의 합이 가장 큰 도형의 넓이와 같음을 증명하시오(단, 피타고라스 정리
는 아직 발견되지 않은 것으로 한다). 

따라서 이 문제의 해결 과정은 붙인 도형 각각에 대한 피타고라스 정리의 증명 
활동이 된다. 더불어 이 문제해결 활동의 또 다른 
의의는 유클리드 <원론>에서와 같이 정사각형을 붙
이는 것이 왜 유용한가에 대해 생각하는 것이다. 
즉, 증명 수단 및 소재의 적절성과 의의를 생각해 
보는 것이다. 그리고 앞에서 밝힌 세 가지 연구 과
제를 설정하였다. 다음으로 피타고라스 정리 증명
의 일반화를 위해 정사각형 대신 붙일 수 있는 도
형을 의논하고, 그 대상으로 <삼각형류>로는 정삼
각형, 이등변삼각형, (이변)직각삼각형을 선정하였으
며, 이등변삼각형과 (이변)직각삼각형의 경우는 각 
높이를 각 밑변 길이의 실수배로 하였다. <사각형
류>로는 직사각형, 평행사변형을 선정하였다. 이때 
높이는 직각삼각형의 각 변 길이의 실수배로 하였
다. 또한 반원과 임의의 도형을 선정하였다. 임의의 
도형은 증명의 일반화에 대한 시도 과정에서 나온 
것이며, 여기서 실수배를 한 것은 직각삼각형의 각 변에 붙이는 도형이 ‘닮음’이기 
때문이다. 

처음 피타고라스 정리의 증명에 대한 자주적이고 창의적인 증명활동을 위하여 
유클리드의 증명은 소개하였으나, <원론> 제6권의 내용과 폴리아의 증명은 소개하
지 않았다. 연구과제와 대상을 선정한 후 개별적으로 증명활동을 하였으며, 이후 
토론을 통하여 각자의 증명을 공동으로 수정ㆍ보완하였다. 연구기간은 2014년 5월
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<증명 가--1> ∠  를 로 하는 ∆ 에 대하여 세 변의 길이를 각각 
한 변의 길이로 하는 정삼각형      를 그리고,   

       라 한다. 이제, 


  


 




  임을 보이자.  

점  에서 변  에 수선을 내리고 만나는 점을  , 
      라 한다. 그러면

  ∆ ∾∆  
이다. (∵ ∠  는 공통  ∠   ∠    )
따라서        이다. 즉,        이고, 

     ⋯⋯   ①
이다. 그리고 

∆ ∾∆

이다(∵ ∠ 는공통 ∠   ∠    ). 따라서     

이다. 즉,         이고,
      ⋯⋯   ②

이다. 그리고
       ⋯⋯   ③

이므로 ①, ②, ③에 의해                이다. 그러므로 




  


  


       


   이다. 따라서 작은 두 정삼각형의 

넓이의 합은 가장 큰 정삼각형의 넓이와 같다.

부터 11월까지로 월 1회 정도의 그룹 활동과 과제해결 및 보고서 작성을 위한 개
별 활동이 이루어졌다. 

한편 R&E활동의 종료 후에도 보다 다양한 증명의 탐구와 보고서의 증명들에 대
한 정교화 작업이 자발적으로 이루어졌다. 

Ⅳ. 연구결과

1) 삼각형류의 증명
 정삼각형을 이용한 증명
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<증명 가--3>  가 빗변인 직각삼각형  에 각 변을 밑변으로 정삼각
형  ,  ,  을 그린다. 그리고  에 평행하고 점  를 지나는 
직선을 ,  에 평행하고 점  를 지나는 직선을  이라 하자. 그러면 두 직
선은 직교한다. 직선  과  의 교점을  라 하고, 점  와 점  를 잇자. 그
러면 ∆ 의 넓이는 ∆ 의 넓이와 같고, ∆ 의 넓이는 ∆ 의 
넓이와 같다. 이제 점  에서 직선     에 내린 수선의 발을 각각    이
라 하고, 점  에서  에 내린 수선의 발을  이라 하자. 그리고    , 

<증명 가--2> ∠  를 로 하는 ∆ 에 대하여 세 변의 길이를 각각 
한 변의 길이로 하는 정삼각형      를 그리고,    
      라 하자.  이제, 


  


 




  임을 보이자. 

∆ ≡ ∆

∵       ∠   ∠  

∆ ≡ ∆

      ∠   ∠  

이다. 따라서
    ∆ ∆ 
            ∆  ∆ ∆    ⋯⋯   ①
    ∆ ∆  
              ∆  ∆  ∆    ⋯⋯   ②
이다. 또한

∆ ≡ ∆        ∠   ∠  

이다. ∆ ∆ ∆ ∆ 이므로 ①, ②에 의하여 
∆ ∆  ∆ ∆ ∆ ∆

이다. 즉, 




   


  


  


     × 


 sin

                


  


  


 

이다. 따라서         이다.
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   ,    라 하면,  


 ,  


 ,  


 이다. 

여기서 
  


 


       

                              ⋯⋯   ① 
이고,

∠     ∠    ⋯⋯  ② 
이다. ①과 ②에 의하여 ∆ ∾∆ 이

다. 따라서  


 이다.

이제,  를 연장한 직선을  축,  를 연장
한 직선을  축이라 하자. 그러면 점  는 

   , 점  는   이고, 점  은   


 , 점  은 


   이

다. 따라서  를 포함하는 직선은    


  이다. 또한  를 포함하는 

직선은   


 이다. 이 두 직선은 직교하므로  와  의 연장선은 직교

한다. 이때 직교하는 점을  라 하고,  의 길이를  라 하자. 그러면
∆ ∆ ∆ ∆

이므로




⋅ 


  

 ⋅ 


   
 ⋅ 


   




가 성립한다. 식을 정리하면 


  


  


  이고,         이

다.

<증명 가--1>  가 빗변인 직각삼각형  에서 각 변을 밑변으로 하는 
밑변과 높이의 비가    인 이등변삼각형을 그리고, 각 꼭짓점을 그림과 같이 
   라 두자. 그리고  에 평행하고 점  를 지나는 직선을 ,  에 평
행하고 점  를 지나는 직선을  이라 하자. 그러면 두 직선  ,  은 직교한다. 
한편, 직선  과  의 교점을  라고 하고, 점  와 점  를 잇자. 그러면 

 이등변삼각형을 이용한 증명
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∆ 의 넓이는 ∆ 의 넓이와 같고, ∆ 의 넓이는 ∆ 의 넓이
와 같다. 이제, 점  에서 직선    에 내린 수선의 발을 각각    이라 하
고, 점  에서  에 내린 수선의 발을  이라 하자. 그리고    , 
   ,    라 하면   , 
   ,    이다. 따라서 
 :                

⋯⋯① 
이고

∠   ∠   ⋯⋯②
이다. ①과 ②에 의하여 ∆ ∾∆ 이
다. 따라서    이다.
이제,  를 연장한 직선을  축,  를 연장
한 직선을  축이라 하자. 그러면 점  는    , 점  는    이고, 점 

은     , 점  은    이다. 따라서  를 포함하는 직선은 

   


  이다. 또한  를 포함하는 직선은   


 이다. 두 직선은 직

교하므로  와  의 연장선은 직교한다. 이때, 직교하는 점을  라 하고, 
 의 길이를  라 하자. 

∆ ∆ ∆ ∆

                          ∆ ∆ ∆

이므로 


   


  


  

 이다. 식을 정리하면 


   


  +




  이다. 따라서         이다.

<증명 가--2> 각  가 직각인 직각삼각형  의 각 변에 밑변과 높이의 
비가    인 서로 닮음인 이등변삼각형을 그리고, 각 꼭짓점을 그림과 같이 각
각    라 한다. 또한, 직각삼각형  의 각 변의 길이를    라 하
고, 점    에서 선분    에 그은 수선의 길이를 ′ ′ ′라 한
다.  와 평행하고  의 중점을 지나는 직선과  와 평행하고 점  를 지
나는 직선의 교점을 라 하고, 의 중점을 라 하면, 직각삼각형 는 
직각삼각형  와 닮음이다. 왜냐하면, ∠   ∠   이고, 
∠   ∠  이며, ∠  ∠    ∠  ∠  이므로 
∠   ∠  이다. 따라서 ′   라 둘 수 있다. 그러므로 직각삼각형 
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 와 닮음인 직각삼각형  의 길이 비는       ′  ′  ′
        이다. 
한편,  와 평행하고 점  를 지나는 직선과  와 평행하고 점  를 지나는 
직선의 교점을  라 하고, 점  에서  에 내린 수선의 발을 점  라 하자. 
 의 중점을  ,  의 중점을  이라 
하면, ∆ ∆ 이다(∵ 

  ′,   ). 마찬가지로 
∆ ∆ 이다. 그리고 � , 
�� 이므로 ∆ ∆ , 
∆ ∆, ∆ ∆ 

∆ 이다. 따라서 
∆ ∆ ∆ ∆      
            ∆ ∆∆

            ∆ ∆∆

            ∆

이다. 이것은 작은 이등변삼각형 두 개의 
넓이의 합의 절반이 큰 이등변삼각형 한 
개의 넓이의 절반과 같다는 것을 의미한
다. 따라서 두 작은 이등변삼각형의 넓이
의 합은 큰 이등변삼각형의 넓이와 같다.

<증명 가--1 >  가 빗변인 직각삼각형 ∆ 에서 각 변을 밑변으로 하
고, 밑변과 높이의 비가    (는 실수)로 서로 닮음인 직각삼각형을 그린다. 
이때 점      를 각 직각삼각형의 꼭짓점이라 하자.
   ,    ,    라 하면, 
   ,    ,     이다. 이제 
 에 평행하고 점  를 지나는 직선  , 
 에 평행하고 점  를 지나는 직선  을 
그리자. 그러면 두 직선  ,  은 직교한다. 
직선  과  의 교점을  라 하고, 점  와 
점  를 잇자. 그러면 ∆ 의 넓이는 

 (이변)직각삼각형을 이용한 증명
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∆ 의 넓이와 같고, ∆ 의 넓이는 ∆ 의 넓이와 같다. 그리고
             ⋯⋯   ①

이다. 한편, 
∠   ∠   ⋯⋯  ②

이므로  ①과 ②에 의하여 ∆ ∾∆  이다. 따라서    이다.
이제,  를 연장한 직선을  축,  를 연장한 직선을  축이라 하면, 점 

는    , 점  는    , 점  는     , 점 는    이다. 그러면 
 를 포함하는 직선은    


  이고,  를 포함하는 직선은 점 

  


 이다. 두 직선은 직교하므로  와  의 연장선은 직교한다. 이때, 

직교하는 점을  라 하고,  의 길이를  라 하자. 그러면 ∆ ∆

∆ ∆ 이므로



    


  


  




가 성립한다. 식을 정리하면 

   


  


  이고,         이다.

<증명 가--2> 각  가 직각인 직각삼각형 

에서 선분  를 한 변으로 하고 그 변과 평행한 
변이 점  랑 만나는 직사각형을 그리자. 직사각형의 
꼭짓점을  와  라 두자. 그러면 삼각형  와 
 도 각각  와  를 직각으로 하는 직각삼각형
이 된다. 그러면 ∠  ∠  , ∠  

∠   이다. 그리고 반대방향으로  를 밑변
으로 하는 직각삼각형을 그리고 직각인 꼭짓점을 

라 두자. 그러면 ∆≡ ∆ 이다. ∆ 에서  를 밑변이라고 했을 때

의 높이는   ×높이이므로 높이를  라 하면,   

 이다.

이제,       라 할 때, ∆ ∆ ∆ 임을 보이자.

∆  


××sin ,∆  


×× sin 이고, sin  


 sin  


이므로

∆ ∆  


 sin  sin  
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<증명 가--3> ∠  가 직각인 직각삼각형 ∆  의 각 변에 높이가  배인 
직각삼각형을 붙이고 각 꼭짓점을      라 한다. 그리고    ,    , 
   라 하자.
 와  는 평행이므로 ∆ ∆ ,  와  는 평행이므로 
∆ ∆ 이다. 그리고 
① ∆ 에서 ∠   이므로 ∠ ∠   

② ∠   ∠  ∠    ∠ 

③ ∠   ∠  ∠   ∠   

이므로 ∠  ∠   이다.
∆ 를 점  가 점  로 가고 점  가 점 

로 가게 뒤집었을 때, 점  가 옮겨 온  의 연
장선 위에 있는 점을  ′라 하자. 그러면
①  ′     

②      

③ ∠    ∠  ′  

이므로 ∆ ′ ∾∆ 이다. 따라서  ′  이고,  가 점  에서 

에 내린 수선의 발일 때,  ′이다. 에서 연장선을 그어  ′ 와 만나
는 점을  라고 둔다. ∠  와 ∠  ′ 는 맞꼭지각으로 같고, ∆

�∆ ′ 이므로 ∠  와 ∠  ′ 는 같다. 따라서 ∠  ∠ 

  ∠  ′∠  ′ 가 성립하므로  ′   이다. 이것은  와 
 ′가 직교함을 의미한다. 따라서

∆ ′ ∆ ′ ∆ ∆ ′

                         ∆ ∆ ∆ ′

(여기서 ∆ ∆ , ∆ ∆ ∆ ′을 이용)이다. 이제, 
   라 두면     이다. 그러므로 다음이 성립한다.



    


⋅   


⋅  


⋅  

                          

∴        

                 


   


  


   ∴    

                ∆

이다. 따라서 ∆ ∆ ∆ 이다.
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<증명 나--1> 각  가 직각인 직각삼각형  에서 각 변을 밑변으로 하고 
각 변의 반을 높이로 하는 직사각형을 그리자. 
   ,    ,   라 하자. 점  에서 
 에 수선을 긋고,  와 만나는 점을  라고 
하자. 그러면  ∆ 와 ∆ 와 ∆ 는 
서로 닮음이다. 
ⅰ) ∆ ∾∆ 이므로    라 두면

      

 ∴   

 

ⅱ)∆ ∾∆ 이므로    라 두면
      

∴   

 

한편,     이므로    

 



 

  이다. 따라서         이다. 그

리고 



 



 



     
 


 

을 만족한다.

<증명 나--2>  가 빗변인 직각삼각형  에서 각 변을 밑변으로 하고, 
밑변과 높이의 비가    인 서로 닮은 직사각형을 그리자. 각 꼭짓점을 그림과 
같이        이라고 하고,    ,    ,    라 하면, 
   ,    ,    이다. 그리고  를 포함하는 직선  과  을 
포함하는 직선  의 교점을  라고 하고, 점  와 점  를 잇자. 이때 ∆

의 넓이는 ∆ 와 같고, ∆ 의 넓이는 ∆ 와 같다. 그리고
               ⋯⋯   ①

이고,
∠     ∠   ⋯⋯   ②

2) 사각형류의 증명
 직사각형
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이다. ①과 ②에 의하여 ∆ ∾∆ 이다. 따라서    이다.
이제,  를 연장한 직선을  축,  를 연장한 직선을  축이라 하자. 그러면 
점  는    , 점  는    , 점  는     , 점   는    이므로  
 를 포함하는 직선은   


 이고,  를 포함하는 직선은    


 

이다. 따라서 두 직선은 직교한다. 이때, 이 
점을  라고 하고,  의 길이를  라 하
자.
∆ ∆ ∆ ∆

이므로



   +


   +


 =


  

가 성립한다. 식을 정리하면 

    


  

 

   이고,         이다.

<증명 나--1>  가 빗변인 직각삼각형 

에서 각 변을 밑변으로 하고 밑변과 높이의 비가 
   ( 는 실수)인 평행사변형을 그리자. 그리고 
꼭짓점을 그림과 같이        라 하
자. 이제  를 포함하는 직선을  ,  를 포함
하는 직선을  이라 하자. 이 두 직선은 직교한
다. 직선  과  의 교점을  라고 하고, 점  와 
점  를 잇자. 그러면 ∆ 의 넓이는 ∆

의 넓이와 같고, ∆ 의 넓이는 ∆ 의 넓이와 같다. 그리고 점  에서 
직선     에 내린 수선의 발을 각각  ,  이라고 하고, 점  에서  에 
내린 수선의 발을  이라 하자.    ,    ,    라 하면, 

  ,    ,    이다. 여기서    ,    이므로
                ⋯⋯   ①

이고,
∠    ∠     ⋯⋯   ②

 평행사변형을 이용한 방법
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이다. ①과 ②에 의하여 ∆ ∾∆ 이다. 따라서    이다.
다음으로  를 연장한 직선을  축,  를 연장한 직선을  축이라 하면, 점 
 는    , 점  는    , 점  은     , 점  은     이다. 그

리고  를 포함하는 직선은   


 이고,  를 포함하는 직선은 

   

  이므로 두 직선은 직교한다. 이제 직교하는 점을  라고 하고, 

 의 길이를  라 하자.
∆ ∆ ∆ ∆

이므로




    


    


  


  

가 성립한다. 식을 정리하면 

    


    


   이고,         이다.

<증명 다-1>
각  가 인 직각삼각형  의 점  에서  에 내린 수선의 발을 점 
 라 한다. 그러면 각 반원의 넓이는 

   


 ×× 


 

  

   


 ×× 


 

  

   


 ×× 


 

  

이다. 
①  ∆ 와 ∆ 가 닮음이므로,

   

  ⋅ 

②  ∆ 와 ∆ 가 닮음이므로,
   

  ⋅ 

이다. 그리고 

3) 반원을 이용한 방법
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③             
이다.①, ②, ③에 의해 

          


      


ㆍ ㆍ

                           

 ㆍ    

 ㆍ  

  

이다. 그리고       이다.

<증명 라-1>  를 빗변으로 하는 직각삼각형  에서 각 변을 밑으로 하는 
서로 닮음인 임의의 도형을 그리자. 이때 각 넓이를   ,   ,   라 하자. 

에 내린 수선의 발을  라고 하자. ∠   ∠   ∠    이므로 
∆ , ∆ , ∆ 는 직각삼각형이다 ⋯⋯①

그리고 ∠   ∠  ∠    , ∠   ∠  , ∠ 

 ∠  이다. 따라서 ∆  ∆  ∆ 는 닮음이다. 
∆ 와 ∆ 는 닮음이므로     : 가 성립한다. 즉, 

  ㆍ

                              ∴  

 

그리고   

 

이므로,  를 곱하

면   =    이다. 그런데  와 

를 각각 한 변으로 하는 정사각형의 넓이는   와 
  이므로, 서로 닮은 임의의 도형은 정사각형의 
넓이의 실수배 한 것과 같다.

∴     ,      (는 실수)
  =       :      

∴       

마찬가지로, ∆ 와 ∆ 는 닮음이므로       가 성립
한다. 즉, 

  ㆍ

     

4) 임의의 닮음인 도형으로의 일반화 
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∴  

 

    

 

이므로  를 곱하면       

           이다.
∴       

그리고    이므로 

    

 ⋅  


⋅  

                             

  


⋅  
  

이다.

5) 결과 분석
이상으로부터 연구과제로 설정하였던 

1. 직각삼각형의 각 변 위에 닮음인 다각형과 반원을 붙였을 때 피타고라스 정
리가 성립하는지 알아본다.

2. 직각삼각형의 각 변 위에 임의의 닮음인 도형을 붙였을 때 피타고라스 정리
가 성립하는지 알아본다.

3. 이 증명 활동이 가지는 의의를 생각해 본다.

에 대해 학생들은 다음과 같은 결과를 얻었다.  

1. 정사각형뿐만 아니라 직각삼각형의 각 변에 모두 닮음인 정삼각형, 이등변삼
각형, (이변)직각삼각형, 직사각형, 평행사변형, 반원을 붙이더라도 피타고라스 
정리가 성립함을 알 수 있었다. 그리고 증명법도 다양하게 존재하였다.

2. 임의의 닮음인 도형을 붙여도 피타고라스 정리가 성립함을 알 수 있었다. 따
라서 피타고라스 정리는 닮음인 어떤 도형을 붙여도 성립함을 확인 할 수 있
었다.

3. 피타고라스 정리는 직각삼각형의 변 사이의 길이 관계를 나타낸다. 이러한 길
이 관계는 닮음을 이용하면 쉽게 보일 수 있다. 그런데 유클리드의 증명법은 
넓이 관계를 이용하고 있다. 더구나 붙이는 도형으로 정사각형을 채택하고 있
다. 전자보다 더 복잡하기는 하지만 정사각형을 붙인 유클리드의 증명은 우선 
넓이 관계로 얻어지는 정리가 길이 관계로 바로 해석될 수 있다는 장점을 가
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진다. 다양한 도형을 붙여 가며 증명활동을 해 봄으로써 일반화를 할 수 있었
으며, 정사각형을 붙이는 도형으로 선택한 유클리드의 방법의 가치를 알 수 
있었다.

한편, 학생들의 증명을 분석하면 몇 가지 특징적인 사실을 알 수 있다.

① 주어진 직각삼각형의 변에 도형을 붙이지 않더라도 변의 길이 관계인 피타
고라스 정리는 얻어진다. 학생 증명 가--1, 나--1이 그러한 예이다. 따
라서 유클리드 증명법의 핵심은 넓이 관계를 보이는 것이며, 학생들은 증명 
활동의 도달점도 넓이 관계임을 인식하였다. 그리고 다-1과 라-1은 길이 
관계가 이미 얻어지지만 넓이 관계에 사고의 초점을 두고 있어 그 사실을 
간과하고 있다. 하지만 논의의 목적에 비추어볼 때 바람직한 방향이기도 하
다.

길이 관계를 나타내는 경우 넓이 관계를 나타내는 경우

가--1, 나--1 가--2, 가--1, 가--1, 가--3, 나--2,
  나--1   

② 가--3, 가--1, 가--1, 나--2, 나--1은 유클리드의 증명법과 해석기
하학적 관점을 적용한 것으로, <다각형류>의 증명 모두를 해결하고 있다. 
소개된 다른 증명법들도 다른 경우로의 적용을 시도하였으나 실패하였다. 

③ 폴리아가 변의 길이 관계를 이용하여 증명하였던 일반화 증명을 스스로 발
견하고 보다 구체적으로 증명하였다(라-1).

④ 증명 과정에서 피타고라스 정리의 식이 얻어지지 않는 경우도 있다. 이 경
우는 별도의 해석과정이 필요하다. 가--2, 가--2가 그러한 예이다. 특

히, 가--2의 경우, ‘sin  

 

 , cos  


 
 이므로 sin cos

  을 이용하면 
 



 
 



  이 성립하여 피타고라스 정리를 유도할 수 

있다’는 것을 학생이 언급하고 있다. 이것은 실제로 피타고라스 정리가 단위
원을 나타낸다는 사실 또는 단위원을 이용하여 삼각비를 구하는 것과 같이 
피타고라스 정리의 의의와 함께 수학의 내적 연결성을 인식할 수 있는 증명
이 된다. 

⑤ 학생들은 유클리드 기하학적 방법, 해석기하학적 방법(대수적 방법 포함)을 
적절히 사용하고 있으며, 도형의 분할, 도형의 닮음과 닮음비, 삼각비, 등적
변환, 다양한 삼각형의 넓이 구하는 공식들, 다양한 도형의 성질, 직선의 방
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정식, 좌표평면에서의 삼각비의 활용, 변환(대칭, 평행)이동 등 다양한 수학
적 개념들을 활용하고 있다.

Ⅴ. 결론

피타고라스 정리는, 정리가 학문적으로 규명되기 이전부터 인간생활과 함께 한 
수학적 개념으로 그 학문적ㆍ실생활적 흥미와 유용성에 의해 오랜 기간 연구되어
왔다. 이러한 학문적ㆍ실생활적 가치는 직각삼각형의 변 사이의 관계라는 ‘길이 개
념’과 변에 붙인 닮음인 도형들 사이의 넓이 관계라는 ‘넓이 개념’이 상황에 따라 
달리 적용될 수 있다는 양면적 특성 때문이다. 그리고 학교수학에서는 이러한 특성
을 동치 관계로 가르치고 있다. 

하지만 본 연구에서와 같이 유클리드의 증명을 기초로 하여 정사각형 대신에 다
른 닮음인 도형을 붙여 증명을 시도한 결과 이러한 동치성은 결과적 동치이며, 그
것도 유클리드의 증명에 한정됨을 알 수 있다. 유클리드의 증명에서는 피타고라스 
정리를 나타내는 식이 넓이 관계로 얻어지고, 이 식의 해석으로 변의 길이 관계를 
얻을 수 있다. 그러나 살펴 본 바와 같이 정사각형이 아닌 다른 도형을 붙였을 때, 
변의 길이 관계를 먼저 얻고 이 사실을 넓이 관계를 보이는데 적용하게 되는 경우
가 있었다. 길이 관계가 넓이 관계를 보이는데 수단으로 역할하고 있는 것이다. 또
한 증명 속에서 외형적으로는 피타고라스 정리를 나타내는 식이 얻어지지만, 그 식
이 넓이 관계를 나타내는 경우가 있는 반면 길이 관계를 나타내는 경우도 있었으
며, 심지어 그러한 식이 증명에서 나타나지 않는 경우도 있었다. 또한 넓이 개념과 
길이 개념이 융합되기도 하였다.

이처럼 피타고라스 정리의 증명 속에서 길이 관계와 넓이 관계는 동치가 아니
며, 증명 결과를 재해석하는 과정 또는 관계를 맺어주는 활동을 필요로 하므로 결
과적 동치가 된다. 따라서 피타고라스 정리의 증명으로 유클리드의 증명적 사고를 
활용하려고 하면 이러한 해석활동이나 관계맺음 활동을 최소화할 수 있는 ‘정사각
형’을 붙이는 것이 효율적임을 알 수 있다. 그리고 이 경우의 최대 장점은 도형의 
넓이가 그대로 피타고라스 정리를 나타내는 식으로 해석될 수 있다는 것이다. 즉, 
닮음을 이용하여 피타고라스 정리의 길이 관계는 쉽게 얻을 수 있지만, 이 경우는 
넓이 관계를 함의하고 있지 않다. 반면 유클리드 증명의 경우는 넓이 관계를 나타
내지만, 그 관계는 길이 관계로 해석될 수 있다. 이것이 증명이 추구하는 효율성의 
초점이 된다고 할 수 있으며, 유클리드의 증명이 가지는 가치일 것이다.

본 연구의 또 하나의 의의는 이러한 증명 과정에 다양한 아이디어가 필요하며, 
다양한 수학적 개념이 필요하여 창의성 신장에 도움을 준다는 것이다. 또한 증명을 
구성하고 정제하는 과정에서 창의적 의사소통을 위한 능력도 요구되므로 ‘수학적 
과정’의 신장을 위한 좋은 소재가 된다는 것이다. 실제로 학생들은 증명을 위한 아
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이디어의 발견보다도 증명 내용을 표현하고 정제하는데 더 어려움을 토로하였다. 
유클리드 증명의 일반화에 대한 증명은 여기서 소개된 것 외에도 다양하게 존재

할 것이며, 더 폭넓은 수학적 개념들이 사용될 수 있을 것이다. 본 연구에서는 삼
각형의 경우보다 사각형의 경우 증명의 개수가 적은 편이며, 타원을 붙이는 경우나 
직각삼각형의 변에 바로 붙어있지 않는 도형4) 등에 대해서는 논의가 이루어지지 
않았는데. 이를 바탕으로 더 많은 증명을 유도하는 후속 활동이 필요하다.
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