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다각형의 등주문제에서 등각의 문제 고찰

A Study on the Equiangular Problem in the Isoperimetric Problem of

Polygons

이 재 운․최 근 배
*1)

ABSTRACT. In this paper, we provide a geometrical solving method about the

equiangular problem appeared in the solving process of the isoperimetric

problem of polygon. In fact we deal with the following problem in the view

of the productive thinking centered on the circle: Let  and  be fixed

points, and let   
 
 
  

 . Then find the

position of moving points  ≤  ≤  to maximize the sum of areas of the

triangles that lie on the line segment  .

Ⅰ. 서론

교과교육 시간에 학생들의 공간감각(spatial sense) 또는 공간추론(spatial

reasoning) 능력을 알아보기 위해서 “둘레의 길이가 같은 정사각형과 마름모 중 어느

것이 넓이가 더 넓은가?”라는 문제를 제시해보았다. 이 문제는 정사각형과 마름모를

모두 평행사변형의 관점에서 바라보면 쉽게 해결할 수 있는 문제이다. 그러나 대부분

의 학생은 공식에 의존한 대수적인 계산에 집중하였다. 실제로, 위와 같은 문제를 대

수적인 계산 없이 기하적인 관점으로 해결하라는 것으로 ○○대학교 교육대학 1학년
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36명을 대상으로 지필시험을 보았다. 대부분(90%)의 학생들은 답을 알고 있지만 그

이유를 순수 기하적인 관점으로 설명한 한생은 17%(36명 중 6명)에 불과하였다. 그러

한 이유 중 하나는 마름모와 관련된 개념이미지(concept image) (Tall, 1991,

pp.91-92)가 소위 말하는 ‘다이아몬드’로 형식적 고착(formal abidance) (우정호, 2006,

pp.459-460)이 있어 두 도형을 평행사변형의 범주에서 보지 못하고 있다는 점이다.

즉, 도형들 사이의 관계적 이해(relational understanding; Skemp, 1989) 또는 구조적

인 내적 관련성(productive thinking; 남승인 외, 2013, pp.77-83) 등과 관련된 능력이

부족하다는 것이다(<그림 I-1> 참조, 최근배, 2014, p.678).

<그림 I-1> 마름모의 개념이미지와 넓이비교

이 논문에서는 학생들의 공간감각 능력 기르기를 위한 학습 자료의 일환으로 다각

형의 등주문제에서 등각의 문제를, 원(circle)을 매개체로 사용하는 관점을 중심으로,

고찰하고자 한다. 구체적으로, 등각의 문제는 다각형에서의 등주문제를 해결하는 과

정에서 나타난 아래와 같은 문제로, 원(circle)을 매개체로 사용하는 기하학적인 해결

책을 제공하고자 한다. 이 문제는 ○○대학교 과학영재교육의 초등 수학반에서 등주

문제를 해결하는 과정 중에 나타난 문제이다(자세한 사항은 최근배, 2009, 2011 참

조).

문제: 점 와 점 는 고정점이고,   
 
 
  

 일

때 선분  위의 삼각형들의 넓이의 합이 최대가 되는 동점   ≤  ≤ 의 위치를

찾아라.

 

Ⅱ. 이론적 배경

1. 평면에서의 등주문제
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  평면에서의 등주문제(Isoperimetric Problem, Dido's Problem) ‘같은 길이의 둘레를

가지는 평면도형 중에서 가장 큰 넓이를 가지는 도형은 무엇인가?’는 고대 그리스시

대부터 잘 알려진 최적화의 문제 중 하나로 둘레의 길이와 넓이사이의 관계성과 연

관된 이슈로 주목할 만한 문헌적 역사는 Virgil의 Aeneas와 Dido여왕의 전설까지 거

슬러 올라간다.1)

등주문제의 완전한 증명은 해석학과 미․적분을 이용한 Weierstrass와 기하적인 방

법을 사용한 Edler에 의해서 제일 먼저 이루어 졌으며, 그 후 많은 다른 또는 보다

진보된 증명들이 발견되었다. 반면 수순기하학적인 증명은 고대 그리스 수학자인

Zenodorus의 저술 ‘On isometric figures’에 의해서 알려졌지만, 증명이 완전하지 못하

였다. 기하적인 관점에서의 완전한 증명에 대한 현대의 연구는 Steiner에 의한 것이라

고 할 수 있다. 1841년 Steiner는 순수 유글리드 기하를 사용한 다섯 개의 증명방법을

발표하였다. 그러나 Steiner는 자신의 증명을 완전한 것으로 보았지만, 그 당시의 유

명한 수학자인 Weierstrass는 Steiner 증명의 오류를 지적하고 해석학과 미․적분을

이용하여 완전한 증명법을 제시하였다.

2. Zenodorus

Zenodorus (약 200 B.C–약 140 B.C)는 고대 그리스 수학자였으며 ‘등거리 도형에

관하여(on isometric figures)’라는 저술의 저자로 알려져 있다. 이 저술에서 그는 같

은 크기의 둘레 길이를 갖는 모양이 다른 도형을 연구하였다. 그러나 불행하게도 그

의 저술은 분실되었으며, 저술 중 일부분은 Pappus와 Theon과 같은 다른 수학자들에

의한 참고 문헌을 통해서 남아있다. Zenodorus는 등주문제와 관련된 중요한 네 개의

명제 남겼다(Tapia, 2009 참조). 이들 중에서 우리는 다각형의 등주문제 즉 ‘같은 둘

레의 길이를 가지고 같은 수의 변을 가지는 다각형 중에서 정다각형이 가장 넓은 넓

이를 가진다.’의 증명을 중심으로 고찰한다.

먼저, 다각형의 등주문제에서 등변을 밝히는 Zenodorus의 핵심아이디어는 ‘같은 길

이의 밑변을 가지는 삼각형 중에 이등변 삼각형이 가장 큰 넓이를 가진다.’ 즉, <그림

II-1>과 같이 변 길이의 평균화와 같다.

<그림 II-1> 등변을 밝히는 핵심아이디어(Blasjo, 2005)와 타원

1) 베르길리우스(Vergilius, 영어 Vergil 버질, 70-19 B.C.)가 쓴 로마의 국가 서사시(epic, 敍事

詩) 아이네이스(Aeneid, Aeneis)(https://www.facebook.com/notes/210473145660187/)
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<그림 II-1>의 아이디어를 사용해서, 를 -각형 중에서 넓이가 최대인 도형2)이

라고 두고, 가 등변다각형임을 보이자. 만일 등변이 아니라면 ‘인접한 서로 다른 길

이의 두 변’이 존재한다.3) 그러면 위에서 언급한 아이디어를 사용해서 둘레의 길이는

같지만 넓이가 더 넓은 다각형을 만들 수 있다. 이것은 가 넓이가 최대인 도형이라

는 데 모순이 된다. 따라서 는 등변 다각형이다.

반면, 등각을 밝히는 Zenodorus의 아이디어는 두 삼각형의 닮음을 이용한 <그림

II-2>과 같은 둘레의 길이의 재분배이다. 그러나 이것은 아이디어에서 약간의 오류가

보인다.

<그림 II-2> 둘레의 재분배(Blasjo, 2005)

실제로, 다각형의 등주문제의 Zenodorus의 증명에서 ‘둘레의 재분배에 따른 넓이

변화의 문제’가 명확하지 않다. 이를 테면, <그림 II-3>에서 두 이등변삼각형 ABC와

DEF의 넓이의 합은 2.77이지만 변형된 두 닮은 이등변삼각형 LBC와 MEF의 넓

이 합은 2.01로 넓이가 감소하였다.

L

<그림 II-3> Zenodorus의 증명의 반례(Blasjo, 2005; 최근배, 2011)

3. 원에 내접하는 다각형

다각형 등주문제의 Zenodorus 증명방법은 2절에서 언급한 것처럼 먼저, 등변을 밝

히고 그 후 둘레의 재분배를 통한 등각을 밝히고 있다. 이 절에서는 원에 내접하는

다각형의 관점에서의 증명방법을 알아본다.

2) 등주문제의 해와 관련된 존재성 문제의 일반적인 논의는 Spivak(1979, pp. 441-444)에 잘 나

타나 있으며 또한 Blasjo(2005, p.542)는 다각형에서의 해의 존재성 문제를 다루고 있다.

3) 다각형에서 서로 다른 길이의 두변이 존재하면 인접한 서로 다른 길이의 두 변이 존재한다.
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먼저, 다각형에서 한 변을 제외하고 나머지 변의 길이가 주어진 다각형 중에서 넓

이가 최대인 다각형은 제외된 한 변을 지름으로 하고 반원에 내접하는 것이다. 이것

에 대한 증명은 ‘주어진 길이를 두 변으로 가지는 삼각형 중에서 넓이가 최대인 도형

은 주어진 두 변이 직각을 이루는 직각삼각형이다.’는 사실과 ‘반원에 대한 원주각이

90°이다.’는 사실을 사용하면 된다.

둘째, 앞에서 밝힌 사실을 이용하여, 변의 길이가 모두 주어진 다각형 중에서 넓이

가 최대인 것은 원에 내접하는 다각형이다(이광연, 1998, pp.22-23 참조).

끝으로, 다각형의 등주문제 답은 정다각형이다. 증명의 기본적인 아이디어는 원에

내접하는 다각형의 인접한 두 변의 길이가 같다는 것을 밝히는 것이다. 이에 대한 자

세한 증명은 이광연(1998) 또는 http://dmat.cfm.cl/colloquium/2010-07-09-15:00.pdf을 참고

하면 된다.

Ⅲ. 등각의 문제

2장에서 살펴본 다각형의 등주문제와 관련된 증명에서 Zenodorus의 방법은 등각의

증명이 명확하지 않고, 이광연 등이 고찰한 증명은 원에 내접 후 등변(따라서 등각)

의 방법으로 답을 구하고 있다. 우리의 방법은 기본적으로 등변을 먼저 보이고 그 후

등각을 보이는 Zenodorus의 방법을 따르는 것으로 Zenodorus의 완전하지 않는 등각

의 증명을 좀 더 명확히 하고자 한다. 다각형의 등주문제에서 등각의 문제를 다룰

때, 존재성의 문제(각주 2 참고)를 가정한다. 먼저, 삼각형의 경우에는 등변 삼각형이

정삼각형이기 때문에 등각의 문제는 해결된다. 이제, 사각형인 경우를 생각해보자. 2

장의 2절에 의하면 사각형의 등주문제의 답은 우선 등변, 즉 마름모가 되이어야 한

다. 따라서 사각형의 등주문제는 정사각형과 마름모의 넓이 비교를 하면 된다. <그림

III-1>은 마름모가 정사각형일 때 넓이가 가장 커다는 것을 보여 준다.

<그림 III-1> 정사각형과 마름모 원에서 동시에 보기

한편, 2장 2절에 의하면 오각형 등주문제의 답은 우선 등변이 되이어야 한다. 이제,

등각임을 밝혀보자.
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<그림 III-2> 등변 오각형

즉, <그림 III-2>와 같은 등변 오각형에서 둘레의 길이를 변화시키지 않고 넓이가

최대인 오각형이 되려면 등각이 되어야함을 보이자. 이는 대각선에 붙어있는 삼각형

이 모두 합동이 됨을 보이면 된다. 우선, <그림 III-3>과 같은 변형을 생각해보자(최

근배, 2009, 2011).

D

<그림 III-3> 대각선 길이 같게 하기 변형:

 
  

<그림 III-3>과 같은 ‘대각선 길이 같게 하기’ 변형에서 우선 <그림 III-4>와 같이

두 대각선을 변으로 가지는 삼각형은 <그림 II-1>에 의해서 넓이가 증가한다.

넓이
증가

<그림 III-4> 두 대각선을 변으로 가지는 삼각형의 변화

이제, <그림 III-3>과 같은 변형에 따라서 <그림 III-5>와 같이 대각선에 붙어있는

두 삼각형도 변화가 된다. 여기서 변화된 삼각형에서의 넓이 변화를 살펴보자.

변형 전 변형 후

D

<그림 III-5> 두 대각선에 붙어 있는 삼각형의 변화
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이를 위해서 <그림 III-5>와 같은 변형 전후의 삼각형을 <그림 III-6>과 같이 붙

여 놓고 넓이의 크기를 비교해보자. 여기서    , 와 는 각각 와 를

밑변으로 한 삼각형의 높이이고, 는 와  밑변으로 하는 두 합동인 삼각형의

높이를 나타낸다.

변형 전

변형 후

D

<그림 III-6> 두 대각선에 붙어 있는 변형 전후의 삼각형

<그림 III-6>에서 편의 상    라고 두면, 선분  위에 있는 두 삼각형의

넓이의 합은 다음과 같다.

∆의 넓이+∆의 넓이  


×  ×


× ×

이로부터 다음 부등식을 얻는다.




×  ×


× ×  


×   

≤ 


×  ×  , ( ≤  이기 때문에)

따라서 다음의 부등식을 얻는다.

∆의 넓이+∆의 넓이 ≤ 


×  × 

만일 아래의 부등식 (1)이 증명되면




×  ≤  ·································· (1)

다음의 부등식 (2)를 보인 것이다.
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∆의 넓이+∆의 넓이 ≤ ×∆의 넓이 ······ (2)

앞의 사실로부터 만일 부등식 (1)이 증명(다음 1절에서 증명)된다면 ‘대각선 길이

같게 하기’변형에 의해, <그림 III-4>과 식 (2)에 의해서, 둘레의 길이 변화 없이 넓

이를 더 키울 수 있다. 따라서 둘레의 길이가 같은 오각형 중에서 넓이가 최대가 되

기 위해서는 반드시 대각선의 길이가 같아야한다. 그러므로 대각선에 붙어있는 삼각

형은 모두 합동이고, 따라서 오각형의 모든 각은 등각이다.

끝으로, 2장의 2절에 의해서 일반적인 다각형의 등주문제의 답은 우선 등변이어야

한다. 등변   -각형의 등각의 문제해결은 ≤ -각형의 경우와 마찬가지로

‘대각선에 붙어있는 삼각형들이 모두 합동이다’는 사실을 증명한다. 따라서 주어진 다

각형이 등변이므로 ‘두 개의 인접한 다각형의 변과 삼각형을 이루는 대각선의 길이가

모두 같음’을 보이면 된다. 여기서 편리를 위해 두 개의 인접한 다각형의 변과 삼각

형을 이루는 대각선을 ‘주대각선’이라고 부르자(<그림 III-7> 참고).

<그림 III-7> 주대각선들

이의 증명 논리는 ≤ -각형의 경우와 마찬가지로 ‘만약 길이가 다른 주대각선

이 있다면 다각형의 둘레의 길이를 변화시키지 않고 넓이를 더 넓게 만들 수 있다’는

것이다. 따라서 주대각선의 연결성분이 1개인 경우는 5각형의 경우와 같은 방법으로

증명이 된다. 다시 말해서 홀수   -각형인 경우는 연결성분이 1개(<그림 III-7>

의 왼쪽 다각형 참조)이기 때문에 5각형의 경우와 증명방법이 같다. 그러나 짝수

  -각형인 경우는 주대각선의 연결성분이 2개(<그림 III-7>의 오른쪽 다각형 참

조)이다. 이 경우 ‘두 개의 길이가 다른 주대각선이 있으면 인접한 두 개의 길이가 다

른 주대각선이 있다’는 사실을 주장할 수 없다. 따라서 5각형의 경우의 증명방법을

그대로 적용할 수 없다. 실제로, 각각의 연결성분내의 주대각선의 길이가 같아야한다

는 사실은 이끌 수 있지만 각 연결성분내에서 주대각선의 길이를 같게 만드는 변형

이 서로 간에 영향을 받는다. 따라서 짝수   -각형인 경우는 <그림 III-8>과 같

은 변형을 생각한다. <그림 III-8>의 (a)는 이전에 해결한 다각형의 정다각형의 변형

이다. 이를테면 6-각형은 3각형, 8-각형은 4각형, 10-각형은 5각형, 일반적은 -각형

은 -각형의 정 -각형의 변형이다. 따라서 <그림 III-8>의 (a)는 <그림 II-5>에 의
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해서 넓이가 증가하는 변형이다. 이제, 우리가 증명해야할 사실은 ‘<그림 III-8>의

(b) 변형이 넓이를 증가시키다’라는 것이다. 이것의 증명은 다음 2절에서 논의하며,

결국 이 증명은 <그림 III-6>의 일반화와 관련되어 있다.

변형 전 변형 후

변형 전

변형 후

(a) (b)

<그림 III-8> 등변 짝수-각형의 두 변형

1. 부등식 (1)의 증명

부등식 (1)의 증명은 <그림 III-6>의 선분  위·아래 있는 삼각형을 <그림

III-10>와 같이 하나의 원에 매장(embedding)하고 생각하면 쉽게 해결된다. <그림

III-10>에서     이고, -축을 등분하고 이에 따라 -축의 변화를 살펴

보자. 실제로, -축의 등간성이 -축에서는 유지가 되지 않는다. 다시 말해서, <그림

III-9>와 같이 -축에서는 같은 변화량일지라도 원의 가장 자리로 갈수록 -축의 변

화량이 작아짐을 알 수 있다4).

<그림 III-9> -축의 같은 변화에 따른 -축의 변화량

4) 실제로  의 도함수는  ′ 


이고, 의 값이 1에 가까울수록 절댓값이 커다

는 것을 알 수 있다.
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따라서    ≤ 이다.

C

C

E
U

P=R=D

N

M

매장

D

<그림 III-10> 


×    ≤ 

2. 일반화

이절에서는 앞선 절에서 해결한 문제를 일반화하고자 한다. 이것은 짝수 다각형의

등각을 보일 때 사용할 수 있는 아이디어와 관련되어있다(<그림 III-8>의 (b) 참고).

<그림 III-11>에서         일 때, 세 삼각형의 넓이 합을 최대

로 만드는 두 동점  와 의 위치를 찾는 문제를 해결하고 이로부터 일반적인 경우

로의 확장에 대한 아이디어를 찾는다.

<그림 III-11> 삼각형이 세 개인 경우의 변형

삼각형의 개수가 두 개인 경우의 아이디어를 사용하기 위해서, 먼저, <그림

III-11>에서 세 삼각형의 밑면의 길이가 선분  길이의 


보다 작은 경우가 있다고

가정하자. 여기서 선분 의 길이의 


보다 작은 밑면을 가지는 삼각형 하나를 선택

한다. 일관성을 잃지 않고 선택된 삼각형이 가장 오른쪽에 있다고 가정한다. <그림

III-11>에서 ∆ 의 변인 선분 의 길이는 선분 의 길이의 


보다 작음을 알

수 있다.

이제, 삼각형 ∆ 를 고정하고, 나머지 두 삼각형 ∆와 ∆ 의 변형을 <그

림 III-12>와 같이 생각해보자. 여기서 점  ′ 은 선분 의 중점이고

′′ ′ ′ ′ ′ 이다. 따라서 두 삼각형 ∆ ′ ′과 ∆ ′ ′는 합동이다. 그러

므로 앞선 절(<그림 III-6> 참고)에 의하여 다음을 알 수 있다.
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(a) ∆ 의 넓이+∆ 의 넓이 ≤ ∆ ′ ′의 넓이+∆ ′ ′의 넓이 ···· (3)

(b) 

×   ≤  ·································································· (4)

<그림 III-12> 두 삼각형의 변형

한편, <그림 III-13>의 선분 의 위와 아래에 있는 삼각형들의 넓이의 합을 비교

해보자. 여기서      이고 또한   

  이다.

<그림 III-13> 넓이 비교

<그림 III-13>에서 두 삼각형 ∆ ′ ′과 ∆ ′ ′ 는 합동이므로  × ′ 이고,
따라서 <그림 III-14>로부터  ≤ 가 성립함을 알 수 있다.








 ′

<그림 III-14>  ≤ 
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편의상   

    ,  ′ 라고 두자. <그림 III-12>, <그림 III-13>과

<그림 III-14>에서   이고   이기 때문에 다음을 알 수 있다.

∆ ′ ′의 넓이+∆ ′ ′의 넓이+∆ ′의 넓이

 


×  ×   


×   ×   


×   × 

 ×   


×  × 

 


×  ×   


  

≤ 


×  ×  ( ≤ 이고  ≤ 이기 때문에)

 ∆의 넓이+∆의 넓이+∆의 넓이

따라서 식 (3)과 ∆의 넓이=∆ ′의 넓이라는 사실에 의해서 다음을 얻을

수 있다.

∆ 의 넓이+∆ 의 넓이+∆의 넓이

≤ ∆ ′ ′의 넓이+∆ ′ ′의 넓이+∆ ′의 넓이

≤ ∆의 넓이+∆의 넓이+∆의 넓이

또한 식 (4)와    ,  , 그리고  ≤ 에 의해서 다음 식을 얻는 수 있

다.




×  ≤ 


×    


×   ≤ 

한편, 삼각형이 두 개인 경우를 세 개인 경우로 확장하는 아이디어를 사용하면 삼

각형의 개수가 ≥ 인 경우에도 유사한 결론을 얻을 수 있다. 즉, <그림 III-15>

의 삼각형들에서 선분  위에 있는 선분을 제외한 다른 모든 삼각형들의 선분들의

길이가 같을 때 다음을 알 수 있다.

(a) 선분 를 같은 길이의 개의 선분으로 분할하는 점에 의해서 만들어지는 삼

각형들의 넓이 합이 최대가 된다. 즉, <그림 III-15>에서 선분 의 아래 부

분에 있는 합동인 개의 삼각형들의 넓이 합이 최대가 된다.
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(b) 

× ⋯  ≤  , 여기서  ≤  ≤ 는 선분 의 위에 있는 번

째 삼각형의 높이이고, 는 선분 의 아래에 있는 합동인 삼각형들의 높이

를 의미한다.

 






<그림 III-15> 개 삼각형의 균형화

Ⅳ. 교육적 시사점

일반적으로 다각형의 등주문제는 주로 원의 내접다각형의 관점으로 해결책을 모색

한다(이광연, 1998; http://dmat.cfm.cl/colloquium/2010-07-09-15:00.pdf). 반면, 이 논

문에서는 대각선길이의 균형화의 관점에서 다각형의 등주문제 해결책을 고찰하고 있

다. 실제로, 다각형의 등주문제 해결책을 <그림 II-1>의 아이디어를 사용하여 등변의

문제뿐만 아니라 등각의 문제 모두에 적용하려는 아이디어로부터 대각선길이의 균형

화의 문제가 나타났다. 이러한 관점에서의 등각의 문제를 해결하기 위한 증명은

GSP(Geometer's Sketchpad)를 이용한 조작적인 검증(최근배, 2009, p. 236; 2011, p.

454)이 있지만 수학적인 증명으로서는 명확성이 부족하다. 이 논문의 목적은 등각의

문제를 학생들의 입장에서 좀 더 수학적인 정당성을 추구하고자 연구된 논문이다.

구체적으로, <그림 III-1>, <그림 III-10>, <그림 III-12>, <그림 III-13>과 <그림

III-14>는 원 속으로의 매장(embedding) (원과의 관계적 이해; relational

understanding with circle)을 통한 기하적인 증명을 보여주고 있으며 이러한 아이디

어들은 다년간의 영재교육 프로그램 개발과정에서 도출된 것이다.

앞선 분석을 통해서 얻을 수 있는 교육적 시사점은 <그림 II-1>, <그림 III-1>,

<그림 III-10>, <그림 III-12>, <그림 III-13>과 <그림 III-14>와 같은 아이디어는

관계적 이해의 관점에서 기하적인 공간감각을 기를 수 있는 좋은 학습 자료가 될 수

있으며, 또한 3장의 2절은 원을 매개체로 한 기하적인 변환과 대수적인 식과의 관계

를 이어주는 좋은 학습소재가 될 수 있다. 기하적인 변환은 아이디어를 제공하고 대

수적인 식은 이러한 아이디어를 정당화 한다.
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