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- 기호설명 - 

 

a : 균열 길이 

W : 시편 너비 

A : 소성 물성 상수 

B : 크리프 물성 상수 

D : 시간 t=0 일 때 정규화된 열림 방향 응 

력(HRR field) 

F : 정상 크리프 상태에서 정규화된 열림  

방향 응력(RR field) 

C* : 정상 크리프 상태에서 C-적분 

C(t) : 천이 크리프 상태에서 C-적분 

E : 탄성 계수 

ν : 푸아송 비 

J(0) : 시간 t=0 일 때 초기 J-적분 

Lr : 하중의 상대적 크기 

m : 소성 경화 지수 

n : 크리프 지수 

t : 시간 

tred : 재분배 시간 

τ : 정규화된 시간, t/tred 

α : Ramber-Osgood 상수 
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초록: 본 논문에서는 탄성-소성-2 차 크리프 상태에서 시간의존적 C(t) 적분에 대해 평가하였다. Single-

Edge-notched-Bend (SEB) 시편에 대해 유한요소 크리프 해석을 수행하였다. 천이 크리프에 대한 초기 소

성의 영향을 연구하기 위해 다양한 초기 하중에 대해 고려하였다. 또한, 소성물성과 크리프 물성의 영향

을 보기 위해 소성 경화 지수(m)과 크리프 지수(n)이 같은 경우와 다른 경우를 모두 고려하였다. 본 논

문에서는 기존 식의 수정을 통해서 천이 크리프 상태에서의 C(t) 적분의 새로운 예측 식을 제시하였다. 

유한요소해석 결과와 비교를 통해서 제시된 수식의 타당성을 검증하였고, 소성 경화 지수(m)과 크리프 

지수(n)이 같은 경우에만 적용할 수 있는 기존 예측 식을 보완하여 m 과 n 이 다른 경우에도 천이 크리

프 상태에서 C(t) 적분을 예측할 수 있는 식을 제시하였다. 

Abstract: In this paper, we estimate the time-dependent C(t) integrals under elastic-plastic-creep conditions. Finite-

element (FE) transient creep analyses have been performed for single-edge-notched-bend (SEB) specimens. We 

investigate the effect of the initial plasticity on the transient creep by systematically varying the magnitude of the initial 

step load. We consider both the same stress exponent and different stress exponents in the power-law creep and 

plasticity to elastic-plastic-creep behavior. To estimate the C(t) integrals, we compare the FE analysis results with those 

obtained using formulas. In this paper, we propose a modified equation to predict the C(t) integrals for the case of creep 

exponents that are different from the plastic exponent. 
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σ, σo : 응력, 항복 응력 

ε : 변형률 

1. 서 론 

고온에서 작동되는 구조물의 수명평가를 위해서

는 크리프(creep) 균열(crack) 성장에 대한 분석이 

필요하다. 크리프 균열 성장은 균열 선단(crack-tip)

의 응력과 변형률의 크기에 밀접한 관련이 있으며, 

이러한 응력과 변형률은 정지(stationary) 균열 상

태에서 크리프 파괴역학 변수인 C(t)로 특성화 할 

수 있다.(1) 정상 크리프 상태(t→∞) 또는 광범위한 

크리프 상태에서 C(t) 값은 C*로 표기한다. 위의 

매개변수는 엄밀히 정지 균열 상태에 대해서만 유

효하지만, 균열 성장률이 작은 실제 상황에도 적

절한 방법으로 사용된다.(1,2) 

소성역(plastic zone)이 작다면 시간 t=0 일 때의 

균열선단 응력장은 선형 파괴역학 매개변수, K 에 

의해 특성화된다. 크리프 상태에서는 시간 t→0 일 

때 C(t)~K2/E’(n+1)t 의 관계를 가진다.(1) 초기 C(t)

에 대한 평가식은 간단한 보간법으로부터 개발되

었으며,(1) 후에 Ainsworth 와 Budden(3)에 의해 C(t)

로 정의되는 균열 선단의 응력장과 그에 부합하는 

J(t)를 이용하여 재정립되었다. 그러나 이러한 K 

기반 접근법은 균열 선단의 소성역이 광범위한 경

우에는 유효하지 않다. 소성역이 광범위한 경우에 

대해, Joch 와 Ainsworth(4)는 천이 크리프 상태에서 

초기 소성이 C(t)의 크기에 미치는 영향에 대한 

연구를 발표하였다. 이 연구의 유한요소해석(finite 

element analysis) 결과는 소성 경화 지수(m)과 크리

프 지수(n)이 같은 경우, C(t)의 크기가 초기 소성

의 정도가 커질수록 감소하는 경향을 보여주었다. 

또한, Fujioka 와 Ainsworth(5)는 m=n, m<n 인 경우에 

대한 C(t)의 예측에 대한 근사식을 제시하였다. 

Kim(6)은 이 결과를 바탕으로 m=n 인 경우에 대해 

수식에서 크리프 지수 n 을 바꾸는 방법을 통하여 

개선된 예측식을 제시하였다. 이와 같이 많은 C(t) 

평가식이 제시되었지만 대부분 m=n 인 경우에 대

한 평가식이다. 하지만 실제 산업에서 사용되는 

재료는 m 과 n 이 같은 경우보다 다른 경우가 대

부분이기 때문에 m≠n 인 경우에 대한 명확한 

C(t) 평가법이 필요하다. 

본 논문에서는 천이크리프 상태에서 C(t) 평가

를 위해 기존의 근사식(3)을 개선하여 새로운 식을 

제시하였다. 제시된 식의 타당성 검증을 위하여 

Single-Edge-notched-Bend(SEB) 시편에 대해 2 차원 

유한요소 탄성-소성-크리프 해석을 수행하였고, 이

를 제시된 수식과 비교하였다. 탄성-소성-2 차 크

리프 거동에서 m=n 인 경우뿐만 아니라, m≠n 인 

경우도 고려하였다.  

추후 이 결과를 바탕으로 천이 크리프 상태에서

의 균열 선단 응력장을 예측하는 방법을 제시할 

예정이다. 

2. 유한요소해석 

2.1 형상 

본 연구에서는 Single-Edge-notched-Bend(SEB) 시

편 한 가지에 대해 연구를 하였고, 이를 Fig. 1 에 

나타내었다. 시편 두께 W 의 치수는 W=50mm 이

고, 시편의 상대적인 균열 길이는 a/W=0.5 를 고려

하였다. 

 

2.2 재료물성 

등방성 탄성-소성 재료를 고려하였고, 재료물성

은 아래 식 (1)과 같은 power-law 를 통해서 특성

화된다. 
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Fig. 1 Specimen consider in this work, schematic: SEB 
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여기서 εe 와 εp 는 탄성, 소성 변형률을 나타내고, 

A 와 m 은 소성 재료 상수이다. 일반적인 Steel 재

료의 물성으로 가정하여, 탄성 물성으로는 탄성 

계수 E=200GPa, 푸아송 비 ν=0.3 을 사용하였다. 

소성 물성으로는 항복강도를 σo=300MPa 로 가정하

고, 소성 경화 지수 m 은 m=5, 10 두 값을 고려하

였다. 

크리프 물성은 아래 식 (2)와 같은 power-law 

creep 으로 가정하였다. 

c nBε σ=ɺ     (2) 

 

여기서 B 와 n 은 재료물성이다. 크리프 지수 n 은 

소성 경화 지수와 같이 n=5, 10 두 값을 고려하였

다. 이와 관련된 크리프 상수 B 는 기존 문헌을 

참고하여(14) n=5 일 때 B=3.2*10-15, n=10 일 때 

B=3.2*10-25으로 가정하였다.  

 

2.3 초기 하중 크기 

초기 소성이 천이 크리프에 미치는 영향을 보기 

위해 초기 하중의 크기를 변화시켰다. 초기 하중

의 형상 의존성은 균열이 존재하는 형상의 단위 

두께당 소성 한계하중(ML)에 의한 정량화를 통해

서 없앨 수 있다. SEB 시편의 소성 한계하중은 

Webster 와 Ainsworth(7)를 통해서 제시되었고, 식은 

아래와 같다. 
 

( )21.261
for SEB

2 3
L oM B W a σ= −        (3) 

 

한계하중과 작용하중의 비인 Lr은 아래와 같다. 
 

ref
r

L o

M
L

M

σ

σ
= =          (4) 

 

본 논문에서는 SEB 시편에 대해서 세 값의 Lr 을 

적용하였다: Lr=0.5 소성역이 작은 경우; Lr=0.8 소

성역을 포함하는 경우; Lr=1.0 광범위한 소성역이 

존재하는 경우. 

 

2.4 유한요소해석 

SEB 시편에 대해서 상용 프로그램 ABAQUS(8)를 

이용하여 탄성-소성-크리프 유한요소해석을 수행

하였다. 소변형(small deformation) 조건을 사용하였

고, 비압축성에 수반되는 문제점을 해결하기 위해 

ABAQUS 의 eight-noded plane strain element with 

reduced integration(CPE8R)을 사용하였다.  

Fig. 2 에 본 연구에서 사용된 SEB 시편의 유한 

요소망을 나타내었다. 사용된 절점(node)과 요소 

 
 

Fig. 2 FE mesh used for SEB specimen 

 

(element)의 수는 각각 14055, 4542 개이다. 균열 선

단은 쇄기 요소(wedge element)를 사용하여 묘사하

였다. 천이 크리프 상태에서 정확한 C(t) 적분의 계

산하기 위해 균열선단 부근에 조밀한 요소망을 사

용하였다. 균열 선단 요소의 유효성은 3 장에서 설

명하겠다. 균열 선단에서의 요소를 충분히 사용했

다면, C(t)의 값은 ABAQUS 를 이용하여 균열 선단 

두 번째 contour 에서 간단히 결정할 수 있다(9)(C(t)

에 대한 정의는 참고문헌(3)에 나와 있다). 

3. C(t) 평가 

3.1 요소 민감도(탄성-크리프 해석) 

ABAQUS 에서 C(t)를 산출하기 위한 균열선단 

요소망의 타당성을 검증하기 위해 매우 짧은 시간

에서의 C(t) 거동을 평가하였다. SEB 시편에 대해 

탄성-크리프 유한요소 해석을 수행하였다. Riedel(1)

의 참고문헌에 따르면 매우 짧은 시간(t→0)에서 

탄성-크리프 C(t)는 아래와 같은 값으로 접근해야 

한다.  

( )
( )

( )
( )

2 21 0
( )

1 1

K J
C t

n Et n t

ν−
→ =

+ +
        (5) 

 

여기서 J(0)는 t=0 에서 탄성 J 값을 나타낸다. 재 
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Fig. 3 Variation of C(t)/C* from elastic-creep FE 
calculations with normalized time 

 

분배 시간 tred는 식 (6)과 같이 정의된다. 
 

( )0
*

red

J
t

C
=                (6) 

 

매우 짧은 시간일 때 식 (5)와 (6)을 결합하면 아

래와 같이 표현할 수 있다. 
 

( )
*

( )
log 1 log redtC t

n
tC

   
+ ≈     

        (7) 

 

Figure 3 에서 식 (7)을 이용한 유한요소해석 결과

를 나타내었다. 이 결과는 본 연구에서 사용한 유

한요소망은 시간 t/tred=10-4 까지 정확한 C(t)를 계

산할 수 있다는 사실을 보여주었다. 

 

3.2 C(t) 평가식 

탄성-크리프 상태에서 Ehlers 와 Riedel(10)은 식 

(5)의 단기 크리프 상태의 C(t)값과 장기 크리프에

서의 값인 C*를 이용하여 C(t)에 대한 근사식을 

아래와 같이 제시하였다. 
 

( ) 1 1
1 1

* ( 1) ( 1)

redtC t

C n t n τ
= + = +

+ +
       (8) 

 

여기서 τ 는 재분배 시간으로 정규화된 시간으로, 

정의는 아래와 같다. 
 

red

t

t
τ =                 (9) 

 

후에 Ainsworth 와 Budden(3)은 C(t)에 의해 정의 되

는 균열선단의 응력장과 그에 부합하는 J(t)를 이

용하여 다른 근사식을 아래와 같이 제시하였다. 

( )
( )

1

1

1( )

* 1 1

n

n

C t

C

τ

τ

+

+

+
=

+ −
        (10) 

탄성-소성-2 차 크리프 상태에 대해서는 Joch 와 

Ainsworth(4)는 초기 소성이 C(t)에 미치는 영향을 

고려한 인자 ϕ 를 도입하여 식(10)을 확장시켰다. 

소성 경화 지수 m 과 크리프 지수 n 이 같은 경우 

인자 ϕ는 아래와 같이 정의된다. 
 

*
1

(0)

AC

BJ
φ = −          (11) 

 

여기서 J(0)는 t=0 에서 탄성-소성 J 값을 나타낸다. 

A 와 B 는 각각 소성, 크리프 재료 상수이다. C(t) 

평가식은 아래와 같다. 
 

( )
( )

1

1

1( )

* 1

n

n

C t

C

τ

τ φ

+

+

+
=

+ −
        (12) 

 

본 논문에서는 균열선단 응력장을 이용하여 인

자 ϕ 를 수정함으로써 C(t)를 평가하는 새로운 식

을 제시하였다. 인자 ϕ 를 수정하기 위해 탄성-소

성 상태에서 균열 선단 응력장을 나타내는 HRR 

fields(11,12)와 정상 크리프 상태에서 균열 선단 응

력장을 나타내는 RR fields(13)를 사용하였다. HRR 

fields 와 RR fields 는 각각 식 (13), (14)에 나타내었

다. 
 

1

1

0 ( 0)
(0)

( , ): HRR
myy

yy t
o m o o

J
D m

I r

σ
σ θ

σ α σ ε
+

= =
 

= =  
 

ɶ  (13) 

 

여기서 D 는 시간 t=0 일 때 항복 강도로 정규화

된 균열 선단의 열림 방향 응력을 나타낸다. r 과 

θ 는 Fig. 1 에서 볼 수 있듯이 균열 선단에서의 

극 좌표계 위치를 나타낸다. α 는 재료 상수이고, 

Im과 
0( , )yy mσ θ=ɶ 는 소성 경화 지수 m 에 따른 무차

원 상수이다.  
 

1

1

0 ( )
*

( , ): RR
nyy

yy t
o n o o

C
F n

I r

σ
σ θ

σ σ ε
+

= →∞
 

= =  
 

ɶ
ɺ

  (14) 

 

여기서 F 는 시간 t→∞(steady state creep) 일 때 항

복 강도로 정규화된 균열 선단의 열림 방향 응력

을 나타낸다. In 과 
0( , )yy nσ θ=ɶ 는 크리프 지수 n 에 

따른 무차원 상수이다. 

본 논문에서 제시된 C(t) 평가 식은 아래와 같

은 과정으로 도출하게 되었다.  

먼저 식 (12)에 1/(n+1) 지수 승을 한다. 
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다음으로 식 (15)와 식 (14)를 곱하면 다음과 같다. 
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( )
1

1 1

1

1
n n

F τ

τ φ+ +

+
=

 + −  

    (16) 

 

위의 식 (16)은 천이 크리프 상태에서 균열 선단 

응력장을 나타내는 RR field 이다. 그러므로 위의 

식 (16)은 매우 작은 시간(t→0)에서 식 (13)인 D 

값으로 접근하고, 정상 상태(t→∞)에서 식 (14)인 

F 값으로 접근한다고 가정할 수 있다. 이를 만족

하도록 인자 ϕ를 바꾸면 아래와 같다. 
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   (17) 

 

마지막으로 식 (17)을 식 (14)로 나눈 후, (n+1) 지

수승을 하면 아래와 같이 된다. 
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    (18) 

 

식 (18)은 본 논문에서 새롭게 제시된 C(t) 평가 

식을 나타내고 있다. 만약 소성 경화 지수 m 과 

크리프 지수 n 이 같다면, 식 (18)에서 새로운 인

자 ϕ’는 Joch 와 Ainsworth(4)에 의해 제시된 인자

인 식 (11)과 동일하다. 이는 본 논문에서 제시된 

평가 식의 타당성을 보여주었다. 

 

3.3 탄성-소성-크리프 유한요소해석 결과 

탄성-소성 유한요소해석을 통한 t=0 에서 J 적분 

인 J(0) 값을 Table 1 에 나타내었다. 또한, 탄성-소

성-크리프 유한요소해석을 통한 정상크리프(t→∞) 

상태에서 C 적분인 C* 값을 Table 2 에 나타내었다. 

식 (18)에서 천이 크리프 상태에서 C(t) 평가를 위

해 필요한 인자인 ϕ’를 계산하기 위해 Table 1 과 

Table 2 의 J(0)와 C* 값을 식 (13)과 식 (14)에 대

입하여 계산하였고, 이를 Table 3 에 표시하였다. 

먼저 m=n 인 경우에는 기존의 C(t) 평가식인 식 

(12)는 본 논문에서 제시된 식 (18)과 동일하고, 

그 식과 탄성-소성-크리프 유한요소해석 결과를 

Fig. 4 의 (a)와 (b)에 비교하였다. 하지만 m≠n 인 

경우 기존의 평가식인 식 (12)를 사용하면 인자 ϕ 

의 범위가 0≤ϕ≤1 에서 구할 수 없기 때문에 기

존의 평가식으로는 C(t)를 예측할 수가 없다. 반면 

본 논문에서 제시된 식 (18)을 이용하면 Table 3 에

서 볼 수 있듯이 인자 ϕ’의 값을 구할 수가 있다. 

이를 이용한 C(t) 평가식과 유한요소해석 결과를 

Fig. 4 의 (c)와 (d)에 비교하였다. 결과를 보면 m=n

인 경우뿐만 아니라, m≠n 인 경우에서도 본 논문

에서 제시된 식을 통해서 천이 크리프 상태에서 

0.01<t/tred<10 범위에서 C(t)를 최대 50%, 평균 

13% 오차로 예측하였다. 

 
 

Table 1 Values of J(0) in Eq. (13) from FE results 

J(0) (MPa·mm) 

 Lr 

 0.5 0.8 1.0 

m=n=5 6.03 20.20 42.40 

m=n=10 5.67 17.92 42.39 

m=5, n=10 6.03 20.20 42.40 

m=10, n=5 5.67 17.92 42.39 

 

 

Table 2 Values of C* in Eq. (14) from FE results 

C* (MPa·mm/h) 

 Lr 

 0.5 0.8 1.0 

m=n=5 1.06 17.85 68.07 

m=n=10 6.84 1203 14001 

m=5, n=10 6.84 1203 14001 

m=10, n=5 1.06 17.85 68.07 

 

 

Table 3 Values of ϕ’ in Eq. (18) at r/a=0.015 

ϕ’ 

 Lr 

 0.5 0.8 1.0 

m=n=5 0.955 0.773 0.587 

m=n=10 0.999 0.929 0.650 

m=5, n=10 0.999 0.977 0.930 

m=10, n=5 0.954 0.582 0.004 
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

 
(d) 

Fig. 4 Variation of C(t)/C* for the case of elastic-plastic-
creep with different values of Lr: (a) m=n=5, (b) 
m=n=10, (c) m=5, n=10, and (d) m=10, n=5 

4. 결 론 

천이 크리프 상태에서 C(t)를 평가하기 위해 

SEB 시편에 대해서 천이 크리프에 대한 유한요소 

해석을 수행하였다. 먼저 탄성-크리프 해석 결과

와 기존 문헌과의 비교를 통해서 본 연구에서 사

용된 유한 요소망의 유효성을 보였다. 탄성-소성-

크리프 해석 시에는 소성 경화 지수 m 과 크리프 

지수 n 이 같은 경우와 다른 경우를 모두 고려하

였다. 또한, 초기 소성의 영향을 보기 위해 세 값

의 하중 크기를 고려하였다. 초기 천이 크리프 상

태부터 정상 크리프 상태까지의 전체 구간에 대해

서 유한요소 해석을 통하여 구한 C(t) 값과 본 논

문에서 제시된 C(t) 평가식을 비교하였다. 그 결과 

본 논문에서 제시된 C(t) 평가식을 통해서 m=n 인 

경우뿐만 아니라 m≠n 인 경우에서도 0.01<t/tred<10 

범위에서 C(t)를 최대 50%, 평균 13% 오차로 예측

하였다. 비록 SEB 한 형상에 대해서만 연구가 수

행되었지만, 본 연구는 천이 크리프 상태에서의 

C(t)를 평가하는데 명확한 지표를 제시했다고 생

각한다. 추후 이 결과를 바탕으로 천이 크리프 상

태에서의 균열 선단 응력장을 예측하는 방법을 제

시할 예정이다. 
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