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MAC을 이용한 회전축계 시스템의 모드정렬 방법
A Mode Sorting Method Using the MAC of a Rotor-bearing System
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ABSTRACT

This paper presents a sorting method of mode vectors and natural frequencies about a rotor-journal 
bearing system. The rotor is solved by the finite element method, the bearing stiffness and damping 
coefficient are solved by the finite difference method. At any rotation speed section through the ei-
genvalue analysis of the system, mode vectors and natural frequencies not sorted are confirmed via 
the Campbell diagram and the MAC(modal assurance criterion). To sort mode vectors and natural 
frequencies of the section, a mode sorting method is presented through a method of rearranging the 
MAC of the mode vectors. Finally, the mode vectors and the natural frequencies are sorted by using 
the presented method, these are verified through the MAC.

* 

기 호 설 명

B : 베어링 감쇠

c : 베어링 간극

D : 베어링 직경

h : 베어링 유막두께

K : 베어링 강성

p : 유막압력

R : 베어링 반경

W : 축하중

λ : 고유진동수

 : 유막점성계수

Ω : 회전속도

ψ : 모드벡터

M : 질량행렬

G : 자이로스코픽 행렬

K : 강성행렬

1. 서  론

현대 기술이 발전함에 따라 산업체에서 사용되는 

대부분의 대형 회전기계들은 고속 운전에 따른 고출

력, 경량화 그리고 경제적 차원에서의 설계비용 절

감을 목표로 하고 있다. 이러한 이유로 고속운전에 

따른 고출력 및 경량화의 목표달성을 위해 설계단계

에서의 회전축계 시스템의 정확한 동특성 해석이 요

구되고 있다.
대형 회전축계 시스템의 개선된 설계를 위해 회

전축(rotor)과 그것을 지지하는 저널베어링에 대한 
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정확한 동특성 분석이 수행되어야 한다. 회전축은 

회전속도에 따라 고유진동수가 변하는 특성을 갖고 

있다. 이러한 회전축을 지지하는 저널베어링은 회전

속도에 따라 유막압력이 비선형적으로 변하는 특성

이 있으며, 이에 상응하는 베어링 강성 및 감쇠도 

비선형적으로 변하는 특성을 갖고 있다. 그 결과 저

널베어링이 있는 회전축계 시스템의 고유진동수는 

비선형적으로 변하는 특성이 나타난다.
이러한 회전축계 시스템의 동특성을 보다 쉽게 

파악하기 위한 노력의 일환으로 회전속도에 따른 고

유진동수의 변화를 나타낸 캠벨선도(Campbell dia-
gram)가 있다. 캠벨선도는 구동속도의 배수성분과 

연관되는 고유모드의 위치를 확인할 수 있으며, 구

동속도 범위에 대한 공진여부를 관찰할 수 있어 유

용하게 활용되고 있다. 하지만 수치적으로 고유진동

수를 계산하는 과정에서 고유진동수의 오정렬 문제

로 인하여 두 개의 고유진동수 선도의 교차지점에서 

고유진동수가 급격하게 변하는 양상의 캠벨선도가 

산출되며 각 고유진동수에 해당하는 고유모드가 바

뀐 결과가 나오게 된다. 이러한 이유로 오정렬된 고

유진동수와 고유모드 결과가 산출될 수 있기 때문에 

고유진동수와 고유모드를 정렬하는 방법을 적용하여 

정확한 해석을 수행해야 한다.
이 연구에서는 고유모드들 사이의 유사성을 정량

적으로 나타낼 수 있는 방법인 MAC(modal assurance 
criterion)을 사용하였다. MAC은 실험으로 얻어진 고

유모드의 유사성을 확인하기 위해 사용되기도 하고, 
실험으로 구한 고유모드와 이론으로 구한 고유모드의 

유사성을 확인하기 위해 사용되기도 한다. MAC은 

그 사용분야가 다양하여 많은 부분에 적용되고 있으

며 MAC과 유사한 방법들이 연구되고 있다. MAC은 

1970년대에 처음으로 제안되었다. 1980년 초에는 시

뮬레이션 결과와 이론적인 모드형상을 비교하는데 사

용되었다(1). MAC에 대한 민감도 개선을 위해 고유벡

터의 역행렬을 취하여 IMAC(inverse MAC)을 제안하

였다(2). 질량분포가 일정하지 않은 mass-spring 시스

템과 연속적인 빔에서의 MAC을 통해 고유모드의 변

화를 연구하였고(3), 균열이 있는 판과 트러스 구조물

의 모드 비어링(mode veering)과 모드 교차(mode 
crossing) 현상에 대해서 MAC을 이용하여 실험과 이

론으로 얻어진 모드형상을 고찰하였다(4,5). 또한 탄성

체구의 공기 중에서 모드형상과 수중에서의 모드형상

이 일치하고 탄성체돔의 모드형상은 수중에서 보존되

지 않는 것을 MAC의 비교를 통해 규명하였다(6). 
캠벨선도의 모드정렬에 대한 연구로는 NC2O 

(normalized cross complex orthogonality)를 이용하

여 모드 비어링과 모드 교차가 일어나는 구간에서의 

모드의 유사성을 평가하고, 모드 교차 구간에서 나

타나는 오정렬된 모드를 정렬한 것이 있다(7). 하지

만 이 연구에서 사용한 MAC과 비교하여 모드의 유

사성을 평가하는 방법이 복잡한 특징이 있다.
이 연구에서는 저널베어링으로 지지되어 있는 회

전체를 대상으로 이론모델을 수립하였다. 유한요소

법을 이용하여 회전축을 해석하였고, 그것을 지지하

고 있는 저널베어링의 강성 및 감쇠력을 유한차분법

으로 계산하였다. 수립된 모델을 이용하여 회전속도

에 따른 고유진동수 및 고유벡터를 계산하고, 모드

들이 오정렬되는 구간을 캠벨선도와 MAC을 통해 

분석하였다. 모드 오정렬 문제를 해결하기 위해 

MAC을 이용하여 모드정렬 방법을 제시하였고, 
MAC을 이용하여 그 결과를 분석하였다.

2. 이론모델 수립

2.1 축계의 유한요소 해석 모델

실제 전동기에 사용되는 회전축은 부재의 길이에 

대한 상대적인 두께비가 크므로 두께 방향으로의 전

단변형을 고려할 수 있는 티모센코 빔(Timoshenko 
beam)을 사용하여 모델링 하였다. Fig. 1은 이 연구

에서 사용된 전동기의 유한요소 해석 모델을 나타낸

다. 해석모델은 축 요소 73개, 디스크 요소 11개로 

되어있고, 그것을 지지하는 두 개의 저널베어링은 

13번, 61번 절점에 위치한다. 수립된 유한요소 모델

의 운동방정식은 식 (1)과 같다.

( )+ Ω + =Mq G q Kq 0 (1)

여기서 자이로스코픽 행렬과 강성행렬은 축의 회전

Fig. 1 Analytical model for the electric motor
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속도에 따라 저널베어링의 강성 및 감쇠값이 계산되

어 적용된다.

2.2 저널베어링의 강성 및 감쇠 계산

전동기를 지지하고 있는 저널베어링에 대한 동특

성 분석을 통해 베어링의 강성과 감쇠를 계산하였

다. 저널베어링은 고정된 베어링 메탈과 회전체 표

면 사이의 쐐기 효과에 의한 윤활유 흐름변화로 인

하여 압력이 발생하게 된다. 이러한 압력은 베어링 

표면적에 대한 적분을 통해 반력으로 작용하는 베어

링 강성과 감쇠로 계산될 수 있다. 이 연구에서 사

용된 저널베어링의 구조는 Fig. 2에 나타내었다. 저

널베어링의 유막압력에 대한 수치적 계산을 위해 레

이놀즈 방정식을 이용하여 유막압력에 대한 지배방

정식을 나타내었다. 식 (2)에서 볼 수 있듯이 레이놀

즈 방정식은 압력에 대한 2계도 미분방정식으로 구

성되어 있다. 압력에 상당하는 베어링 강성과 감쇠

항을 도출하기 위하여 섭동법을 적용하여 선형화된 

레이놀즈 방정식을 유도하였다. 선형화된 레이놀즈 

방정식의 해인 유막압력의 수치적 계산을 위해 유한

Fig. 2 Geometry of the plain journal bearing

Table 1 Journal bearing parameter
Item Unit Value

Journal radius mm 40
Bearing radius mm 39.9
Axial length mm 42

Clearance mm 0.142
Oil viscosity Pa·s 0.03635

Right bearing load N 1816.9
Left bearing load N 1981

차분법을 사용하였다. 계산된 유막압력의 베어링 표

면에 대한 적분을 통하여 그에 상당하는 베어링 강

성과 감쇠를 계산하였다. 저널베어링의 강성과 감쇠

의 계산을 위해 사용된 베어링 파라미터는 Table 1
에 나타내었다.

 3
3

2 6 12h p p h hh
R z z t

μ μ
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤+ = Ω +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂Θ ∂Θ ∂ ∂ ∂Θ ∂⎣ ⎦⎣ ⎦

(2)

저널베어링의 강성 및 감쇠 해석결과는 Fig. 3과 

Fig. 4에 나타내었다. 가로축은 저널베어링의 특성을 

나타내는 무차원수들의 조합으로 이루어진 좀머펠트 

수(Sommerfelt number)이다. 식 (3)에서 정의하였듯

이 좀머펠트 수를 통해 해당 회전속도에 대한 무차

원 베어링 강성과 감쇠값을 구할 수 있다. 세로축은 

Fig. 3 Dimensionless stiffness coefficients with the 
Sommerfelt number

Fig. 4 Dimensionless damping coefficients with the 
Sommerfelt number
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각각 무차원 베어링 강성 및 감쇠 그래프에 대한 수

치를 나타낸다. 베어링 강성은 베어링 간극과 축하

중을 이용하여 무차원화된 식 (4)로 나타내었고, 베

어링 감쇠는 베어링 간극과 베어링 하중, 회전속도

를 이용하여 무차원화된 식 (5)로 나타내었다.

 
2LD RS

W c
μΩ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
(3)

 
ij ij

ck K
W

= (4)

 
ij ij

cb B
W
Ω

= (5)

2.3 캠벨선도 계산

저널베어링으로 지지된 회전체는 회전속도에 따

라 강성과 감쇠가 변하고, 이러한 특성으로 인하여 

회전체의 고유진동수 및 고유모드도 변하게 된다. 
따라서 지정된 범위 내에서 회전속도에 따라 변화하

는 고유진동수를 해석한다. 회전속도에 따른 고유진

동수를 나타낸 캠벨선도를 산출하기 위해서 식 (1)을 

이용하여 회전속도에 따른 일반화된 고유값 문제

(generalized eigenvalue problem)를 계산하였다. 이 

연구에서는 해석모델의 회전속도를 1100 RPM부터 

5380 RPM으로 정의하였다. 정의된 회전속도의 변

화량은 100 RPM 단위로 이산화하여 고유진동수와 

고유벡터를 구하여 식 (6)에 나타낸 것처럼 오름차순

정렬을 통해 낮은 고유진동수부터 정렬하였다. 캠벨

선도 산출결과는 Fig. 5에 나타냈듯이 회전속도에 

종속되어 있는 베어링 강성 및 감쇠의 비선형적인 

변화에 의해 고유진동수 또한 비선형적으로 변하는 

Fig. 5 Campbell diagram from 1100 RPM to 5380 
RPM

것을 확인할 수 있다.

 1 2

1 2

1 2, , ,

i

i i i
p

i i i
p

λ λ λ

ψ ψ ψ

Ω <Ω < <Ω

< < < (6)

여기서 
i
pλ 는 회전속도 iΩ 에 해당하는 p번째 고유

고유진동수, i
pψ 는 p번째 모드벡터이다.

3. 모드정렬 규명

3.1 캠벨선도를 통한 모드정렬 문제파악

수치적으로 회전체의 모드해석을 수행하는 경우 

고유진동수를 오름차순으로 정렬하고 그에 따른 모

드벡터도 같은 방법으로 정렬한다. 하지만 이러한 

방법을 사용해서 산출된 결과를 이용하여 캠벨선도

에 나타내면 고유진동수가 교차하는 부분에서 고유

진동수 선도의 기울기가 급격하게 바뀌는 것을 확인

할 수 있다. 고유진동수 선도가 교차하는 부분을 확

인하기 위해서 2400 RPM과 2700 RPM의 5번째 모

드부터 8번째 모드까지의 캠벨선도를 Fig. 6에 나타

내었다. 확대된 캠벨선도에서 나타냈듯이 7, 8번째 

고유진동수 선도가 교차하는 지점에서 고유진동수가 

급격히 변화하는 양상을 관찰할 수 있다. 하지만 

Fig. 7에서 볼 수 있듯이 회전속도 간격을 100 RPM
으로 해석한 경우와 5 RPM으로 해석한 경우를 비

교해보면, 간격이 좁은 경우에는 두 개의 선도가 일

치하는 쪽으로 접근하는 것을 볼 수 있다. 이러한 경

우는 모드해석을 위한 수치해석 중에 발생하는 고유

Fig. 6 Magnified Campbell diagram from 2400 RPM 
to 2700 RPM
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(a)

(b)

Fig. 7 Magnified Campbell diagram: (a) when ΔΩ = 
100 RPM and (b) when ΔΩ = 5 RPM

진동수 오름차순 정렬로 인해 나타나는 문제점으로 

판단할 수 있다.

3.2 MAC을 이용한 모드정렬 분석

앞서 획득한 캠벨선도의 모드정렬을 규명하기 위

하여 고유모드의 유사성을 정량적으로 확인할 수 있

는 방법인 MAC을 사용하였다.
일반적으로 MAC은 식 (7)을 이용하여 계산된다. 

계산된 MAC값이 0에 가까울수록 비교된 모드형상

간의 유사성이 낮고 1에 가까울수록 유사성이 크다

고 할 수 있다. 식 (7)에서 { } { },
r s

ψ ψ 은 r번째, s번
째 복소 모드벡터이고  { } { },

r s
ψ ψ 은 r번째, s번째 켤

레복소 모드벡터이다.

 
{ } { }( )

{ } { }
{ } { }( ) { } { }( )

2T

T T
MAC , r s

r s

r r s s

ψ ψ
ψ ψ

ψ ψ ψ ψ
= (7)

MAC을 이용하여 모드들의 오정렬을 규명하기 

위해 모드정렬 문제가 없는 2400 RPM과 2500
RPM의 모드벡터들과 모드정렬 문제가 있는 2500
RPM과 2600 RPM의 모드벡터들을 이용하여 MAC 

Table 2 MAC value for 2400 RPM and 2500 RPM

Mode
number

2500 RPM

5 6 7 8

2400
RPM

5 1.00 0.31 0.68 0.02

6 0.30 1.00 0.19 0.04

7 0.67 0.19 1.00 0.01

8 0.01 0.03 0.01 1.00

Table 3 MAC value for 2500 RPM and 2600 RPM

Mode 
number

2600 RPM

5 6 7 8

2500
RPM

5 1.00 0.31 0.02 0.68

6 0.30 1.00 0.05 0.02

7 0.67 0.20 0.01 1.00

8 0.02 0.04 1.00 0.01

값을 비교하였다. Table 2에서 보듯이 고유진동수 

선도의 교차가 나타나지 않는 2400 RPM과 2500
RPM에서는 대각항의 MAC값이 1로 산출되는 것을 

볼 수 있다. 이러한 결과는 5번째부터 8번째까지의 

각각의 모드들이 회전속도가 변하여도 모드형상은 

변하지 않는 것으로 해석할 수 있다. 하지만 모드정

렬 문제가 나타난 Table 3에 계산된 MAC 값은 

2500 RPM의 7번째 고유모드와 2600 RPM의 7번째 

고유모드 그리고 2500 RPM의 8번째 고유모드와 

2600 RPM의 8번째 고유모드의 유사성이 매우 작음

을 볼 수 있다. 또한 2500 RPM의 7번째 고유모드

와 2600 RPM의 8번째 고유모드의 유사성이 매우 

높게 나온 것을 확인할 수 있다. 이것은 고유진동수

의 오름차순 정렬문제로 인한 모드의 오정렬로 나타

나는 오류로 판단할 수 있다.

4. 모드정렬 방법

앞서 계산된 MAC 표를 보면 유사성이 낮은 모

드벡터와 유사성이 높은 모드벡터들을 찾을 수 있

다. 이 연구에서는 이러한 관계를 이용하여 MAC 
값의 허용치를 지정하여 유사성이 큰 모드벡터와 작

은 모드벡터들을 분류하고 큰 모드벡터와 유사성이 

작은 모드벡터들을 교환하는 방법을 사용하였다. 
MAC 값을 이용하여 모드벡터와 고유진동수의 순서
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를 정렬하는 방법은 다음과 같다.
(1) 회전속도  iΩ 에 해당하는 모드벡터와 1i+Ω 에 

당하는 모드벡터  
i
pψ ,  1i

qψ +
을 계산한다.

(2)  i
pψ ,  1i

qψ +
를 이용하여 MAC 표를 구성한다.(p, 

q=1, 2, 3, ···, 모드번호)
(3) MAC 표의 대각항 값을 허용값과 비교하여 

허용값보다 작으면  1i
qψ +

를 제외한 모드벡터들과 
i
pψ

의 MAC값을 계산하여 허용값을 만족하는 
1i

kψ +
를 

구한다. 

Table 4 MAC value of sorted mode vectors for 2500 
RPM and 2600 RPM

Mode
number

2600 RPM

5 6 7 8

2500
RPM

5 1.00 0.31 0.02 0.68

6 0.30 1.00 0.05 0.20

7 0.67 0.20 1.00 0.01

8 0.02 0.04 0.01 1.00

(a)

(b)

Fig. 8 Campbell diagram with sorted natural frequen-
cies: (a) magnified Campbell diagram from 
2200 RPM to 2800 RPM and (b) Campbell 
diagram from 1100 RPM to 5380 RPM

(4) Forward 모드와 Backward 모드를 구분하여 
1i

kψ + , 1i
kλ
+

과 
1i

pψ + , 1i
qλ
+
의 순서를 교환한다.

위와 같은 방법을 적용한 예시로 Fig. 6을 이용하

여 설명하면 다음과 같다. 먼저 회전속도 2500 
RPM에 해당하는 모드벡터들을 구하고 다음 회전속

도인 2600 RPM에 해당하는 모드벡터들을 구한다. 
다음으로 각 회전속도에 해당하는 모드벡터들을 계

산하여 MAC 표를 구성한다. 구성된 표에서 대각항

의 MAC값이 허용값 아래로 산출되면 2600 RPM의 

각각의 고유모드들을 2500 RPM의 모드와의 MAC
값을 계속해서 비교한다. MAC값이 허용값 이상으

로 산출되면 2600 RPM의 고유모드 순서를 교환한

다. 해당모델에서 사용한 허용값은 0.9이다. 이러한 

방법을 이용하여 MAC 값을 계산해보면 Table 4와 

같이 모드형상의 유사성이 높은 대각항의 MAC 값

이 1로 바뀌어 있는 것을 확인할 수 있다. 또한 모

드벡터와 같은 순서로 정렬된 고유진동수를 이용하여 

캠벨선도를 그려보면 Fig. 8과 같은 결과를 얻을 수 

(a)

(b)

Fig. 9 MAC value for (a) 3000 RPM and 3100 
RPM (b) 4000 RPM and 4100 RPM
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있다. Fig. 8(a)에서 보듯이 7번째 고유진동수 선도

와 8번째 고유진동수 선도가 교차하는 부분에서 

고유진동수 선도가 급격하게 바뀌는 부분이 없어

지고 서로 교차하는 것을 확인할 수 있다. 또한 

위와 같은 방법을 통해 1100 RPM에서부터 5380
RPM까지 회전속도를 증가시키며 캠벨선도에 나

타내면 Fig. 8(b)와 같이 고유진동수 선도가 교차

하는 부분에서의 오정렬 문제가 해결된 것을 확인

할 수 있다.
정렬된 모드의 검증을 위해 특정 회전속도에서 1

번째 모드부터 8번째 모드까지의 MAC 값을 계산

하였다. 먼저 Fig. 9(a)에 나타낸 것처럼 3000 RPM
과 3100 RPM의 MAC 값을 보면 고유모드의 유사

성이 있는 대각항에 있는 값들은 대부분 1에 가까

운 수치로 계산된 것을 볼 수 있다. 또한 유사성이 

없는 모드들은 대부분 0에 가까운 수치로 계산된 

것을 확인할 수 있다. 마찬가지로 Fig. 9(b)에 나타

낸 4000 RPM과 4100 RPM의 MAC 값도 비슷한 

경향을 보이는 것을 확인할 수 있다.

5. 결  론

이 연구에서는 저널베어링으로 지지된 회전체의 

모드들의 오정렬을 규명하고 고유진동수와 고유모드

를 MAC을 이용하여 정렬하였다. 이를 위해 캠벨선

도를 이용하여 모드가 오정렬되는 구간을 분석하였

고, 각 회전속도에서의 모드벡터들의 유사성을 

MAC을 통해 판별하였다. 그 결과 모드정렬 문제는 

수치적으로 고유진동수를 구하는 과정에서 고유진동

수의 오름차순 정렬로 인하여 고유진동수가 교차되

는 구간에서 오정렬이 있는 것으로 확인되었다. 이

러한 문제를 해결하기 위해 MAC 값의 비교를 통해 

유사성이 높은 모드들과 작은 모드들의 순서를 바꿔

주었고, 그 결과 정렬된 고유진동수 및 고유벡터를 

구할 수 있었다. 또한 정렬된 고유진동수들을 이용

하여 캠벨선도를 산출하였다.
이 연구의 결과를 통해 저널베어링에 지지된 회

전체의 모드해석에 있어서 기존의 방식보다 정확한 

해석이 가능할 것으로 판단되며, 다른 분야의 모드

해석에도 응용될 수 있을 것이라 사료된다. 하지만 

본 연구에서는 모드 비어링 현상이 없는 모델을 대

상으로 하였고, 비어링 현상이 나타나게 되면 MAC 

값을 이용한 모드정렬이 어렵기 때문에 추가적인 연

구를 통해 새로운 방법이 제시되어야 할 것으로 사

료된다.
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