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An Assignment Problem Algorithm Using Minimum Cost Moving Method

Sang-Un Lee*

Abstract

Generally, the optimal solution of assignment problem has been obtained by Hungarian algorithm 

with   time complexity. This paper proposes more simple algorithm with   time complexity 

than Hungarian algorithm. The proposed algorithm simply selects minimum cost in each row, and 

classified into set S, H, and T. Then, the minimum cost is moved from S to T and → →. The 

proposed algorithm can be obtain the same optimal solution as well-known algorithms and improve 

the optimal solution of partial unbalanced assignment problems.

▸Keyword :Hungarian algorithm, Balanced assignment, Unbalanced assignment, Minimum cost,

Optimal solution

I. Introduction

할당 문제 (assignment problem)는 수송 문제 (transportation 

problem)의 특별한 경우로, 다수의 공급처 (source,    

⋯ )와 수요처 (demand,    ⋯ )가 존재하며 모

든 공급량과 요구량이 항상 1인 경우이다. 또한, 수송비용 

이 모두 다르며, 한 공급처에서 반드시 한 수요처로만 수

송이 이루어져야만 한다. 이 경우 총 수송비용의 합이 최소가 

되는 최적해  
  




  



 를 찾도록   을 할당하는 문

제이다[1-3]. 이는 개의 작업을 대의 기계로 작업을 수행

하는 경우 최적의 작업할당 문제에도 적용된다.

×  비용 행렬에서  인 경우를 균형 할당 문제 

(balanced assignment problem, BAP), ≠  인 경우를 불

균형 할당 문제 (unbalanced assignment problem, UAP)라 

한다[3].

할당 문제를 해결하는 방법으로 거의 대부분은 헝가리안 알

고리즘 (Hungarian algorithm, HA)[1-3]을 적용하고 있으며, 

일부는 유전자 알고리즘 (genetic algorithm, GA)[4]을 시도

하는 경우도 있다. HA의 수행 복잡도는  으로 균형 할당 

문제에 대해서는 최적해 (optimal solution)를 항상 찾을 수 

있다고 알려져 있다[1]. 그러나 불균형 할당 문제에 대해서는 

최적의 해법을 찾지 못할 수 있기 때문에 알고리즘을 적용하

기 전에 비용이 모두 0인 가상 (dummy)의 행이나 열을 추가

하여 균형 할당을 만들어야만 한다[3]. 또한, HA는 마지막으

로 얻은 0의 비용들 중에서 각 열에서 중복되지 않게 1개씩만 

선택하여야 하는 불편함이 따르며, 0을 포함하는 최소한의 선

을 개를 긋는 과정이 반복적으로 수행되어야만 한다.

이 분야에서 제기되는 문제로, HA에 비해, 비용 행렬의 크

기와 무관하게 적용할 수 있으며 균형과 불균형의 모든 경우

에 대해 항상 최적 해를 찾는 단순하면서도 일반적으로 적용

할 수 있는 알고리즘이 존재하느냐이다.

이러한 제기된 문제를 해결하고자, 본 논문에서는 ×  비

용행렬에서 단순히 각 행에 존재하는 최소비용만을 이동시키

는 방법으로 최적 배정의 해를 찾아가는 알고리즘을 제안하였

다. 제안된 알고리즘을 최소비용 이동 (minimum cost moving, 

MCM) 알고리즘이라 부르며, ×  비용행렬에 대해 수행되어 

수행복잡도는  이다. 결국, 제안된 알고리즘으로 최적 해

를 구할 수 있다면 HA의 수행 복잡도  을  으로 개

선시킨 새로운 방법임을 증명하는 셈이다.

2장에서는 할당 문제의 최적 해를 찾는 대표적인 HA를 살펴보고 

문제점을 고찰해 본다. 3장에서는 최적의 해법을 쉽게 찾는 

최소비용 이동 알고리즘을 제안한다. 4장에서는 최소비용 이

동 알고리즘을 다양한 균형과 불균형 할당 문제 사례들에 적

용하여 최적 해를 찾는지 평가해 본다.
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II. Definition and Related Works

할당 문제는 공급량과 요구량이 모두 1인 수송 문제의 특별

한 경우이다. 하나의 공급처는 반드시 비용을 최소로 하는 하

나의 수요처만을 선택하여야만 한다. 또한, 하나의 수요처는 

반드시 하나의 공급처만을 선택해야만 한다. 이는 기계에 일

을 부여하는 경우, 사람에게 임무를 부여하는 경우 등에 일반

적으로 적용하기 때문에 할당 문제로 부르기도 한다. 할당 문

제는 식 (1)의 조건을 만족하는 최적 해를 찾는다.

 
  




  



           (1)

 
  



 for  ⋯  /* 각 요구량 = 1

    
  



 for  ⋯  /* 각 공급량 = 1

  ≥  for∀ 

할당 문제의 최적 해를 찾는 HA는 헝가리 수학자인 Harold 

Kuhn이 1955년에 제안하고, 1957년에 James Munkres가 보

완하였다. 따라서 할당 알고리즘 또는 Kuhn-Munkres 알고리

즘이라 부르기도 한다[2].

HA는 먼저 불균형 할당 문제인 경우 가상의 행이나 열을 

추가하여 균형 할당문제로 변환시킨다. 다음으로, 각 행에서 

최소비용을 찾아 각 열의 셀 값에서 최소 비용 값을 감산한다. 

각 열에 대해서도 동일하게 최소 비용을 찾아 각 행의 셀 값에

서 최소비용 값을 감산한다. 다음으로    이 되는 셀에 대

해 직선을 긋는다. 선에 포함되지 않은    들인 감소된 비

용 행렬 (reduced cost matrix)에서 최소 비용 min를 찾아 

   min  행과 열의 선이 교차된 셀    로 치환

하고 각 열에서 0이 중첩되지 않게 선택하여 선택된 셀의 비

용을 모두 더하여 최적 해 를 얻는다.

그림 1은 Kumar[5]에서 인용된 할당 문제이다. 행은 일을, 

열은 기계를, 행렬의 값 는 작업 수행비용이다. 4개의 작업

을 4개의 기계에 중복되지 않게 할당하여 총 작업비용을 최소

화시키는 제약조건을 만족하는 최적 해를 찾아야 한다.


Machine 공급량 

 1 2 3 4

Job

1 1 4 6 3 1

2 8 7 10 9 1

3 4 5 11 7 1

4 6 7 8 5 1

요구량  1 1 1 1

Fig. 1.   assignment problem

Kumar[5]가 그림 1에 대해 HA를 적용하여 최적 해를 찾

은 결과는 그림 2와 같다. Step 2를 2회, Step 3을 1회 수행

하여 0을 모두 포함하는 최소한의 선을 개 얻었으며, 작업

을          로 할당하여 최적해   

   을 얻었다.

Lee[6]은 HA가 갖고 있는 문제점을 다음과 같이 4가지를 

제시하였다. 첫 번째로 불균형 할당문제인 경우 부정확한 결

과를 얻을 수 있어 가상 행이나 열을 추가하여 × 

인 균형 할당을 만드는 과정이 필요하다. 두 번째로, 비용 행

렬이 크고 0을 다수 포함하는 경우 0을 모두 포함하는 최소한

의 라인을 긋는 방법이 어렵다. 세 번째로, 최종적으로 얻은 0 

값들에 대해 각 열을 기준으로 중첩되지 않게 1개씩만 선택하

는 어려움이 있다. 네 번째로, HA 의 수행 복잡도는 으

로 큰 비용행렬인 경우 최적 해법을 도출하기 위해 많은 시간

이 소요된다.

Fig. 2. Hungarian algorithm for   assignment problem

할당문제는 ×   비용 행렬에서 행과 열이 1:1로 

중복없이 최소의 합이 되는 비용 셀 를 선택하는 것이 목적

이다. 이를 수행하는 과정에서 행과 열의 양측을 모두 만족시

키는 유일한 방법이 없으며, 선택을 하는 과정에서 특정 행이

나 열을 중복하여 선택하는 경우가 발생된다. 이러한 문제점

을 해결하면서 HA보다 단순한 방법으로, Lee[6]는 ×  비

용행렬에서 최소비용 min를 선택하고, 교환 최적화 기법을 

적용한 알고리즘을 제안하였으며, Lee[7]은 ×  비용행렬

에서 최대비용 max를 삭제하는 기법을 제안하였고, Lee[8]

은 각 행과 열에서 최소비용을 선택하고, 행과 열을 이동시키

는 방법을 제안하였으며, Lee[9]는 각 행의 최소 비용을 선택

하고, 중복 선택된 경우 최대비용이 적은 열부터 이동시키는 

기법을 제안하였다. 3장에서는 Lee[9]와 반대 개념을 적용하

여 중복 선택된 경우 최소비용을 이동시키고, 보다 큰 비용을 

남겨두는 방법을 제안한다.

III. Minimum Cost Moving Algorithm

일반적으로, ×행렬의 행과 열 양쪽의 최적 해 (최소비

용)을 모두 만족시키도록 쌍을 선택하는 방법은 존재하지 않

는다. 이 문제를해결할 수 있는 한 가지 방법으로 어느 한쪽에 

대해서만 최적 값을 선택하고 나머지 한쪽은 최악의 값을 받

아들이는 방법이 있을 수 있다. 이 방법의 결과에 대해 최악의 

선택을 당한 쪽에는 보상을, 최적의 선택을 한 쪽에서는 양보
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를 하여 균형된 최적 해를 찾는 조정 과정이 추가로 필요하다. 

즉, 배정과 조정의 2단계를 수행해야 한다.

본 장에서는  HA의 수행 복잡도 을 으로 향상시

키면서, 균형과 불균형 할당 문제 모두에 즉시 적용할 수 있는 

또 다른 방법으로, 최소비용 이동 알고리즘을 제안한다. 제안

된 방법은 위의 배정과 조정의 2단계 수행 방법에서 조정 과

정을 제외하고, 단순히 배정과정 만을 수행하여 최적 해를 얻

고자 한다.

일반적으로, ×  비용행렬에 대해 각 행에 대해 최소 비

용을 선택하면 특정 열에 대해서는 중복 선택되는 경우가 발

생한다. 따라서, 중복되지 않는 쌍의 최적 해를 선택하기 위

해서는 열에서 중복 선택된 값들 중 비용증가분이 보다 적은 

셀을 이동시켜야 최적 해에 보다 가까워 질 수 있을 것이다. 

이러한 개념에 기반하여 본 장에서는 최소비용 이동 알고리즘

으로 다음 방법을 적용하였다. 3개의 작업과 3대의 기계가 존

재하며, 각 작업을 각 기계에서 작업하는 비용은 차이가 있다

고 다음과 같이 가정하여 보자.




Machine

  

Job

   
   
   

→




Machine
  

Job

 
 
 

선택 개수 ≥ 








 
할당문제에서의 목표 (goal)는         을 선

택하는 것이다. 여기서, ≥ 를 집합   (source),  를 

집합   (hub),  를 집합   (sink or Target)이라 하면 

         이다. 따라서,  에 과다하게 

할당된  ∈  중의 어느 하나가 ∈ 로 이동되어야만 

한다. 여기서 이동 방법은  에 대해서는 


  
 의 2가지 방법이,  에 대해서는 


   

 의 2가지 방법이 있다. 제

안된 알고리즘은 →  이동의  들을 모두 계산하여 min
를 결정한다. 다음으로 →  이동의  는  min 에 

대해서만   를 계산하여 최종적으로 minmin 

min    를 이동시킨다. 최소비용 이동 (MCM) 알고리

즘은 ×  비용행렬에 대해 수행되므로 수행 복잡도는  

이며, 다음과 같이 수행된다.

 인 불균형 할당 문제는 편의상 행렬을 교환한  으

로 변경, 행, 열로 취급.

Step 1. for  ⋯   ≤ 

min 선택, 단, 동일 값 존재시 미선택 셀 선택

≥ ∈  ∈  ∈

Step 2.   일 때까지   집합의 열에 대해 기본적으로 

L-R 순서로 다음과 같이 수행. ≥ 인 경우 R-L로 

검증, 만약, L-R보다 가 최소값이면 R-L로   결정.

(1) →  이동의 min  계산

(2) → 이동의  min 에 대해    

계산.

(3) minmin  min    을 선택, 이동.

불균형 할당문제의 경우    일 때까지 위 (1) ~ 

(3) 수행.    이면   집합의 열에 대해서는 

  만 이동

주어진 데이터가  인 불균형 할당 문제인 경우, MCM

은 편의상  으로 변경하여 적용하였다. 여기서의 의미는 

열이 행보다 개수가 보다 크도록 행렬을 바꾸여 배치하였음을 

의미한다. 왜냐하면  인 경우 쌍만을 선택할 수 있으

며,  의 열은 선택되지 않기 때문이다. 따라서, 알고리즘 

수행 횟수를 줄이기 위해 이러한 방법을 적용하였다.

그림 1의   문제에 MCM 알고리즘을 적용한 과정은 그림 

3에 제시되어 있다.

Fig. 3. MCM algorithm for   problem

  할당문제는 × 의 균형할당 문제로 행과 열을 교환하

지 않는다. Step 1에서 min를 선택한 결과     

               을 얻는다. Step 2에서 

min  
 로 min  를 얻는다. 

따라서          에 대해서는 


와 
로    min  를 충족시켜 이동 대

상 후보들로 결정된다. min     

   
  

으로,  

→   와 → 으로 이동되어         의 

최적 해를 얻는다.

HA는 행과 열의 min min인 최소값 선택,    min
와    min 계산, 선을 긋고    인 셀에 대한  

 min와 행과 열의 선이 교차된 에 대한   

를 수행하는 복잡함을 갖고 있다. 또한, Lee[6,7, 8,9]가 제안

한 다양한 기법들은 중복 선택시 어떤 셀을 이동시키며, 최적

화를 어떻게 시킬 것인지를 추가적으로 고려해야만 한다. 반

면에, 제안된 MCM 알고리즘은 단순히 행에 대해 최소값을 선

택하고, 다중 선택 열에서 선택되지 않은 열로 최소 비용 증가

분을 가진 비용을 이동시키는 단순화된 방법으로 최적 해를 

구하였다. 따라서, 할당문제에 대해 제안된 MCM 알고리즘이 

가장 간단하면서도 최적 해를 구할 수 있음을 알 수 있다.
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IV. Experiments and Evaluation

본 장에서는 그림 4의 26개 균형 할당과 7개 불균형 할당 

문제를 대상으로 MCM 알고리즘의 적용성을 평가해 본다. 평

가 결과분석에는 최적 해를 얻었는지 유무, 알고리즘 수행 복

잡도와 더불어 메모리 사용 공간 복잡도 등 다양한 요인들을 

분석해야만 한다. 그러나, 기존 알고리즘들은 단지 최적 해를 

얻는지 유무만으로 알고리즘의 성능을 평가하였으며, 복잡도

는 평가 대상에서 고려하지 않아 비교 대상 데이터가 없는 관

계로, 부득이 최적 해 비교로만 알고리즘의 성능을 평가한다.

 [10]  [11]  [12]  [13]  [14]

 [15]  [16]  [10]

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é

1159511045
1059095125
65558535
80757590

 [17]  [3,18]

 [10]  [10]  [10]  [10]  [10]

 [14]  [14]  [19]  [20]

 [21]  [10]  [10]  [22]

 [23]  [10]

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

1844163179594495053619
376662816768694430913693
74381837599944940994568
4511184148763380391725
971114979420642332591250
8179257912332399195135
59455617598677193867944
33498962348915362569065
383562834727679072648388
76686711170331327265229
562694845534975595335943
134647921785664753132479

 [24]

(a) Balanced assignment

 [10]  [9,14,21]  [6]  [6]

 [6]

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

27202519212929273227
21333125242233191915
23192830182729352529
18202129293019292230
22233226272828191819
24322424203524302128
21303319232928372830
27272521203734372926
14252426191831222917
17262720223116242117
23232230253527211622
19222922192634221414
19353318242427203134

 [4]
 [22]

(b) Unbalanced assignment

Fig. 4. Experimental Data for Assignment Problems

 26개의 균형 할당 문제 [3,10-24]에 대해, ×  비용행

렬은 15개, ×  비용행렬은 8개, ×  비용행렬은 2개, 

×  비용행렬은 1개로 구성되어 있다. 7개의 불균형 할당 

문제[4,6,9,10,14,21,22]에 대해, ×  비용행렬은 

 , ×  비용행렬은 , ×  비용행렬은  , 

×  비용행렬은 이다.

균형 할당 비용행렬에 대한 MCM 알고리즘을 적용한 결과

는 그림 5에 제시되어 있다. 26개 균형 할당 문제에 대해 제

안된 최적 할당 알고리즘은 모두 최적 해를 찾았다.  은 

Dantzig[24] 원문에서 최적 해를 제시하지 않았다. 반면에 제

안된 최적 할당 알고리즘은 최적 해    를 찾았다.

(a) ×  

(b) ×  

(c) ×  

(d) ×  
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(e) ×  

(f) ×  

(g) ×  

(h) ×  

(i) ×  

(j) ×  

(k) ×  

(l) ×  

(m) ×  

(n) ×  

(o) ×  

(p) ×  

(q) ×  

(r) ×  

(s) ×  

(t) ×  

(u) ×  

(v) ×  

(w) ×  
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(x) ×  

(y) ×  

(z) × 

Fig. 5. MCM Algorithm for Balanced Assignment Problem

7개 불균형 할당 문제의 × , × , × 와 ×  비용

행렬에 대해 MCM 알고리즘을 적용한 결과는 그림 6에 제시

하였다.

(a) ×  

(b) ×  

(c) ×  

(d) ×  

(e) ×  

(f) ×  
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(g) ×  

Fig. 6. MCM Algorithm for Unbalanced Assignment Problem

7개의 불균형 할당 문제에 대해 제안된 최적 할당 알고리즘

은 모두 최적 해를 쉽게 찾는데 성공하였다.  는 Optimalon 

Software[25] 원문에서    라 제시하였으나 제안된 알

고리즘은 최적해    을 얻었다. 또한,  은 Kinahan

와 Pryor[4] 원문에서 유전자 알고리즘을 적용한 결과 최적

의 해법으로    이라 제시하고 있다. 반면에 제안된 최적 

할당 알고리즘은 최적해    을 찾는데 성공하였다. 결국, 

유전자 알고리즘으로 할당문제를 해결하려고 시도하였으나 실

패하였음을 알 수 있다.

V. Conclusions

본 논문에서는 할당 문제의 최적 해를 쉽게 찾는 MCM 알

고리즘을 제안하였다. 제안된 알고리즘은 각 행에서 최소 비

용을 선택하고, 2개 이상 선택된 열에서 0개가 선택된 열로 

최소비용으로 이동시킬 수 있는 경우 이를 이동시키는 단순한 

방법을 적용하였다. 이 알고리즘은 배정과 조정의 2단계 수행 

방법에서 조정 과정을 수행하지 않고도 최적 해를 얻을 수 있

는 방법으로, 기존의 방법들과 차별성이 있다.

제안된 MCM 알고리즘을 균형 할당 27 문제와 불균형 할

당 7 문제에 적용한 결과 모든 문제에 대해 최적 해를 찾는데 

성공하였다.

제안된 알고리즘은 대표적인 헝가리안 알고리즘의 수행 복

잡도 을 으로 개선하였으며, 균형 할당과 불균형 

할당 문제에서 최적 해를 찾지 못하는 경우에 대해서도 최적 

해를 쉽게 찾는 장점을 갖고 있다.

제안된 알고리즘은 다양한 균형과 불균형 할당문제들에 대

해 행의 최소 비용 이동만으로 중복 선택된 열이 없이  쌍의 

최적 해를 얻었다. 여기서, 중복 선택된 열을 제거하는 방법으

로 열을  의 3개 집합으로 분할하여 해결하였다. 추후 

중복 선택된 열을 제거하는 보다 간단한 방법을 연구할 계획

이다.
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