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요 약

파론도 역설은 두 개의 지는 게임이 결합하여 이기게 되거나, 두 개의 이기는 게임이 결합하여 지

게 되는 역설적인 현상을 말한다. 본 논문에서는 한 투자가가 여러 개의 주식 계좌를 과거의 투자 결

과에 의해 투자 종목이 결정되는 과거의존 파론도 게임의 규칙에 따라 관리하는 경우를 고려한다. 주

식의 매매만으로는 전체 계좌의 평균 누적 수익금이 점차 감소하지만 주식 투자를 진행하는 중 계좌

간에 일정한 금액을 재분배하면 전체 계좌의 평균 누적 수익금이 증가하는 파론도 현상이 존재할 수

있음을 2012년부터 2014년까지의 3년간의 한국거래소의 주식 데이터를 이용하여 확인한다. 반대로

계좌 간의 금액 재분배로 인해 점차 증가하는 평균 누적 수익금이 오히려 감소하는 역 파론도 현상이

발생할수있음도함께확인한다.

주요용어: 과거의존 파론도 게임, 기대상금, 마코프 체인, 재분배 모형, 정상확률, 주식 데이터, 파론

도역설.

1. 서론

파론도 역설 (Parrondo paradox)은 스페인의 물리학자 파론도 (Juan M. R. Parrondo)가 소개한 동

전 게임에서 유래한 것으로, 두 개의 동전 게임을 별도로 진행하면 각각 지는 게임이 되는 반면에 매

시행에서 두 게임 중 한 게임을 임의로 선택하거나 일정한 규칙에 의해 두 게임을 주기적으로 반복하

면 이기는 게임이 되는 역설적인 현상을 말한다. 최근 들어서는 넓은 의미로 두 개의 유사한 성질의 시

스템이 결합하여 반대 성질의 시스템으로 변형되는 현상을 이르기도 한다 (Parrondo, 1996; Harmer와

Abbott, 2002).

파론도가 소개한 동전 게임은 두 개의 게임 A와 B로 구성되며, 게임 A는 앞면이 나올 확률이 1/2 −
ϵ인 동전을 던져서 앞면이 나오면 1원을 얻고, 뒷면이 나오면 1원을 잃는다. 게임 B는 게임자가 현재

가지고 있는 누적 상금이 3의 배수이면 앞면이 나올 확률이 1/10 − ϵ인 동전을 던지고, 3의 배수가 아

니면 앞면이 나올 확률이 3/4 − ϵ인 동전을 던져 앞면이 나오면 1원을 얻고 뒷면이 나오면 1원을 잃는

다. 그러면 0 < ϵ < 1/10일 때, 게임 A와 B는 모두 게임당 점근적 기대상금이 음수가 되어 지는 게임

이 된다. 반면에 매 시행에서 두 게임 A와 B 중 하나를 임의로 선택하거나 또는 일정한 규칙에 의해 두

게임을 주기적으로 반복하면 작은 ϵ > 0에 대해 혼합게임의 점근적 기대상금이 양수가 되어 이기는 게

임이 되게 할 수 있다 (Parrondo 등, 2000; Ethier와 Lee, 2009; Lee, 2009). 이러한 게임을 원금의존
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(capital-dependent) 파론도 게임이라고 한다. Parrondo 등 (2000)은 이를 변형하여 게임자의 직전 두

번의시행결과에따라던질동전이결정되는과거의존 (history-dependent) 파론도게임 B를소개하였

다. 직전 두 번의 시행 결과가 뒷면-뒷면, 뒷면-앞면, 앞면-뒷면, 앞면-앞면이면 각각 앞면이 나올 확률

이 9/10− ϵ, 1/4− ϵ, 1/4− ϵ, 7/10− ϵ인동전을던지는게임이다. 여기서도두게임 A와 B를임의적

으로혼합하거나주기적으로반복하면혼합게임은각게임의결과와반대가되는게임으로만들수있다

(Ethier와 Lee, 2009).

원금의존 파론도 게임과 과거의존 파론도 게임은 기본적으로 한 명의 게임자에 의해 진행되는 게임인

반면에 Toral (2001)의공간의존 (space-dependent) 파론도게임과 Toral (2002)의재분배 (redistribu-

tion) 모형은 여러 명의 게임자들이 서로 협력하여 진행할 때 파론도 역설이 발견되는 경우이다. 공간의

존 파론도 게임은 여러 게임자들 중 임의로 선택된 게임자의 양 옆에 있는 다른 게임자들의 직전 시행

결과에 의해 동전이 결정되는 게임으로, 과거의존 파론도 게임의 시간 개념이 공간 개념으로 바뀐 것으

로볼수있다. 한편, 재분배모형은여러명의게임자들로구성된집단에서기존게임 A를게임자들사

이에서 자본을 전달하여 재분배하는 새로운 게임 A′으로 대체한 모형이다. 즉, 여러 게임자들 중 임의

로선택된게임자는 1/2의확률로기존의원금의존파론도게임 B나과거의존파론도게임 B를진행하

고, 나머지 1/2의 확률로는 게임 A′를 실시한다. 게임 A′는 임의로 선택된 게임자가 임의로 선택된 또

다른 게임자에게 1원을 넘겨 주는 게임으로 전체 게임자들의 누적상금에는 변함이 없음으로 전체 집단

에게는 공정한 게임이다. 반면에 임의로 선택된 게임자에 의해 진행되는 원금의존 파론도 게임 B 혹은

과거의존파론도게임 B는확률모수의범위에따라지는게임이되며, 전체집단에대해서도여전히지

는 게임이 된다. 이 때, 두 게임 A′와 B를 1/2의 확률로 결합한 혼합게임은 이기게 되어 파론도 역설

이 나타남을 원금의존 파론도 게임 B의 경우는 Toral (2002)과 Ethier와 Lee (2012)에 의해 확인되었

으며, 과거의존파론도게임 B의경우는 Jin과 Lee (2015)에의해증명되었다.

파론도 역설은 처음 소개된 동전 게임 뿐 아니라 화학, 인구유전학, 신뢰성 이론, 인식론 등의 다양한

분야에서 발견되고 있으며 특히 주식 투자에 있어서 Cho와 Lee (2012a)는 과거의존 파론도 게임을 이

용하여 주식 투자에서 파론도 역설이 존재할 수 있음을 2008년부터 2010년의 3년간의 한국거래소의 주

식데이터를통해확인하였다. 또한 Cho와 Lee (2012b)는공간의존파론도게임의규칙을적용한주식

투자에서도파론도역설현상이발생할수있음을확인하였다.

본 논문에서는 Toral (2002)의 재분배 모형을 주식 투자에 적용하여 여러 개의 주식 계좌를 한 명의

투자가가 관리하는 경우를 살펴본다. 각 계좌에서의 투자 종목은 과거의존 파론도 게임의 규칙에 의해

결정된다. 그러면 전체 계좌의 평균 누적 수익금은 점차 감소하지만 투자 중에 한 번씩 한 계좌에 있는

일정 금액을 다른 계좌로 옮겨주면, 즉 재분배 게임 A′를 임의적으로 혼합하면, 전체 계좌의 평균 누적

수익금이 점차 증가하는 파론도 현상이 존재함을 실제 주식 데이터를 통해 확인하고자 한다. 반대로 재

분배로 인해 점차 증가하는 평균 누적 수익금이 오히려 감소하는 역 파론도 (reverse Parrondo) 현상이

발생할 수 있음도 함께 확인한다. 기존의 과거의존 파론도 게임이나 공간의존 파론도 게임의 규칙만을

적용한주식투자에서는게임 A가그효과를주는것으로실제주식매매가진행되는반면에, 재분배모

형을 이용한 주식 투자에서는 주식 계좌 간의 금액 이체만으로 전체 투자 결과를 바꿀 수 있다는 것이

차이점이다.

Jin과 Lee (2015)에서 증명한 과거의존 파론도 게임의 재분배 모형에서는 게임에서 이겼을 때의 상

금과 졌을 때의 상금이 각각 +1원과 −1원으로 일정한 금액인 반면에 본 논문에서 다루고자 하는 주식

데이터는 연속적인 값의 범위에서 상승과 하락이 발생할 수 있다. 그러므로 기존의 +1, −1, 0으로 구

성된 상금행렬을 0 이상의 실수값의 상승금액과 하락금액으로 구성된 일반 상금행렬로 먼저 확장하여야

주식 데이터 분석에 이용할 수 있다. 2절에서는 여러 개의 주식 계좌가 일반 상금행렬의 과거의존 파론

도 게임으로 진행될 때의 투자당 기대 수익금과 재분배를 혼합할 때의 투자당 기대 수익금을 각각 계산
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하고, 3절에서는 2012년부터 2014년까지의 주식 데이터를 적용하여 재분배의 혼합으로 인해 기대 수익

금이 음의 값에서 양의 값으로 바뀌는 파론도 현상과 반대로 기대 수익금이 양의 값에서 음의 값으로 바

뀌는역파론도현상이실제로존재하는지를분석한다.

2. 일반 상금행렬의 과거의존 파론도 게임의 재분배 모형

주식 데이터에 적용할 수 있도록 먼저 일반 상금행렬의 과거의존 파론도 게임의 재분배 모형을 설명

하고 게임당 기대상금 식을 유도한다. N (≥ 2)명의 게임자들로 구성된 집단에서 한 명의 게임자를 임

의로 선택하고 이를 게임자 i (i = 1, 2, · · · , N)라고 하자. 게임 A′는 임의로 선택된 게임자 i가 임의로

선택된 또 다른 게임자 j (j ̸= i, j = 1, 2, · · · , N)에게 w원 (w > 0)을 넘겨 주는 게임이다. 그러면 게

임자 i는 w원을 잃어 패의 상태가 되고, 게임자 j는 w원을 얻어 승의 상태가 된다. 그러나 전체 집단의

총 누적상금에는 변함이 없음으로 게임 A′은 전체 집단에게는 공정한 게임이다. 한편, 게임 B는 임의

로 선택된 게임자 i의 직전 두 번의 시행 결과에 따라 앞면이 나올 확률이 각각 p0, p1, p2, p3인 4개의 동

전을사용한다. 즉, 직전두번의시행결과가패-패이면 p0 동전을, 패-승이면 p1 동전을, 승-패이면 p2

동전을, 승-승이면 p3 동전을사용하는과거의존파론도게임의규칙을따른다. 이때, pi (i = 0, 1, 2, 3)

동전을 던져 앞면이 나오면 ui원의 상금을 얻어 승의 상태가 되고, 뒷면이 나오면 di원을 잃어 패의 상

태가 된다. 승의 상태가 되면 전체 집단에 대한 누적상금이 ui원 증가하게 되고, 패의 상태가 되면 di원

감소하게 된다. 이 때, 모든 i = 0, 1, 2, 3에 대해 ui와 di는 양의 실수값이다. N명의 게임자들의 초기

상태는임의로결정된다.

각 게임자들의 연이은 두 번의 시행 결과인 패-패, 패-승, 승-패, 승-승을 각각 상태 0, 1, 2, 3으

로 나타내면, 게임 A′과 B는 다음의 두 가지 마코프 체인으로 설명할 수 있다. 첫 번째 마코프 체인

{Xn, n ≥ 0}은 xi를게임자 i의상태라고할때, N 차원의벡터 x = (x1, x2, · · · , xN )로전체게임자들

의 상태를 나타내는 마코프 체인이고 상태공간 ΣN := {0, 1, 2, 3}N에서 정의된다. 두 번째 마코프 체인

{Nn, n ≥ 0}은 ni를 N명 중 상태가 i인 게임자들의 수라고 할 때, 4차원 벡터 n = (n0, n1, n2, n3)로

전체 게임자들 중 각 상태 i에 있는 게임자들의 수를 나타내는 마코프 체인이고 그 상태공간은 Σ̄N :=

{(n0, n1, n2, n3) ∈ Z4
+ : n0 + n1 + n2 + n3 = N}이다.

게임 A′에대한전이확률행렬 P
(N)

A′ 은, x = (x1, x2, · · · , xN )와 y = (y1, y2, · · · , yN )에대해

P
(N)

A′ (x,y) = [N(N − 1)]−1

로서, i, j ∈ {1, 2, · · · , N}이고 i ̸= j인 i, j에대해서 xi의상태가홀수이면 yi = 2, xi의상태가짝수이

면 yi = 0, 그리고 xj의 상태가 홀수이면 yj = 3, xj의 상태가 짝수이면 yj = 1이고, i, j 이외의 나머지

요소들은같은값들을가질때위와같은확률값을가지고그외의경우에는 0이다.

게임 B에 대한 마코프 체인 {Xn, n ≥ 0}의 전이확률행렬 P
(N)
B 는 x = (x1, x2, · · · , xi, · · · , xN )일

때, i번째요소 xi를제외한나머지요소들은모두같은 y = (x1, x2, · · · , yi, · · · , xN )에대해

P
(N)
B (x,y) =

{
N−1pxi xi가홀수이고 yi=3이거나또는 xi가짝수이고 yi=1이면,

N−1qxi xi가홀수이고 yi=2이거나또는 xi가짝수이고 yi=0이면

이고, 그외의경우에는 P
(N)
B (x,y) = 0이다. 여기서 qx := 1− px, x = 0, 1, 2, 3이다.

한편, 두게임 A′와 B를확률 γ ∈ (0, 1)로혼합한게임 γA′ + (1− γ)B의전이확률행렬 P
(N)

(γ,1−γ)은

P
(N)

(γ,1−γ) = γP
(N)

A′ + (1− γ)P
(N)
B (2.1)

가된다.
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게임당 기대상금을 계산하기 위해서는 마코프 체인에 의해 진행되는 게임의 평균에 대한 다음의 강대

수의법칙 (strong law of large numbers)이필요하다.

정리 2.1 (Ethier와 Lee, 2009) 유한 상태공간 Σ에서 정의되는 분할불가 (irreducible)이고 비주기

적 (aperiodic) 마코프 체인 {Xn, n ≥ 0}의 전이확률행렬과 정상분포를 각각 P와 π라고 하자. 함

수 w : Σ × Σ 7→ R로 상금행렬 (payoff matrix) W = (w(i, j))i,j∈Σ을 나타내고, 모든 n에 대해

ξn := w(Xn−1, Xn)이고 Sn := ξ1 + · · · + ξn로 정의하면 Sn은 n번의 시행 후의 누적 상금이 된다.

(i, j)의 요소가 P (i, j)w(i, j)인 행렬을 Ṗ라고 하고, 열벡터 1 := (1, 1, . . . , 1)T라고 두면, 게임당 점근

적기대상금

µ := πṖ1

은임의의초기상태 X0에대해
Sn

n
→ µ a.s.

을만족한다.

위의 정리를 적용하기 위해 각 게임의 일반 상금행렬부터 살펴보자. 먼저 게임 A′의 상금행렬

W
(N)

A′ 은모든상태 x,y에대해전체집단에대한누적상금에는항상변함이없으므로

w
(N)

A′ (x,y) = 0

이 된다. 게임 B의 상금행렬 W
(N)
B 은 x = (x1, x2, · · · , xi, · · · , xN )일 때, i번째 요소 xi를 제외한 나

머지요소들은모두같은 y = (x1, x2, · · · , yi, · · · , xN )에대해

w
(N)
B (x,y) =

{
+uxi xi가홀수이고 yi=3이거나또는 xi가짝수이고 yi=1이면,

−dxi xi가홀수이고 yi=2이거나또는 xi가짝수이고 yi=0이면

이고, 그 외의 경우에는 w
(N)
B (x,y) = 0이다. 한편, 혼합게임 γA′ + (1 − γ)B의 상금행렬은 W

(N)

A′ =

0이므로 (1− γ)W
(N)
B 로얻어진다.

게임 B의 기대상금을 계산하기 위해 정리 2.1를 게임 B의 마코프 체인 {Xn, n ≥ 0}에 적용하면
Σ := ΣN 그리고 P := P

(N)
B 이 된다. 특별히 N = 1일 때는 한 명의 게임자로 진행되는 기존의 과거의

존파론도게임과동일하므로정상분포 π
(1)
B := π = (π0, π1, π2, π3)는

π =
1

p0p1 + 2p0q3 + q2q3
(q2q3, p0q3, p0q3, p0p1) (2.2)

로 얻어진다 (Lee, 2011). N ≥ 2일 때의 정상분포 π
(N)
B 는 (2.2)의 정상분포 π = (π0, π1, π2, π3)로 이

루어진 N차원의 π × π × · · · × π가 된다. 즉, π
(N)
B (x1, x2, · · · , xN ) = πx1πx2 · · ·πxN가 된다 (Jin과

Lee, 2015).

게임 B의 두 번째 마코프 체인 {Nn, n ≥ 0}의 정상분포 π̄
(N)
B 는 (N,π)의 다항분포 (multinomial

distribution)로서

π̄
(N)
B (n0, n1, n2, n3) =

(
N

n0, n1, n2, n3

)
πn0
0 πn1

1 πn2
2 πn3

3 ,

0 ≤ n0, n1, n2, n3 ≤ N, n0 + · · ·+ n3 = N

이다 (Jin과 Lee, 2015).
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따라서게임 B의게임당점근적기대상금 µ
(N)
B 는정리 2.1에의해

µ
(N)
B = π

(N)
B Ṗ

(N)
B 1

=
∑

(x1,··· ,xN )

πx1 · · ·πxN

N∑
i=1

N−1(uxipxi − dxiqxi)

= N−1
∑

(n0,n1,n2,n3)

(
N

n0, n1, n2, n3

)
πn0
0 πn1

1 πn2
2 πn3

3 [n0(u0p0 − d0q0) + n1(u1p1 − d1q1)

+ n2(u2p2 − d2q2) + n3(u3p3 − d3q3)]

= π0(u0p0 − d0q0) + π1(u1p1 − d1q1) + π2(u2p2 − d2q2) + π3(u3p3 − d3q3) (2.3)

로얻어지고, (2.2)의정상분포를식 (2.3)에대입하면

µ
(N)
B =

p0p1(u3p3 − d3q3) + p0q3(u2p2 − d2q2) + p0q3(u1p1 − d1q1) + q2q3(u0p0 − d0q0)

p0p1 + 2p0q3 + q2q3
(2.4)

가된다.

두게임 A′와 B의혼합게임 γA′ + (1− γ)B의게임당점근적기대상금 µ
(N)

(γ,1−γ)은 Ṗ
(N)

A′ = 0을이용

하면

µ
(N)

(γ,1−γ) = π
(N)

(γ,1−γ)Ṗ
(N)

(γ,1−γ)1

= (1− γ)π
(N)

(γ,1−γ)Ṗ
(N)
B 1

= (1− γ)
∑

(x1,··· ,xN )

π
(N)

(γ,1−γ)(x1, · · · , xN )

N∑
i=1

N−1(uxipxi − dxiqxi)

= N−1(1− γ)
∑

(n0,n1,n2,n3)

π̄
(N)

(γ,1−γ)(n0, n1, n2, n3)[n0(u0p0 − d0q0) + n1(u1p1 − d1q1)

+ n2(u2p2 − d2q2) + n3(u3p3 − d3q3)]

= N−1(1− γ)[n̄0(u0p0 − d0q0) + n̄1(u1p1 − d1q1) + n̄2(u2p2 − d2q2) + n̄3(u3p3 − d3q3)]

(2.5)

가 된다. 단, n̄0 := E
π̄

(N)
(γ,1−γ)

[n0], n̄1 := E
π̄

(N)
(γ,1−γ)

[n1], n̄2 := E
π̄

(N)
(γ,1−γ)

[n2] 그리고 n̄3 :=

E
π̄

(N)
(γ,1−γ)

[n3]이며, 여기서 π̄
(N)

(γ,1−γ)는 상태공간 Σ̄N에서의 혼합게임 γA′ + (1 − γ)B의 정상분포를

나타내며, 그기대값들 n̄0, n̄1, n̄2, n̄3은

n̄0 = N(q2 + γp2)(q3 + γp3)/d

n̄1 = N(p0 + γq0)(q3 + γp3)/d

n̄2 = N(p0 + γq0)(q3 + γp3)/d

n̄3 = N(p0 + γq0)(p1 + γq1)/d

로계산된다 (Jin과 Lee, 2015). 단, d := (q2+γp2)(q3+γp3)+2(p0+γq0)(q3+γp3)+(p0+γq0)(p1+

γq1) > 0이다.
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이기대값들을식 (2.5)에대입하면, 혼합게임 γA′ + (1− γ)B의게임당점근적기대상금은

µ
(N)

(γ,1−γ) =

(1− γ){p3(γq0 + p0)(γq1 + p1)u3 + p2(γq0 + p0)(γp3 + q3)u2 + p1(γq0 + p0)(γp3 + q3)u1

+ p0(γp2 + q2)(γp3 + q3)u0 + q0{[(d2 − d0)p2 + (d3 − d1)q1 − d2]p3 − d3q1}γ2

+ {[(d0 − d2)2q0p2 + (d3 − d1)2q0p1 − (d3 − 2d2 − 2d1 + d0)q0 − d2q2 + d3q1 − d1q1]p3

+ (d2 − d0)q0p2 + (d1 − 2d3)q0p1 + (d3 − d2 − d1)q0 − d3q1}γ + [(d2 − d0)p0p2

+ (d1 − d3)p0p1 + (−d2 − d1 + d0)p0 − d0q2]q3}/{[(p2 + 2q0)p3 − q0p1 + q0]γ
2

+ [(−2p2 + 4p0 − 1)p3 + p2 + q1 + (2p1 + 1)q0]γ + (p2 − 2p0 − 1)p3 + q2 + (p1 + 2)p0}

로 얻어진다. 이 때, 혼합게임의 기대상금 µ
(N)

(γ,1−γ)은 전체 게임자들의 수 N과 게임 A′에서의 재분배

금액 w원의 영향을 받지 않고, 모수 γ와 게임 B와 관련된 모수 pi, qi, ui, di, i = 0, 1, 2, 3로만 구성됨

을알수있다. 특별히 γ = 1/2이면,

µ
(N)

(1/2,1/2) = {(1 + p0)[(1 + p1)p3u3 + p2(1 + q3)u2 + p1(1 + q3)u1] + p0(1 + q2)(1 + q3)u0

+ {[−d0q0 − d2(1 + p0)]p2 + (d3 − d1)(1 + p0)p1 + (d3 + d2 + d1 − 2d0)p0

+ d3 + d2 + d1 + 2d0}p3 + 2[(d2 − d0)p0 + d2 + d0]p2 + (2d1 − d3)(1 + p0)p1

+ (−d3 − 2d2 − 2d1 + 4d0)p0 − d3 − 2d2 − 2d1 − 4d0}/{2(p2 − 2p0 − 4)p3

− 4p2 + 2(1 + p0)p1 + 10p0 + 18} (2.6)

가된다.

3. 주식 투자의 적용

본 절에서는 과거의존 파론도 게임의 재분배 모형을 주식 투자에 적용할 때, 파론도 현상과 역 파론도

현상이나타나는지최근 3년간의주식데이터를이용하여살펴본다.

우선 기존 모형을 주식 투자에 적용하기 위해서 N명의 게임자들을 N개의 주식 계좌들로 보고, 과거

의존파론도게임 B에서사용되는동전을매일매매하는주식종목으로간주하여 4개의주식종목을과

거의존 파론도 게임의 규칙에 따라 사고 파는 투자 포트폴리오 B를 고려한다. N개의 주식 계좌를 관리

하는 투자가는 매일 매매한 주식의 수익금을 예치할 계좌를 N개의 계좌 중 임의로 한 개 선택한다. 이

때, 수익금은 매매하는 주식 종목의 주가가 상승하면 양의 값을 가지고 하락하면 음의 값을 가진다. 매

일 계좌가 선택이 되면 1/2의 확률로 계좌 간에 재분배를 하거나 아니면 1/2의 확률로 포트폴리오 B를

진행한다. 즉, 1/2의 확률로 임의로 선택된 계좌에서 나머지 N − 1개의 계좌들 중에서 임의로 선택된

또 다른 계좌로 일정 금액을 이체하거나 또는 1/2의 확률로 임의로 선택된 계좌의 직전 두 번의 투자 결

과 (상승 혹은 하락)에 따라 4개의 주식 종목 중 한 주식을 매매하는 포트폴리오 B를 진행한다. 선택된

계좌의 직전 투자 결과가 하락-하락이면 주가 상승확률이 p0인 주식을, 하락-상승이면 주가 상승확률이

p1인 주식을, 상승-하락이면 주가 상승확률이 p2인 주식을, 상승-상승이면 주가 상승확률이 p3인 주식

을 매매한다. 이 때, 4개의 주식 종목을 가지고 과거의존 파론도 게임의 규칙으로 진행되는 포트폴리오

B와 1/2의확률로수익금의재분배과정을혼합하는혼합포트폴리오 C := A′/2 +B/2의투자결과를

투자당기대수익금을통해비교한다.

2012년부터 2014년까지 한국거래소의 유가증권시장에 상장된 900여개 주식 종목의 데이터를 이용하

여전날과의종가차이를구한다. 종가가전날에비해상승했다면승에해당하고, 전날에비해하락했다
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면 패에 해당한다. 종가의 변동이 없는 날은 본 분석에서 제외한다. 3년간의 전체 거래일 약 740일 중

종가가 변동(상승 혹은 하락)한 날이 700일 이상인 종목 226개를 분석에 이용하였다. 226개의 각 종목

에대해주가상승확률 p를

p̂ =
종가가상승한날의수

종가변동일의수

로추정하면주가하락확률 q의추정값 q̂는 1− p̂가된다. 그리고

û =
종가상승폭의합

종가가상승한날의수

d̂ =
종가하락폭의합

종가가하락한날의수

로 평균 상승금액과 평균 하락금액을 구하여 상승금액 u와 하락금액 d의 추정값으로 사용한다 (Cho와

Lee, 2012a). 226개의 주식 종목 중 4개의 주식 종목으로 구성된 포트폴리오 B의 투자당 점근적 기대

수익금 µB는 각 주식에서 추정된 값 p̂i, q̂i, ûi, 그리고 d̂i (i = 0, 1, 2, 3)를 이용하여 식 (2.4)로 얻어진

다. 계좌 간에 일정한 금액을 재분배하는 게임 A′을 1/2의 확률로 혼합한 혼합 포트폴리오 C의 투자당

점근적 기대 수익금 µC는 식 (2.6)에 의해 계산된다. 만약 µB < 0이고 µC > 0이면 재분배로 인해 투

자당 기대 수익금이 음수에서 양수로 바뀌는 경우로서 파론도 현상이 나타나는 포트폴리오에 해당되고,

반대로 µB > 0이고 µC < 0이면 재분배로 인해 기대 수익금이 점차 감소하는 역 파론도 현상이 존재하

는 포트폴리오에 해당된다. Figure 3.1은 파론도 현상 및 역 파론도 현상의 존재를 확인하는 분석 절차

를나타낸것이다.

Collecting closing prices of stocks 

Estimating a probability of rise, 
rising amount and falling amount 

of each stock 

Constructing portfolio 𝐵 

Evaluating 𝜇𝐵 and 𝜇𝐶 

𝜇𝐵 < 0 
and 
𝜇𝐶 > 0 

Parrondo 
effect occurs 

Reverse Parrondo 
effect occurs 

𝜇𝐵 > 0 
and 
𝜇𝐶 < 0 

Yes 

Yes 

No 

Figure 3.1 A checking process for Parrondo paradox

Table 3.1과 같이 분석 대상인 전체 226개 종목 중에서 4개의 종목으로 구성되는 포트폴리오 B는

총 2, 540, 059, 200개가 가능하고, 이 중 기대 수익금 µB에 대해 µB > 0인 경우는 1,488,450,795개이
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고, µB < 0인 경우는 1,051,608,405개로 나타났다. 파론도 현상은 포트폴리오 B의 경우 기대 수익금

이 음수인 1,051,608,405개 중에 혼합 포트폴리오 C의 기대 수익금 µC는 양수인 경우로서 약 0.54%에

해당하는 5,682,560개에서 나타났다. 반대로 역 파론도 현상은 포트폴리오 B의 기대 수익금이 양수인

1,488,450,795개 중에 혼합 포트폴리오 C의 기대 수익금이 음수인 경우로서 약 0.39%인 5,732,662개에

서얻어졌다.

Table 3.1 Percentage of Parrondo paradox

Portfolio B C Percentage

µB < 0 1,051,608,405
µC < 0 1,045,925,845

µC > 0 5,682,560 0.54%

µB > 0 1,488,450,795
µC < 0 5,732,662 0.39%

µC > 0 1,482,718,133

Total 2,540,059,200

파론도현상과역파론도현상에해당하는실제주식종목들을예로살펴보았다. KODEX 조선, 성지

건설, 현대엘리베이터, 롯데제과로구성되는포트폴리오 B는파론도현상에해당되는경우로서각주식

종목의모수추정값과포트폴리오 B와 C의기대수익금은 Table 3.2와같다.

Table 3.2 Parrondo effect

Portfolio Stock
Probability Rising Falling Expected

of rise amount amount profit

B

KODEX Shipbuild 0.4508 227.48 203.99

−2.7834
Sungjee Construction 0.4113 366.18 278.03

Hyundai Elevator 0.4490 1681.70 1568.12

Lotte Confectionery 0.4854 23664.76 22024.32

C A′/2+B/2 +1.3191

한편, GS건설, Kstar 국고채, POSCO, LG생활건강으로 구성되는 경우는 포트폴리오 B의 기대 수

익금은 양수인 반면에 포트폴리오 C의 기대 수익금은 음수로 나타나서 역 파론도 현상이 발생하였다.

각주식종목의모수추정값과각포트폴리오의기대수익금은 Table 3.3과같다.

Table 3.3 Reverse Parrondo effect

Portfolio Stock
Probability Rising Falling Expected

of rise amount amount profit

B

GS E&C 0.4662 960.73 1023.88

+5.5160
Kstar KTB ETF 0.6011 75.14 98.95

POSCO 0.4915 3337.68 3507.00

LG H&H 0.5434 8231.68 9348.91

C A′/2+B/2 −1.6944

위의 예에서 살펴본 것처럼 투자가가 종가를 기준으로 과거의존 파론도 게임의 재분배 모형의 규칙으

로 주식 투자를 진행할 때, 음의 기대수익을 가지는 포트폴리오 B에 재분배 과정 A′을 혼합하면 양의

기대수익이 되거나 양의 기대수익을 가지는 포트폴리오 B에 재분배 과정 A′을 혼합하면 음의 기대수익

이 얻어지는 파론도 역설 현상이 미약하나마 주식 투자에서도 존재함을 최근 3년간 한국거래소의 주식

데이터를통해확인하였다.
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4. 결론

본 논문에서는 과거의존 파론도 게임의 재분배 모형을 주식 투자에 적용하여 주식 투자에서도 파론도

역설 현상이 존재하는지를 파악하였다. 먼저 기존의 고정 상금행렬을 일반 상금행렬로 확장한 과거의존

파론도 게임의 재분배 모형에 대한 투자당 기대 수익금 식을 유도하였다. 그리고 2012년부터 2014년까

지의한국거래소의주식데이터를이용하여분석대상인전체 226개의각주식종목들의상승확률, 하락

확률, 상승금액, 하락금액 등을 추정하고, 과거의존 파론도 게임의 규칙을 적용한 포트폴리오 B의 기대

수익금과 계좌 간의 금액을 재분배하는 게임 A′을 1/2의 확률로 혼합한 혼합 포트폴리오 C의 기대 수

익금을 비교하였다. 분석 대상 총 226개의 종목들에 대해 구성 가능한 모든 경우의 포트폴리오 B를 분

석한 결과, µB < 0인 포트폴리오 중에서 약 0.54%에서 파론도 현상이 발견되고 µB > 0인 포트폴리오

중에서 약 0.39%에서 역 파론도 현상이 존재하였다. 비록 전체 가능한 조합에서 차지하는 비중은 매우

작지만 파론도 역설 현상이 11,415,222개의 포트폴리오 B에서 발견되어 실제 주식 투자에서 존재함을

확인하였다. 만약 주식 매매 중에 발생하는 수수료와 거래 비용 등을 고려한다면 매매 횟수가 상대적으

로 더 많은 포트폴리오 B의 기대 수익금이 포트폴리오 C의 기대 수익금보다 더 많이 감소하여 파론도

역설현상의비중은달라질것이다. 한편, 본논문에서는기존의과거의존파론도게임의규칙을적용하

기위해매일의종가가상승또는하락하는경우만고려하였다. 주식데이터의실제변동을잘설명하기

위해서는종가변동이없는상태도추가할필요가있으며이는향후연구과제로논의될것이다.
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Abstract

The Parrondo paradox is the counter-intuitive phenomenon: when we combine two

losing games we can win the game or when we combine two winning games we can lose

the game. In this paper, we assume that an investor adopts the rule of the history-

dependent Parrondo game for investment in the stock market. Using the KRX (Korea

Exchange) data from 2012 to 2014, we found the Parrondo paradox in the stock trading:

the redistribution of profits among accounts can turn the decrease of the expected

cumulative profit into the increase of the expected cumulative profit. We also found

that the opposite case, namely the reverse Parrondo effect, can happen in the stock

trading.
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