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Abstract

This article presents the dynamic instability response of sigmoid functionally graded material plates on elastic foundation using the 

higher-order shear deformation theory. The higher-order shear deformation theory has ability to capture the quadratic variation of 

shear strain and consequently shear stress through the plate thickness. The governing equations are then written in the form of 

Mathieu–Hill equations and then Bolotin’s method is employed to determine the instability regions. The boundaries of the instability 

regions are represented in the dynamic load and excitation frequency plane. The results of dynamic instability analysis of sigmoid 

functionally graded material plate are presented using the Navier’s procedure to illustrate the effect of elastic foundation parameter on 

dynamic response. The relations between Winkler and Pasternak elastic foundation parameter are discussed by numerical results. 

Also, the effects of static load factor, power-law index and side-to-thickness ratio on dynamic instability analysis are investigated 

and discussed. In order to validate the present solutions, the reference solutions are used and discussed. The theoretical development 

as well as numerical solutions presented herein should serve as reference for the dynamic instability study of S-FGM plates. 

Keywords : dynamic instability; higher-order shear deformation theory; pasternak elastic foundation; sigmoid 

functionally graded material(S-FGM) plate
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1. 서    론

두 가지 성분의 합성 구배에 의해 특정 지어지는 진기능

재료(FGM)는 2개의 성분이 복합 으로 구성된 재료이며 일

본의 재료 과학자에 의해 소개되었다. 진기능재료의 연속

인 변화는 2개의 상이한 재료가 함께 결합되어 있기 때문

에 면의 직각방향으로 역학  성질의 불일치를 갖는 섬

유 보강 층복합재료와 구별된다. 이러한 불일치성 때문에 

섬유-수지 복합재료의 구성성분은 높은 열 하  하에서 쉽게 

분리된다. 게다가, 균열은 면에서 시작해서 취약한 재료 

단면으로 성장하기 쉽다. 진기능재료에서 이런 문제들은 

구성성분의 재료 성질을 차 으로 변화시킴으로써 제거하

거나 일 수 있다(Hirano et al., 1988). 

지수함수법(Delale et al., 1983)과 거듭제곱법(Bao et 

al., 1995)을 사용한 진기능재료는 재료는 비록 재료 성질

의 변화는 연속이지만 속히 변화하는 구간이 존재하여 

면의 한 곳에서 응력집 이 발생할 수 있다. Chung과 

Chi(2001)는 새로운 체 요소를 이용하여 2개의 거듭제곱 

함수로 된 S형상 진기능재료를 제안하 다. Chi와 Chung 

(2002)은 S형상 진기능재료의 사용으로 균열체의 응력 
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도 계수를 일 수 있음을 제시하 다.

진기능재료 을 포함한 모든 구조물은 사용하  상태에

서 동 하 을 받게 된다. 그러므로 구조물의 동 응답을 정

확하게 평가하는 것은 반드시 필요하다고 할 수 있다. 한 

주기  압축하 을 받는 구조물은 작용하 의 크기가 정  좌

굴하 의 크기보다 작은 경우에도 하 의 주기와 고유진동수 

사이에 어떤 특정한 계가 성립되면 공명 상이나 동  불안

정성이 발생할 수 있다. 따라서 주기  동 하 을 받는 구조

물의 공학  안 을 하여 동  불안정성 문제에 한 연구는 

매우 요한 의미를 가진다. 많은 연구자들(Chattopadhyay 

et al., 2000; Wang et al., 2002; Dey et al., 2006)이 

층복합 에 Bolotin(1964) 방법을 용하여 동  불안정 

특성에 하여 연구하 다. 연구자들은 푸리에 수를 사용한 

주기  해를 구하 고 고유치문제를 해결하여 동  불안정 

역을 구하 다. 그러나 진기능재료 의 동  불안정 역

에 한 해석은 거의 무한 실정이다.

층복합 의 다양한 해석은 한성천과 Choi(2004), Bui 

등(2011), Shojaee 등(2012) 그리고 Thai와 Choi(2013) 

등에 의해 수행되었다. 이러한 연구들은 고   이론 혹

은 1차 단변형 이론을 용하 다. Lee 등(2008)은 진

기능재료(FGM) 의 좌굴에 해서 연구하 고 Thai와 

Choi(2013)는 진기능재료(FGM)의 처짐과 자유진동에 

하여 1차 단변형을 고려한 해석  결과를 제시하 다. 

최근들어 Jung 등(2014)은 개선된 우응력 이론을 이용하여 

미소규모 S형상 진기능재료(S-FGM) 의 좌굴해석을 수

행하 다. 두꺼운 이나 진기능재료와 같이 진보된 복합

체로 구성된 의 경우에 단변형 효과가 더 뚜렷하기 때문

에 진기능재료 의 엄 한 해석을 해 고차 단변형 이

론을 용하여야 한다. 단변형률과 단응력은 의 두께

방향을 따라 곡선 분포 하는 것으로 표 하고 의 상면과 

하면에서 0이 된다는 조건을 만족하는 고차 단변형이론은 

단보정 계수가 필요하지 않게 되었다. 탄성지반 효과를 고

려하기 하여 Pasternak 모델을 사용하 다. 수직방향 압

력은 등가 스 링으로 가정하 고 비압축성 단층이 단변

형에 항하는 것으로 가정하 다. 

본 연구에서는 Bolitin의 방법을 이용하여 고차 단변형이 

고려되고 탄성지반 에 놓인 S형상 진기능재료 의 동

하 계수와 무차원 여기진동수 평면에서의 동  불안정 역

에 한 연구를 수행하고자 한다. 정  하  계수  동  

하  계수 에 따른 고유치를 구하고 동  하  계수와 무차

원 여기진동수 평면()에서 다양한 변수에 따른 동  불

안정 역에 하여 분석하 다.

2. 고차 단변형 의 동  불안정 해석

2.1 동  불안정 해석

3차원 단변형이론을 이용한 단순지지 S형상 진기능재

료 의 동  불안정 해석을 해 립면의 변 를 식 (1)과 

같이 이  푸리에 수를 이용하여 가정하 다. 4변이 단순 지

지된 경우에 Navier 방법으로 해석  결과를 구할 수 있다. 

  


∞




∞

  (1)

  


∞




∞

   

  


∞




∞

   

  


∞




∞
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여기서,  ,   이다. 

S형상 진기능재료 의 지배방정식은 식 (2)와 같은 행

렬 형태로 구할 수 있다.

∆∆  (2)

여기서, 는 강성행렬, 는 기하강성행렬 그리고 

은 질량행렬이고 ∆는 미지의 변  함수 벡터이다.

무차원 축방향 여기하  는 좌굴하  ()을 이용

하여 식 (3)으로 표 된다.

     (3)

여기서, 는 정  하  계수이고 는 동  하  계수이

다. 한 는 여기진동수이다.

무차원 축방향 압축 여기하  를 식 (2)에 입하면 

식 (4)와 같은 S형상 진기능재료 의 동  지배방정식을 

구할 수 있다. 

∆   ∆  (4)

식 (4)는 동  불안정 해석을 한 Mathieu-Hill 방정식

이다. 식 (4)에서 좌굴하 ()을 무시하면 고유진동수를 
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Fig. 1 Elastic foundation model of FGM plate

구하는 고유치 문제가 되고 질량행렬과 조화함수 항을 무시

하면 좌굴하 을 구하는 고유치문제가 된다.

식 (4)에서 동  하  계수와 여기진동수와의 계를 구하

기 해 Bolotin의 방법을 용하면 식 (5)을 구할 수 있다.

 ± 
 


   (5)

여기서, 은 일차 가정 공명 진동수이다.

식 (5)에서 정  하  계수   동  하  계수 에 따

른 고유치를 구할 수 있고 동  하  계수와 여기진동수 평

면에서 동  불안정 역을 구할 수 있다.

2.2 Pasternak탄성지반 모델

2개의 매개변수를 갖는 탄성지반 에 놓인 진기능재료 

은 Fig. 1과 같다. 진기능재료 과 탄성지반은 화학  

결합을 하 다고 가정한다. 수직방향 압력과 단변형을 고

려한 Pasternak 탄성지반 모델을 용하 다. 수직방향 압

력은 등가스 링으로 가정하 고 비압축성 단층이 단변

형에 항하는 것으로 가정하 다. 이러한 Pasternak탄성지

반의 항은 식 (6)으로 나타낼 수 있다.

 


 ∇
 (6)

여기서, ∇ ,  그리고  는 Winkler 

지반 계수 그리고 단 지반계수를 의미한다. 탄성지반 효과로 

인해 추가되는 가상 변형에 지는 식 (7)과 같다.

  (7)







   +   

2.3 S형상 진기능재료 의 재료특성

재료의 구성성분을 연속 으로 변화시켜 진기능재료를 

제작하게 된다. 진기능재료의 특징은 연속 으로 등 화된 

성질을 가지는 비균질 미세구조라는 것이다. 진기능재료는 

체 요소의 변화에 의해 정의되고 거듭제곱 함수, 지수함수, 

혹은 체 요소를 나타내는 S형상 함수를 사용한다. 

본 연구에서는 면의 응력집 을 피하기 해 S형상 

함수를 사용하 다. 응력의 완만한 분포를 확보하기 해 2

개의 거듭제곱 함수를 이용한 체 요소를 식 (8)로 정의할 

수 있다. 


   

 
 



 ≤  ≤  (8a)


  

 
 



 ≤  ≤  (8b)

여기서, 는 S형상 진기능재료 의 두께이고 는 거듭

제곱 지수이다.

혼합법칙을 사용하여, S형상 진기능재료의 재료성질은 

식 (9)와 같이 계산할 수 있다.

 
  (9a)

 ≤  ≤ 

 
  (9b)

≤  ≤ 

여기서, 과 는 각각 의 상면과 하면의 재료성질이다.

식 (9a)와 (9b)에서 체 요소의 변화가 S형상 분포를 나

타낸다. 이러한 진기능재료 구조물을 S형상 진기능재료 

구조물이라고 한다. 탄성 직사각형을 을 고려하 을 때 

층과 아래층 면에서 재료의 성질, 탄성계수와 포아송 비는 

다르게 정의되지만 요구되는 성능에 따라 미리 규정된 값이

다. 그러나 두께방향(-축)으로 의 탄성계수, 도와 포아

송 비는 연속 으로 변하는 것으로 가정할 수 있다. 즉, 

   이며 식 (10)과 같이 표 할 수 있다. 

 
  (10a)

 ≤  ≤ 

 
  (10b)

 ≤  ≤ 

여기서, 아래첨자 는 상면을 의미하고 는 하면을 의미한
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다. 포아송 비의 변화는 무시할 수 있을 정도로 작으므로 상

수로 가정한다(Chung and Chi., 2001).

2.4 S형상 진기능재료 의 구성방정식

S형상 진기능재료 의 구성방정식은 식 (11)과 같다.
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(11b) 

S형상 진기능재료 의 합응력은 식 (12)와 같다.
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여기서, 





(13)

      























 






















 



















2.5 3차원 단변형 이론 

고차 단변형이 고려된 변 장은 식 (14)로 나타낼 수 

있다.

 


  (14)

 


 

 

여기서,  는 의 립면(0)의 한 에서의 면내 

변 들이고, 는 수직방향 변 이고  는 단변형 각이

다. 그리고 는 두께방향으로 단변형률과 단응력 분

포의 변화를 결정하는 형상함수이다. 고   이론의 변

장은  0인 경우이고 일차 단변형이론의 변 장은 

  인 경우이다. 

식 (14)은 식 (15)로 나타낼 수 있다.

 


  

  (15)

 


  

 
 

여기서,

   


    


(16)

식 (15)에서 형상함수 을 의 상면과 하면에서 

단응력이 0이 된다는 조건을 만족하는 식 (17)로 가정한다.

 


 
(17)

2.6 S형상 진기능재료 의 평형방정식 

Hamilton(Reddy, 2004)의 가상변 의 원리에서  이

론에 의한 동  평형방정식을 식 (18)과 같이 구할 수 있다. 

 




  (18)

식 (18)에 면내력 등을 입하고 부분 분 하면 식 

(19)-(23)과 같은 동  평형방정식을 얻을 수 있다.

 
 

        (19)

 
 

        (20)

 
  

   
  

  (21)
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  (22)
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Fig. 2 Dynamic instability region of laminated 

composite plate

Fig. 3 Dynamic instability region of sigmoid 

functionally graded material plate(1.0)

  
  

  
  

  (23)


 

        

   

여기서, 

 




        ,   
, 그

리고  이다. 

3. 해석 결과

3.1 해석결과 검증

본 연구에서 제안한 고차 단변형을 고려한 의 동  불

안정 특성에 한 이론의 정확성을 증명하기 하여 층복

합 의 해석결과(Dey et al., 2006)와 비교하 다. 층복

합 의 재료 성질은 식 (24)와 같다.

      (24)

     

여기서,   그리고 는 탄성계수, 단탄성계수 그리고 

포아송 비를 나타내고 과 는 강섬유의 길이방향과 수직방

향을 의미한다.

층복합 은 (0°/90°/90°/0°)로 층되어 있고 폭-두께 

비()는 25, 정  하  계수()는 0 인 경우이다. 동  

하  계수()와 무차원 여기진동수(
  기  고유

진동수)의 계를 Fig. 2에 나타내었다. 본 연구의 동  불

안정 역은 참고문헌의 결과와 잘 일치함을 알 수 있었다. 

3.2 S형상 진기능재료 의 동  불안정 해석

S형상 진기능재료 의 재료 성질은 식 (25)와 같다. 

      (25)

  ×
   ×



     ×

탄성지반계수의 무차원화는 식 (26)을 이용한다. 



 


  

 


 





(26)

무차원 여기진동수는 식 (27)로 가정한다. 




 





(27)

정  하  계수의 변화에 따른 동  불안정 역을 Fig. 

3에 나타내었다. 정  하  계수가 커질수록 동  불안정 

역이 커짐을 알 수 있었고 정  하  계수가 0.5일 때 동  

하  계수가 1이 되면 무차원 여기 진동수가 0이 되는 것을 

알 수 있다. 

Fig. 4에서는 정  하  계수가 0.5일 때 거듭제곱 지수

의 변화에 따른 동  불안정 역에 해서 검토하 다. 거



탄성지반 에 놓인 S형상 진기능재료(FGM) 의 동  불안정성에 한 연구

90 한국 산구조공학회 논문집 제28권 제1호(2015.2)

Fig. 4 Dynamic instability region of sigmoid 

functionally graded material plate(0.5)

Fig. 5 Dynamic instability region of sigmoid 

functionally graded material plate

( 0, 0.5, 10.0)

Fig. 6 Dynamic instability region of sigmoid 

functionally graded material plate

( 0, 0.5, 10.0)

Fig. 7 Dynamic instability region of sigmoid 

functionally graded material plate

( 5000, 0.5, 10.0)

듭제곱지수가 증가할수록 여기 진동수가 감소하 다. 

Winkler 탄성지반계수의 변화에 따른 동  불안정 해석 

결과를 Fig. 5에 나타내었다. 정  하  계수는 0.5이고 거

듭제곱 지수는 10인 경우를 선택하 다. 상 로 탄성지반

계수의 증가에 따라 여기 진동수가 증가되었다. 한 탄성지

반계수의 증가가 동  불안정 역을 증가시키는 것을 알 수 

있었다.

Fig. 6은 Pasternak 탄성지반계수가 동  불안정 역에 

미치는 향을 나타내었다. 정  하  계수는 0.5이고 거듭

제곱 지수는 10인 경우를 선택하 다. Winkler 탄성지반계

수에 비해 상 으로 진기능재료 의 동  불안정에 미

치는 향이 더 크다는 것을 알 수 있었다.

Winkler 탄성지반계수를 5000으로 고정하 을 때 Paste-

rnak 탄성지반계수의 변화에 따른 동  불안정 해석결과를 

Fig. 7에 나타내었다. 정  하  계수는 0.5이고 거듭제곱 지

수는 10인 경우를 선택하 다. Pasternak 탄성지반계수가 0

인 경우에 비하여 Pasternak 탄성지반계수가 500인 경우 약 

60%의 여기 진동수 증가를 유발하 다. 

Winkler 탄성지반계수가 5000이고 Pasternak 탄성지반

계수가 500인 경우에 정  하  계수의 변화에 따른 동  

불안정 해석결과를 Fig. 8에 나타내었다. 거듭제곱 지수는 

10인 경우를 선택하 다. 탄성지반 계수의 효과가 고려되지 

않은 경우와 체 인 결과의 분포는 비슷한 형상을 나타내
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Fig. 8 Dynamic instability region of sigmoid 

functionally graded material plate

( 5000,  500, 10.0)

었다. 그러나 여기 진동수가 3.2배 증가하 고 정  하  계

수의 증가는 동  불안정 역을 증 시키며 좌표 원 으로 

이동시키는 것을 알 수 있었다. 본 제는 탄성지반 효과가 

동  불안정 역에 미치는 정확한 비교자료가 될 수 있을 

것으로 단된다. 한 탄성지반 효과가 고려되지 않은 경우

와 마찬가지고 정  하  계수가 0.5일 때 동  하  계수가 

1이 되면 무차원 여기 진동수가 0이 되는 것을 알 수 있다.

4. 결    론

고차 단변형을 고려한 S형상 진기능재료 의 동  불

안정성에 하여 연구하 다. Hamilton 정리를 이용하여 동

 평형방정식을 유도하 고 Mathieu-Hill 방정식에서 동

하 계수와 여기진동수와의 계를 구하기 해 Bolotin 방

법을 이용하 다. 정확한 탄성지반 효과를 고려하기 하여 

Pasternak 탄성지반 모델을 사용하 고 해석 인 결과를 구

하기 해 Navier 방법을 용하여 동  불안정 역을 구

하 다. 정  하  계수, 탄성지반 효과 등에 따른 동  불안

정 해석을 통해 몇 가지 결론을 도출하 다. 

(1) S형상 진기능재료 의 거듭제곱 지수 증가는 동  

불안정 역을 감소시켰다. 거듭제곱 지수의 증가는 

S형상 진기능재료 의 강성을 감소시키는 것으로 

단된다. 

(2) 탄성지반 계수의 증가는 S형상 진기능재료 의 동  

불안정 역을 증가시켰으며 Pasternak 탄성지반계수

는 최  60%까지 여기진동수의 증가를 유발하 다. 

(3) Pasternak 탄성지반 계수가 Winkler 탄성지반 계수

에 비해 동  불안정 역의 변화에 미치는 향이 

상 으로 더 컸다. 

(3) 정  하  계수의 증가는 동  불안정 역을 증 시

키며 동  불안정 역을 좌표 원 으로 이동시켰다. 

진기능재료 의 동  불안정성에 한 연구가 매우 부

족한 상황에서 여러 가지 변수에 따른 정확한 해석 자료를 

제공하는 유용한 수단이 될 수 있으며 이러한 자료들은 향후 

진기능재료 의 동  불안정 역을 연구하는 연구자들을 

한 참고자료가 될 수 있을 것으로 단된다.
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