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Ⅰ. 서 론

수학적 증명은 수학적 발견에 대한 정당화를 

형식적 방법으로 표현한 것이라 할 수 있다. 수

학적 발견은 귀납이나 유추 등의 추론에 의해 

이루어지는 경우가 많은데, 추론 과정에서 다루

어지는 사례는 특수하고 구체적이다. 그러나 특

수하고 구체적인 사례는 일반적인 경우로 확장

되며, 확장된 내용(진술)이 정당함을 형식적 표

현에 의해 연역적으로 증명하게 된다. 특히 기하 

증명의 경우, 증명을 위해 그림이 보조적으로 사

용되는 경우가 많은데, 이때 일반성을 부여받은 

하나의 특정한 도형이 대표적으로 사용된다. 따

라서 수학적 이론인 정리는 일반화되지만 증명

은 특수한 도형에 의존하며, 사용되어지는 도형

은 일반성을 부여받지만 특수한 사례일 뿐이다.

한편, 증명의 서술(敍述)은 사용된 도형에 기초

하여 이루어지지만, 증명의 일반화는 그림 상황

에 보이는 대로가 아닌 해석의 확장과정을 거치

기도 한다.

그러므로 사용된 도형의 특수성과 정리의 일

반성 그리고 사용된 도형과 증명서술이 가지는 

대표성 등이 복합적으로 작용하여 수학적 사실

에 대한 하나의 증명이 완성되는 것이다. 그런데 

이와 같은 복합적 상황이 기하 증명을 이해하는

데 있어 어려움을 초래한다.

기하 증명의 어려움에 대한 연구는 크게 두 

가지로 나눌 수 있는데, ‘증명 작성에 관한 것

(서동엽, 1999 ; 김창일ㆍ이춘분, 2008 ; 김창일

ㆍ정승진ㆍ윤혜순, 2004 ; 나귀수, 1998 ; 김명지,

2009)’과 ‘학습한 증명의 이해에 대한 것(장혜원,

2013 ; 장혜원ㆍ강정기, 2013 ; 나귀수, 2009)’이 

그것이다.
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본 연구에서는 중점연결정리의 사각형으로의 확장을 소재로 학교수학에서 다루어

지는 증명의 대표성에 대해 고찰하였다. 다양한 사각형을 생각하고, 그에 맞는 중점

연결정리의 확장을 증명하였으며, 이들 증명 간의 관계를 파악하여 학교수학에서의 

증명이 대표성을 가짐을 보였다. 한편, 이러한 내용에 기초한 실태조사에서 학생들은 

사각형 종류의 일부만을 찾았으며, 찾은 사각형 각각에 대한 증명은 쉽게 완성하였으

나, 같은 수학적 사실을 증명하고 있음에도 대상 도형이 바뀌면 다른 증명 방법이나 

수학적 개념을 사용하는 경향을 보였다. 따라서 증명들 간의 관계를 파악하는 것을 

어려워하였다. 이러한 사실들은 구체적 도형에 대한 증명은 할 수 있으나, 증명들 간

의 관계를 이해하여 일반화하는 증명의 대표성에 대한 이해는 부족함을 보여준다. 따

라서 증명활동이 유기적이고 의미론적으로 이루어질 필요가 있음을 알 수 있다.
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특히, 증명 작성에 관한 어려움으로 서동엽

(1999)은 문장으로 주어지는 명제를 기호로 표현

하는 것, 가정을 정확히 그림에 나타내는 것을 

들고 있으며, 나귀수(1998)와 김명지(2009) 역시 

수학적 기호를 이용한 표현의 어려움을 주장하

였다.

또한, 증명의 이해와 관련해서 장혜원ㆍ강정기

(2013)는 증명은 정리의 일반성에 대한 입증이지

만 학생들은 증명을 수행했음에도 불구하고 일

반성을 인식하지 못하여 증명의 의의 자체를 충

분히 이해하지 못하며, 이로 인해 정리의 내용에 

대한 확신을 갖지 못하거나 특수한 경우에 대한 

확인을 요구하는 반응을 보이기도 한다고 하였

다. 한편, Schoenfeld(1986)도 학생들이 그 명제가 

참임을 밝히라는 문제에 대해 증명을 이미 배웠

음에도 불구하고 자와 컴퍼스를 가지고 ‘추측 

– 테스트 – 추측 - 테스트⋯’를 반복하는 경

험적 접근 방식을 시도하였다고 보고하고 있다

(나귀수, 2009 재인용).

본 연구에서는 ‘도형의 대표성’과 ‘증명서술의 

대표성’을 합하여 ‘증명의 대표성’이라 부르기로 

한다. 증명의 대표성은 수학적 사실에 대한 증명

이 개개의 사례를 함의한다는 포괄성을 의미하

는데, 이를 ‘일반성’(國宗進, 1992, 数学教育学研

究会, 1994 재인용 ; 장혜원ㆍ강정기, 2013)이라 

부르기도 한다. 본 연구에서는 증명에 사용된 도

형과 증명서술로 정리가 증명되지만, 증명에 사

용된 도형이 범주 내의 일반적 대상을 나타낸다

는 일반성과 증명서술이 일반적 도형에 대한 증

명이라고 하는 일반성에 초점을 두는 것1)이 아

니라, 각각의 도형과 증명서술이 가지는 사례별 

증명의 구체성과 각 증명들 간의 관계맺음에 더 

초점을 두고, 교과서에서 다루고 있는 증명이 이

들을 대표할 수 있는 개념임을 강조하기 위하여 

‘대표성’이란 용어를 사용한다.

증명 교육에서 증명의 대표성에 대해 탐구하

는 것은 발견과 정당화의 맥락뿐 아니라 그러한 

증명들 간의 관계를 조직하고 종합할 수 있는 

좋은 주제가 될 수 있다. 또한 대표성에 대한 지

도는 다양한 사례의 증명을 통한 해법을 통일성 

있게 볼 뿐 아니라 증명의 대상을 다양화하는 

과정에서 또 다른 발견이나 인식의 확장이 일어

나므로 2007 개정 수학과 교육과정 해설(교육과

학기술부, 2008)의「교수ㆍ학습 방법」에서 밝히

고 있는 다음 내용의 지도에 적합한 소재가 될 

수도 있다.

① 귀납ㆍ유추 등을 통해 학생 스스로 수학적 

사실을 추측하게 하고, 이를 정당화하거나 

증명해 보일 수 있다2).

② 수학적 사실이나 명제를 분석하고, 수학적 

관계를 조직하고 종합하며, 학생 자신의 사

고 과정을 반성하게 한다.

따라서 본 연구에서는 중점연결정리의 확장을 

소재로 증명의 대표성에 대한 이론적 고찰을 하

고, 이를 반영한 수업을 통해 학생들의 실태조사

를 하여 증명교육에의 시사를 얻고자 한다. 아울

러 연구의 초점은 수학적 지식의 습득이 아닌 

증명의 대표성에 대한 인식과 실태에 있음을 밝

혀둔다.

1) 이것은 결과론적인 관점으로, 제시된 증명에서의 도형과 증명서술이 정리기술의 범주에 해당하는 도형 
전체를 나타내고 있음을 인식하는 일반성을 의미한다. 반면 본 연구에서는 과정적 관점에서, 각 사례에 
대한 증명과 관계맺음을 통해 왜 일반적으로 다루어지고 있는 도형과 증명서술이 정리기술의 대상과 증
명서술로 대표될 수 있는가를 경험하게 하자는데 초점이 있다.

2) 2009 개정 수학과 교육과정(2011)에서는 ‘정당화하거나 증명해 보일 수 있다’를 ‘정당화할 수 있게 한다’

로 수정하였다.
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Ⅱ. 선행연구

小関 외(1992)는 증명의 의의가 이해되었다고 

하는 경우를 다음 두 관점을 판단의 기준으로 

하고 있다(数学教育学研究会, 1994 재인용).

A. ‘증명의 일반성’을 이해시킨다.

① 정리는 전칭명제라는 것의 이해

② 증명에는 일반성이 있다는 것의 이해

③ 그림은 대표라는 것의 이해

④ 실험, 실측에 의한 방법의 특징 이해

B. ‘추론의 구성’을 이해시킨다.

① 가정ㆍ결론, 증명의 이해

② 근거가 되는 내용, 정의의 의미의 이해

③ 순환 논법이 불합리하다는 것의 이해

④ 체계(국소적인 구조화)의 이해

小関 외는 증명의 일반성의 하위 개념으로  

증명의 일반성과 도형의 대표성을 말하고 있는

데, 상위개념의 증명의 일반성은 구성된 증명의 

일반성으로, 하위 개념은 증명서술의 일반성으로 

볼 수 있다. 또한 강정기(2014)는 기하적 증명은 

그림으로 제시되는 도형 표현에 의존하며, 이는 

대수 증명과 대별되는 측면이라고 밝히고, 도형 

표현의 특수성에 대해 다음과 같이 주장하였다.

기하 증명에서 도형 표현은 매개 도구로써 작

용하며, 도형 표현을 어떤 식으로 표상하는가는 

기하 증명 이해의 관건이 된다. 특히 國宗進3)은 

기하 증명에 사용되는 도형 표현이 대표성을 띈 

것임을 지적하였는데, 대표성은 도형 표현에 표

면적으로 드러나는 특성이 아니다. 즉, 주어진 

특수한 도형 표현 자체만으로 그것의 대표성에 

대한 증거를 찾기는 어렵다.

기하학적 증명에서는 그려지는 도형에 따라 

결과나 증명서술이 달라진다. 즉, 증명서술은 그

려지는 도형 표현에 의존하게 된다. 따라서 그려

지는 도형이 일반성을 갖기 위해서는 그 도형의 

대표성에 대한 이해가 필요하다.

한편, 장혜원 외(2013)는 기하 정리 및 증명에

서 도형 표현이 지닌 이중적 위상은 두 가지 측

면에서 논의될 수 있다고 하였다. 도형 표현의 

구체성과 그 표현이 함의하는 도형 개념의 추상

성, 그리고 주어진 도형 표현 자체만을 고려하는 

특수성과 주어진 조건의 도형 전체를 고려해야 

하는 일반성이라고 보았다.

교과서에서 다루는 증명문제는 가장 전형적인 

특징을 가진 그림과 증명서술을 다루고 있다. 그

러나 장혜원 외(2013)에 의하면, 학생들은 증명

에 이용된 특정 도형 표현이 함의하는 일반성을 

인식하지 못한 채 그 표현 자체에 대한 것으로 

이해하는 경우가 많으며, 결국 학생들은 증명 및 

정리의 범위를 주어진 도형 표현에 국한시켜 사

고하는 경험을 갖게 된다고 한다.

Ⅲ. 중점연결정리의 확장을 통해

본 증명의 대표성

1. 교수학적 고찰

중점연결정리의 사각형으로의 확장은 삼각형에 

대한 중점연결정리의 학습 후 다루어진다. 2007

개정 수학과 교육과정(교육과학기술부, 2008)에

서는 ‘중점연결정리’를 소단원으로 교육과정에 

포함하였지만, 2009 개정 수학과 교육과정(교육

부, 2011)에서는 삭제되었다. 따라서 2009 개정 

3) 이 내용은 小関熙純(1992)의 「図形の論証指導」에 실린 國宗進의「‘論証の意義’の理解に関する発達的研

究」에 담긴 내용이다. 본 연구에서는 이 내용이 소개된 数学教育学研究会(1994)를 참고하였는데, 그 곳
에서는 小関 외(小関ら)로 적고 있다.
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수학과 교육과정을 적용한 교과서는 삼각형의 

중점연결정리라는 용어를 사용하지 않고 ‘삼각

형과 평행선’이란 소단원에서 예제나 문제로 다

루고 있으며[그림 III-1], 사각형으로의 확장은 일

부 교과서에서 특정 사각형에 대해서만 다루고 

있다[그림 III-2].

[그림 III-1] 삼각형의 중점연결정리에 대한 2009

개정 교육과정 적용 교과서 예 

(고호경 외, 2013)

[그림 III-2] 특정사각형에 대한 중점연결정리 

확장의 2009 개정 교육과정 적용 교과서 예

(신준국 외, 2014)

이처럼 2009 개정 수학과 교육과정에서는 ‘삼

각형의 중점연결정리’란 용어를 사용하지 않고 

문제로 다루므로, 사각형으로의 확장도 이와 연

계하여 다룰 수 없다. 따라서 특수한 사각형을 

예로, 삼각형의 합동조건과 변의 길이에 대한 평

행사변형의 성질을 이용하여 증명하고 있다. 즉,

두 성질은 관련 없는 별개의 수학적 지식으로 

다루어지고 있다.

그런데 본 연구는 증명의 대표성 탐구가 목적

으로, 목적에 맞는 수학적 지식의 재구성이 필요

하다. 그리고 이러한 탐구활동을 위해 삼각형의 

중점연결정리와 임의의 사각형으로의 확장이 소

재로 이용되므로, 이들 두 수학적 지식이 개연적

으로 다루어졌던 2007 개정 수학과 교육과정을 

적용한 교과서의 내용을 기초로 한다. 일반적으로 

학교수학에서 다루어지는 삼각형의 중점연결정리

와 사각형으로의 확장에 대한 정리기술과 증명은 

다음과 같다(이강섭 외, 2010). 이 정리와 증명은 

학교수학에서 대표성을 부여받은 것으로, 증명의 

대표성 탐구 활동의 출발점이자 대상이 된다.

정리. 삼각형의 중점연결정리

삼각형의 두 변의 중점

을 연결한 선분은 나머

지 변과 평행하고, 그 

길이는 평행한 변의 길

이의 

이다. 즉,

    


증명.

삼각형 에서 두 변   의 중점을 

각각  라고 하면,

        

∴ 

또,         이므로

  
 

이다.
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문제. 사각형으로의 확장

오른쪽 그림과 같이 의 네 변 

   의 

중점을 각각 

   라고 할 때,

는 평행사

변형임을 증명하여라.

증명.

의 대각선 를 그으면 ∆
에서 점  는 각각 변  의 중점이

므로 삼각형의 중점연결정리에 의하여 

    
 ⋯ ①

같은 방법으로 ∆에서

    
 ⋯ ②

①, ②에서 

   

따라서 는 평행사변형이다.

2. 중점연결정리 확장에서의 증명의 대표

성에 관한 고찰 

중점연결정리의 사각형으로의 확장인 ‘임의의 

사각형의 네 변의 중점을 연결한 사각형은 평행

사변형이다’는 수학적 사실에 대해 수학적 정리

와 증명의 구성과정을 생각해보자.

중점연결정리의 확장에서 임의의 사각형 대신 

마름모를 생각하면 직사각형이, 등변사다리꼴을 

생각하면 마름모가, 평행사변형을 생각하면 평행

사변형이, 직사각형을 생각하면 마름모가, 정사

각형을 생각하면 정사각형이 생긴다. 그리고 이

들에 대한 증명서술도 조금씩 차이가 난다. 하지

만 결과물인 직사각형, 마름모, 평행사변형, 정사

각형, 이 모두를 아우르는 가장 작은 범주의 대

상이 평행사변형이므로 결과물에 대한 정리기술

은 가장 포괄적이며 일반적인 ‘평행사변형’에 대

표성을 부여한다. 그리고 다양한 사각형들을 함

의하는 ‘임의의 사각형’으로 정리기술이 이루어

진다.

그 후 이 정리기술에 대한 증명을 하게 되는

데, 이때의 일반성을 가진 증명이 정리기술에 대

한 ‘증명의 대표성’을 가진다. 그리고 일반성을 

가진 증명에 사용되는 일반성을 가진 구체적인 

도형이 ‘도형의 대표성’을 가지며, 이 도형에 준

하지만 정리기술의 요소를 고려하여 일반성을 

가지고 서술되는 증명서술이 ‘증명서술의 대표

성’을 가진다. 즉, 사용되는 도형이 등변사다리

꼴일 때 생겨난 도형은 마름모이지만, 등변사다

리꼴은 임의의 사각형을 대표하고 있으며, 정리

기술에서 평행사변형임을 주장하고 있으므로 마

름모가 아닌 평행사변형임을 보이는 수준에서 

증명서술이 이루어진다. 그리고 이 증명서술이 

대표성을 부여받아 정리기술에 대한 증명서술이 

된다.

이처럼 증명에 사용되는 각 도형과 그 도형에 

맞는 각각의 증명서술이라는 구체성은 이들을 

아우르는 정리기술, 대표성을 가지는 도형, 대표

성을 가지는 증명서술로 인해 일반화된다.

결과적으로 각 사각형의 경우에 대한 결과들

을 아우르는 것이 평행사변형일 뿐 구체적인 증

명의 맥락은 다르며, 일단 정리기술이 이루어지

고 나면 어떤 도형이 대표성을 가지든 대표성을 

가진 증명서술로 증명이 이루어진다. 즉, 그려지

는 도형은 정리기술의 범주에 해당하는 한 증명

서술에 영향을 미치지 않는 것이다. 도형이 가지

는 이런 이중적 대표성4)이 증명을 이해할 때 어

4) 각 도형 사례로부터 이들을 대표할 일반화된 도형이 대표성을 가지게 되지만, 정리기술이 이루어지고 
나면 그려지는 도형은 기술한 도형의 범주에 드는 한 어떤 도형이라도 대표성을 가지므로 그려진 도형
은 특수성과 일반성을 같이 가지게 된다. 따라서 도형의 대표성은 이중적인 의미를 가진다.
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려움으로 작용한다. 이 과정을 도식화하면 다음

과 같다.

[그림 III-3] 중점연결정리의 확장과 증명 구성 과정

따라서 일반적인 수학적 정리와 증명의 구성 

과정은 다음과 같다.

[그림 III-4] 수학적 정리와 증명의 구성 과정

그렇다면 사례들이 가지는 각각의 구체성, 대

표성을 부여받은 도형, 그리고 증명서술은 어떤 

관계가 있는 것일까? 증명활동에 제시되는 특수

한 도형과 증명서술은 왜 대표적이라 할 수 있는

가? 이것은 자연스러우면서도 중요한 질문이다.

중점연결정리의 확장에서 증명의 대상은 사각

형이다. 사각형은 볼록사각형과 오목사각형 그리

고 꼬인사각형5)으로 나눌 수 있는데, 2009 개정 

수학과 교육과정(교육과학기술부, 2011)에서는 

중학교 ‘기하’영역의 <교수ㆍ학습상의 유의점>

에서 다각형과 다면체를 볼록인 경우로 한정하

고 있다. 그러나 다양한 사고관점과 창의적 사고

력의 신장이란 측면과 증명의 대표성에 대한 이

해를 위해서는 이들 내용의 지도가 필요하다. 또

한 한정된 사각형만을 학습함으로써 가지게 되

는 사각형 개념 및 정의에 대한 오개념이나 인

식론적 장애를 극복할 수 있는 방안이 될 수도 

있다.

한편, 일반적인 볼록사각형에서 한 점을 이동

시키는 사고로 여러 사각형을 찾을 수 있다. 다

음은 볼록사각형에서 한 점을 이동하며 찾은 사

각형의 종류이다.

유형 1

볼록사각형

유형 2

점 와 점 가 겹친 

사각형

5) 꼬인사각형(COMPLEX)은 꼬인사변형이라고도 하는데, 공간에서의 사각형 개념이다(배수경, 2009). 하지
만 본 연구에서 <유형 5>는 평면상의 도형이다. 그러나 겹친다는 개념을 공간적으로 해석하면 꼬인사각
형과 같은 것으로 볼 수 있다. 여기서는 한 점을 움직여 생각할 수 있는 사각형의 종류를 찾는 것으로 
단순화하여 생각한다. 이러한 관점은 秋山武太郎(1919)에서 볼 수 있다.
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유형 3

점 가 선분 

위에 있는 사각형

유형 4

오목사각형

유형 5

꼬인사각형

유형 6

점 와 점 가 겹친 

사각형

[그림 III-5] 사각형의 종류6)

또한, 유형 4는 움직이는 점(동점)의 위치에 

따라 다음 두 가지로 나눌 수 있다.

유형 4-1

점 가 ∆의 

내부에 있는 사각형

유형 4-2

점 가 ∆의 

외부에 있는 사각형

[그림 III-6] 유형 4의 종류

그리고 유형 5는 크게 두 가지로 나눌 수 있

으나, 생기는 사각형이 특수한 경우를 포함하여 

모두 세 가지로 나눌 수 있다.

유형 5-1

점 가 ∆의 

외부 중 선분 

쪽에 있는 사각형

유형 5-2

점 가 ∆의 

외부 중 선분 

쪽에 있는 사각형

유형 5-3

점 가 점 를 

지나고 선분 와 

평행한 직선 위에 

있는 사각형

[그림 III-7] 유형 5의 종류

최종적으로 증명의 대상이 되는 사각형은 <유

형 1>, <유형 2>, <유형 3>, <유형 4-1>, <유형 

4-2>, <유형 5-1>, <유형 5-2>, <유형 5-3>, <유

형 6>이 된다.

그리고 평행사변형이 될 조건은 다음과 같다.

① 두 쌍의 대변이 각각 평행하다.

② 두 쌍의 대변의 길이가 각각 같다.

③ 두 쌍의 대각의 크기가 각각 같다.

④ 두 대각선이 서로 다른 것을 이등분한다.

⑤ 한 쌍의 대변이 평행하고, 그 길이가 같다.

6) 사각형의 정의는 ‘도형의 일종으로, 네 개의 점을 연결한 네 개의 선분으로 둘러싸인 도형이다. 각각의 
점을 꼭짓점이라고 하고, 각 점을 연결한 선분을 변이라고 한다(브리태니커, 2015.)’ 또는 ‘4개의 직선으
로 둘러싸인 평면도형(日本数学教育学会, 2007)’이다. 2009 개정 수학과 교육과정에 따른 한국의 교과서
(교육과학기술부, 2013)에서는 다음과 같이 제시하고 있다.
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따라서 증명은 이들 중 어느 하나를 사용하여 

평행사변형임을 보이게 된다. 이때 증명의 대표

성을 유도하기 위해서는 각 유형의 증명에서 중

점연결정리를 활용하여야 하며7), 사용되는 평행

사변형이 될 조건이 동일해야 함에 유의해야 한

다. 각 유형의 대표적 증명은 다음과 같다.

<유형 1>의 증명

사각형 의 각 

중점을    

라 하자. 점  를 

이으면 ∆와 

∆가 얻어진다.

삼각형의 중점연결정리에 의해, ∆에서

  ,   


이다. 또한 ∆에서

  ,   


이다. 따라서   이고  이다. 그

러므로 사각형 는 평행사변형이다.

<유형 2>의 증명

사각형 의 각 

중점을    라 

하자. 점 와 의 

중점 는 와 가 

같은 점이므로 , 

와 같은 점이 된다.

∆에서 삼각형의 중점연결정리에 의해,

  ,   


이다. 그리고 

  ,   


이다. 따라서   이고  이다. 그

러므로 사각형 는 평행사변형이다.

<유형 3>의 증명

사각형 의 각 

중점을    라 

하자. 점 와 를 

이으면 ∆에서

삼각형의 중점연결정리에 의해,

  ,   


이다. 또한 ∆에서

  ,   


이다. 따라서   이고  이다. 그

러므로 사각형 는 평행사변형이다.

<유형 4-1>의 증명

사각형 의 각 

중점을    라 

하자. 점 와 를 

이으면 ∆에서

삼각형의 중점연결정리에 의해,

  ,   


이다. ∆에서  

  ,   


이다. 따라서   이고  이다. 그

러므로 사각형 는 평행사변형이다.

7) 다른 방법으로 증명할 수도 있으나, 학교수학에서 중점연결정리의 확장은 중점연결정리의 활용으로 다
루어지므로 본 연구에서는 이 점을 고려하였다.
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<유형 4-2>의 증명

사각형 의 각 

중점을    라 

하자. 점 와 를 

이으면 ∆에서

삼각형의 중점연결정리에 의해,

  ,   


이다. 또한 ∆에서 

  ,   


이다. 따라서   이고  이다. 그

러므로 사각형 는 평행사변형이다.

<유형 5-1>의 증명

사각형 의 각 

중점을    

라 하자. 점  를 

이으면 ∆와 

∆가 얻어진다.

삼각형의 중점연결정리에 의해, ∆에서

  ,   


이다. 또한 ∆에서 

  ,   


이다. 따라서   이고  이다.

그러므로 사각형 는 평행사변형이다.

<유형 5-2>의 증명

사각형 의 각 

중점을    

라 하자. 점  를 

이으면 ∆와 

∆가 얻어진다.

삼각형의 중점연결정리에 의해, ∆에서

  ,   


이다. 또한 ∆에서

  ,   


이다. 따라서   이고  이다. 그

러므로 사각형 는 평행사변형이다.

<유형 5-3>의 증명

사각형 의 각 

중점을    라 

하자. 점  를 이으

면 ∆와 ∆
가 얻어진다. 삼각형의 

중점연결정리에 의해, 

∆에서

  ,   


이다. 또한 ∆에서

  ,   


이다. 따라서   이고  이다. 그

러므로 사각형 는 평행사변형이다.

사실 이 경우는 중점    가 한 직선 

위에 있는 경우이다.

<유형 6>의 증명

사각형 의 각 

중점을    라 

하자. 점 와 가 같

으므로 와 가 같

고, 와 가 같다.

따라서 생긴 도형은

직선이다. 그리고 와 를 이으면 삼각형의 중
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점연결정리에 의해,

  ,    


이다. 그러므로 사각형 는 평행사변형이

다.

<유형 2>와 <유형 6>의 증명에 있어 학생들은 

중복장애(김남희 외, 2011)를 보일 가능성이 있

다. 즉, 하나의 점이 두 개 이상의 점을 의미할 

경우 학생들은 이해에 어려움을 느낀다. 그리고 

<유형 3>의 경우도 포함하여 ‘점이 두 개 겹친

다’거나 ‘직선 위에 한 점이 놓인다’는 것은 공

간적으로 직선 위에 얹혀 있는 것인지, 직선의 

일부인지와 같은 맥락의 문제를 제기한다. 또한,

겹치는 두 직선이 평행사변형을 구성할 수 있는

지의 문제도 안겨준다. 중점을 구할 때는 문제시

되지 않던 것이 사각형의 종류나 평행사변형임

을 보이는 맥락에서는 문제가 된다. 하지만 본 

연구에서는 ‘네 개의 점을 연결한 네 개의 선분

으로 둘러싸인 도형’을 사각형이라 하였으며, 겹

치는 두 점도 서로 다른 점으로 보았다. 따라서 

이 경우도 사각형으로 인정하여 구성요소에 의

한 형식적 조작을 논의의 대상으로 한다. 그러므

로 동점으로 인한 사각형의 변화를 생각하는 활

동은 본래 다른 점인 동점이 점이나 선에 겹쳐 

그려진 것뿐이라는 이미지를 주어 사각형을 인

식하는데 도움을 준다.

살펴본 바와 같이 각각의 사각형은 동점의 연

속적 변화로 위치만 달라질 뿐 같은 요소와 구

조를 가지고 있다. 따라서 증명서술에는 변화가 

없으며, 증명서술의 구체적 기호표현이 달라질 

뿐이다. 따라서 같은 증명법으로 해결할 수 있

다. 그리고 학교수학에서 일반적으로 다루고 있

는 대표적인 증명은 <유형 1>임을 알 수 있다.

[그림 III-8] 동점에 따른 사각형과 평행사변형

이와 같이 구체적인 경우에 대한 증명활동으

로부터 공통의 증명요소들을 찾을 수 있고, 공통

의 증명요소는 모든 대상 범주에 적용 가능함을 

알게 됨으로써, 어떤 도형을 사용하더라도 그 도

형은 일반적 정리기술에 대한 대표성을 가지며,

증명서술은 그려진 그림이 아닌 정리기술의 내

용에 의해 결정됨을 인식할 수 있다. 이 과정에

서 학생들은 다음과 같은 경험을 하게 된다.

① 보조선의 필요성 및 유용함을 경험할 수 있

다.

② 극단적 사례를 발견할 수 있으며, 그 증명에 

대해 궁리하고 극복해내는 경험을 할 수 있

다.

③ 한 점을 움직이며 생겨나는 사각형의 탐구를 

통해 심상의 발전을 가져온다.

④ 증명의 개요는 같으나 내부 요소는 도형에 

따라 다름에도 불구하고 하나의 증명으로 수

렴하는 관계성을 탐구할 수 있는 기회를 가

진다.

⑤ 학교수학에서 다루어지는 증명의 대표성과 

기하증명에서의 도형의 대표성을 개연성 있

게 이해할 수 있다.
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Ⅳ. 증명의 대표성에 대한 실태

조사

1. 연구방법과 내용

가. 연구대상

경남 소재 ◦◦고등학교 1학년 학생 24명을 

대상으로 2015년 2월 4일과 6일, 3단위 수업을 2

회 실시하였다. 수업의 주제는 ‘증명의 대표성에 

관한 고찰’이었으며, 수업의 소재는 ‘중점연결정

리의 확장’이었다.

첫 번째 수업에서는 다양한 사각형에 대해 생

각해 보고, 삼각형의 중점연결정리와 증명, 사각

형으로의 확장 내용과 증명을 상기하였다. 그리

고 자신들이 찾은 각 사각형에 대해 중점연결정

리의 확장을 증명하는 활동을 하였다.

두 번째 수업에서는 사각형의 종류에 따른 증

명과 학교수학에서 다루고 있는 증명과의 관련

성을 탐구하였다.

‘중점연결정리’와 ‘사각형으로의 확장’은 중학

교 2학년에서 다루어지지만, 연구 주제가 ‘증명

의 대표성’에 관한 것이므로 어느 정도의 증명 

능력과 관계 이해 능력이 요구된다. 따라서 학습 

시기가 너무 동떨어지지 않으면서 기하학적 증

명 교육을 이수한 고등학교 1학년생을 대상으로 

하였다.

나. 연구방법과 수업절차

학생활동 이전에 수학교사와 연구자는 3회에 

걸친 논의를 통해 수업계획 및 수정을 하였다.

수학교사는 교직경력 13년으로 수학교육학 박사

과정을 수료하였다.

수업형태는 단계에 따른 개별 증명활동과 토

론이었다. 연구 목적이 증명의 대표성에 대한 학

생들의 실태를 조사하기 위한 것이었으므로 교

사의 지도는 활동 방향을 지시하는 발문으로만 

한정하였다. 연구자는 수업을 실시할 교사에게 

연구의 내용과 취지를 이해시키고, 수업 절차,

워크시트, 발문 내용 등을 논의하였다. 각 사각

형에 대한 증명 예는 교사에게 주어지지 않았는

데, 수업에서의 교사의 간섭을 최소화하기 위한 

조처였다. 구체적인 수업 절차는 다음과 같다.

<단계 1> 볼록사각형에서 시작하여 

한 점을 이동하면서 다양한 사각형

들을 생각하게 한다.

<단계 2> 삼각형의 중점연결정리와 

사각형으로의 확장 내용과 증명을 

상기한 후, 자신들이 찾은 사각형 각

각에 대하여 중점연결정리의 확장을 

증명을 하게 한다. 

<단계 3> 각 유형에 대한 증명들과 

학교수학에서 다루는 증명 사이의 

관계에 대해 탐구하도록 한다.

[그림 IV-1] 수업절차

다. 연구결과

각 수업 단계에 따른 학생반응은 다음과 같다.

단계 1: 학생들은 <유형 1>과 <유형 4>는 쉽

게 찾았으며, 학생들 간의 의사소통 과정에서 

<유형 5>도 찾았다. <유형 2>와 <유형 3>은 사

각형이 아니라고 생각하여 처음에는 기입하지 

않았다. 하지만 사각형의 정의를 교사가 환기시

킨 후 추가하였다. <유형 6>의 경우는 찾지 못

하였다. 그리고 학생들은 동점의 위치에 따른 세

부적인 분류보다는 사각형의 모양에 집중하는 

경향을 보였다.
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단계 2: 증명활동에서는 삼각형의 중점연결정

리에서 얻어지는 ‘평행관계’와 ‘길이관계’가 학

생 자신이 선택한 ‘평행사변형이 될 조건’과 관

련하여 사용될 것과 각 유형의 증명에서 일관성 

있는 전개가 이루어질 것으로 기대되었다.

중점연결정리의 증명은 비교적 쉬운 증명이므

로 <표 IV-1>에서 알 수 있듯이 대부분의 학생

들이 증명을 완성하였다.

<표 IV-1> 각 유형별 정답자 수

유형 

1

유형 

2

유형 

3

유형 

4

유형 

5

유형 

6

22 20 19 19 21 0

그러나 구체적 사각형들에 대한 증명활동 전

에 중점연결정리를 사각형으로의 확장 증명에 

활용함을 상기(학습)하였음에도 이를 고려하지 

않은 답안들이 있었다. 이러한 경향은 <유형 3>,

<유형 4>, <유형 5>에서 두드러지게 나타났다.

<표 IV-2> 삼각형의 중점연결정리를 사용한 유

형별 답안의 수

유형 

1

유형 

2

유형 

3

유형 

4

유형 

5

유형 

6

14 11 8 8 9 0

<표 IV-3> 닮음을 사용한 유형별 답안의 수

유형 

1

유형 

2

유형 

3

유형 

4

유형 

5

유형 

6

5 8 11 10 11 0

그 외에도 닮음과 중점연결정리를 혼용하여 

사용한 학생들이 <유형 1>에 3명(학생 A, B, C),

<유형 2>에 1명(학생 D), <유형 3>에 1명(학생 

E), <유형 4>에 1명(학생 E), <유형 5>에 1명(학

생 E) 있었다.

이것은 중점연결정리의 증명과정이 영향을 미

쳤다고 할 수 있지만, 증명활동의 주제와 목적성

에 대한 인식이 충분하지 못했음을 시사하고 있

다. 또한 기하적인 증명에 문자를 사용하는 학생

들도 있었다.

[그림 IV-2] 문자를 사용한 학생 예

한편, 증명에 사용된 평행사변형이 될 조건은 

<표 IV-4>와 같다. 조건 ①은 학교수학에서의 평

행사변형의 정의이며, 삼각형의 중점연결정리와

의 연결성에서 보면 ‘평행관계’와 ‘길이관계’를 

동시에 가지는 조건 ⑤의 선택이 자연스럽다. 학

교수학에서의 증명도 조건 ⑤를 사용하고 있다.

하지만 학생들은 사각형의 유형에 따라 조건을 

다르게 선택하는 경향이 있었다. 중점연결정리를 

활용하였다고 밝힌 학생들 중에도 선택된 조건

에 따라 ‘평행관계’나 ‘길이관계’의 일부만을 서

술하는 경우가 많았다. 따라서 학생들은 중점연

결정리의 확장을 임의의 사각형이 아닌 특수한 

사각형에 대해 각각의 개별적 사례로 보고 독립

적으로 증명하고 있음을 알 수 있다.

<표 IV-4> 유형별 사용된 평행사변형이 될 조건

유형 1
조건 1 조건 2 조건 5

8 14 0

유형 2
조건 1 조건 2 조건 5

6 8 6
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유형 3
조건 1 조건 2 조건 5

3 4 11

유형 4
조건 1 조건 2 조건 5

3 13 4

유형 5
조건 1 조건 2 조건 5

6 14 0

그리고 <유형 1>에서 직사각형이나 사다리꼴 

같은 특수한 볼록사각형을 그림으로 사용한 학

생도 6명 있었다.

[그림 IV-3] 특수한 볼록사각형을 사용한 학생 예

단계 3: 먼저, 각 유형별 증명과 학교수학에서 

다루는 증명과의 관계에 대한 질문에서 대부분

의 학생들은 학교수학에서의 증명방법을 적용하

여 각 유형에 대한 증명을 다시 하였을 뿐, 관계

성이나 이유를 말하지 못하였다. 그리고 “학교수

학의 증명과 유형별 증명을 같은 것으로 볼 수 

있는가?”라는 보다 구체적인 질문에 대부분의 

학생들은 “그냥 같은 거 아닌가요?”라고 답할 

뿐 구체적인 설명을 하지 못했다. 그리고 왜 중

점연결정리의 확장에 학교수학에서의 증명이 선

택되었는지를 묻는 질문에 대해서 ‘간단하고 깔

끔하기 때문에, 이해하기 쉬워서’라는 답변이 대

부분이었다. 그러나 ‘그래서 대표성을 가진다’고 

하는 학생도 있었으며, ‘활용도가 높다’는 의견 

속에 일반성을 의미하는 경우도 있었으나 소수

였다.

[그림 IV-4] 대표성과 일반성을 말한 학생 답안 예

한편, 지금까지 한 활동의 의미를 전혀 이해하

지 못하고 있는 답안도 있었다.

[그림 IV-5] 학생 답안 예

결과적으로 학생들은 증명활동에서 도형 의존

성이 높으며, 이들을 개별적인 것으로 인식하고 

있어 증명의 일반성을 이해하지 못하고 있으며,

증명에서의 도형과 증명서술이 대표성을 가진다

는 것과 그 이유에 대해서도 대부분이 알지 못

하고 있음을 알 수 있다. 따라서 관계맺음에 관

한 지도가 필요하며, 전형적인 예의 학습만으로

는 증명의 대표성을 이해하기에 부족함을 알 수 

있다. 그러므로 보다 개연적이고 본질적인 증명

지도가 필요하다.
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Ⅴ. 결론 및 제언

기하 증명에 있어, 사용되는 도형이나 증명서

술이 대표성을 가진다는 것을 이해하는 것은 증

명을 이해하는 중요한 요소 가운데 하나이다. 증

명의 대표성을 이해한다는 것은 다양한 구체적 

사례에 대한 증명에서 일반성을 찾아내고, 이때 

사용되는 도형과 증명서술이 일반성을 가진다는 

것을 이해하는 것이며, 왜 학교수학에서의 증명

원형이 대표성을 가지는지, 반드시 그 도형만이 

대표성을 가지는지를 이해하는 것이다.

본 연구에서는 중점연결정리의 확장을 소재로 

증명의 대표성에 대한 고찰을 하였으며, 이를 활

용하여 학생들의 실태를 조사하였다. 그 결과 학

생들은 일반적인 정리기술에 대하여 증명을 하

였음에도 불구하고 구체적 사례를 개별적이고 

독립적인 것으로 파악하고 있을 뿐만 아니라, 각

각의 유형에 따라 다른 증명을 시도하고 있었다.

이로 인해 증명들 간의 공통 요소나 통일된 증

명법을 파악하기 힘들어 했으며, 아울러 학교수

학에서 다루는 증명의 대표성을 이해하지도 못

하였다. 학생들은 그려진 도형에 기초하여 중점

연결정리의 결과들을 선별적으로 사용하거나 중

점연결정리의 증명과정에서 사용한 닮음을 이용

하고 있으며, 평행사변형이 될 조건도 유형에 따

라 다르게 사용하고 있었다. 즉, 중점연결정리를 

활용하여 중점연결정리의 확장을 증명하였으며,

사각형의 종류에 따른 구체적인 증명도 중점연

결정리의 확장에 대한 증명임을 인식하지 못하

고 있으며, 증명활동의 목적성도 파악하지 못하

고 있었다.

그리고 학교수학에서 다루어지고 있는 증명이 

다양한 사각형 유형에 대한 증명을 대표할 수 

있는 이유인 대표성이나 일반성을 제대로 이해

하고 있는 학생은 극히 소수였다.

이러한 결과들은 일방적으로 주어지는 정리기

술과 일반성을 부여받은 임의인 구체적인 도형 

그리고 그 도형에 기초한 일반성을 가진 증명서

술에 의해 고정된 하나의 증명을 익히기 때문이

라 할 수 있다. 더불어 증명의 대표성에 대해 학

생들의 이해가 극단적으로 부족함을 알 수 있으

며, 나아가 증명의 본질적이고 유기적인 이해가 

필요함을 시사하고 있다. 따라서 다양하고 구체

적인 사례의 증명을 통해 정리기술과 증명의 일

반성을 이해하고, 사용된 도형과 증명서술의 대

표성을 지도할 필요가 있다.

증명의 대표성에 대한 지도는 학생들의 증명의 

본질에 대한 이해와 증명과 관련한 안목을 신장

시키며, 증명교육에서의 어려움을 극복하게 한다.

그리고 대표성의 탐구과정에서 다양한 사례를 경

험하게 되므로 창의력 신장에도 도움을 준다. 중

점연결정리의 확장은 이와 같은 교수학적 의의를 

모두 함의하고 있는 소재라 할 수 있다.

본 연구에서는 증명의 대표성을 탐구할 수 있

는 소재의 개발과 실태연구가 목적이었으나, 연

구결과를 기초로 증명의 대표성을 지도하는 수

업의 구성과 적용이 필요하다. 또한 학생들은 사

각형의 종류를 찾아내는 단계에서 모든 경우의 

수를 찾지는 못했다. 그러므로 수업에서 동적기

하프로그램을 사용하여 연속적인 동점의 움직임 

속에서 보다 세분화 된 사각형의 패턴을 찾고 

그 결과를 탐구하는 것이 도움이 될 것이다.

또한 학교급별에 맞는 소재의 개발과 이에 대

한 효용성 연구도 필요하다.
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In this study, we investigated the

representativeness of proofs in school mathematics,

based on the extension of the midpoint connector

theorem for the quadrilateral. To this end, we

considered a variety of quadrilateral and proved

their extensions of the midpoint connector theorem,

and identified the relationships between them,

therefore seemed that the proof in school

mathematics has a representativeness.

On the other hand, in the survey based on this

information, students were found only some types

of quadrilateral and completed easily the proofs for

each quadrilateral they found, but students tended

to use other proof or mathematical concepts, if the

target figures changes in despite of proving the

same mathematical fact. Thus, students were more

difficult to figure out the relationship between the

proofs.

From these facts, we know that students are

poorly understood the representativeness of proofs

to understand the relationship between concrete

proofs and to generalize it, though they are able to

proof to the specific figures. Therefore it can be

seen that the proof activity needs to be done with

organic and semantic.

* Key Words : the representativeness of proofs(증명의 대표성), the extension of the midpoint

connector theorem(중점연결정리의 확장)
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