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서 론1.  

압전재료는 응력에 의해 전하가 발생되고 전기

장에 의해 변형이 발생되는 전기기계적인 고유특

성을 지니는 재료로서 그 고유한 특성으로 인하, 

여  센서 액추에이터 지능형 구조물등 많은 용, , 

도로 사용되고 있다 균열과 같은 결함은 압전성. 

을 부여하기 위해 필요한 분극처리과정이나 반복

적인 전기장으로 인해 사용중에 발생하게 되고, 

재료강도를 저하시키는 주된 원인이 된다.

압전재료에 대한 연구는 Parton(1)이 간단한 균

열문제를 고려한 이후로 많은 국내외 연구자에 

의하여 횡등방 압전체에 대(transversely isotropic) 

한 다양한 형태의 면외균열문제가 해석되었다.(2~8) 

면외균열문제는 횡등방성 압전재료에서 분극방향

과 직교방향인 평면방향으로 전기장이 인가될 때

발생되는 면외변형 과 관련(antiplane deformation)

된 균열문제를 말한다.

Pak(2,3)는 기계적 전단하중과 전기적 평면하중

이 작용하는 무한크기의 압전체에 대한 절연균열

문제를 복소함수를 도입하여 (impermeable crack)

균열선단의 응력과 전기변위에 대한 엄밀해를 구

하였다 이로부터 응력 변형률 전기장 및 전기. , , 

변위의 개 장 에 대한 강도계수4 (field) (intensity 
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초록 횡등방성 압전재료에 대한 모서리경사균열 문제를 해석하였다 두 기계적 집중 면외하중과 전기: . 

적 집중 면내하중이 표면과 균열면에 각각 작용하고 균열면은 절연균열면이다 일반화된 변위벡터를 , . 

도입하고 변환을 사용하여 문제를 수식화하고 이로부터 식을 유도하였다 이식을 Mellin , Wiener-Hopf . 

풀므로써 폐형으로 주어지는 해를 얻었다 임의의 균열길이나 경사각에 대해서도 적용이 되는 응력 및 . 

전기변위 강도계수와 에너지 방출율을 구하였다 이 해는 중첩에 의하여 임의로 분포하는 전기기계하중. 

문제에 대한 해를 제공하는 기본해로 사용될 수 있다. 

Abstract: The occurrence of an inclined edge crack in transversely piezoelectric material is analyzed. 

Concentrated antiplane mechanical and inplane electrical loads are applied at the boundary and crack surface, 

respectively. The crack surfaces are assumed to be impermeable to the electric field. Using the Mellin 

transform with the introduction of a generalized displacement vector, the problem is formulated, and the 

Wiener Hopf equation is derived. By solving the equation, the solution is obtained in a closed form. The –
intensity factors of the stress, the electric displacement, and the energy release rate are obtained for any crack 

length and inclination angle. These solutions can be used as fundamental solutions and can be superimposed 

to represent any arbitrary electromechanical loading.
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와 에너지방출률 를 구하factor) (energy release rate)

여 균열안전성을 검토하였다 스트립 상하. (strip) 

면에 기계 및 전기적 하중이 작용하는 면외균열

문제 및 스트립과 직교하는 수직균열 문제는 

등Kwon (5~7)에 의하여 수행되었다 변환을 . Fourier 

이용하여 적분방정식을 유도하고 재료의 강도계

수와 에너지방출률을 구하고 재료물성치와 균열, 

크기에 따른 영향을 알아보았다. Kwon(8)은 원판

에 내재된 중앙균열을 적분변환을 사용하Mellin 

여 해석하였으며 기타 원호균열등 면외문제들이 

해석되었다.(9)

압전재료의 표면에서 발생되는 모서리 균열

에 대한 해석은 소수의 연구자에 의(edge crack)

하여 수행되었다 및 .  Li Fan(10)은 표면과 직교하

는 이종압전재료에 대한 균열문제를 변환Fourier 

을 이용하여 해석하고 엄밀해를 구하였다. 

Choi(11)는 수직모서리 균열문제를 변환을 Mellin 

이용하여 해석하여 엄밀해를 얻었다 등. Wu (12,13)은 

이종재료에 내재된 전위문제를 복소함수를 도입

하여 해석하고 등각사상을 이용하여 표면균열에 , 

대한 엄밀해를 구하였다 지금까지 해석된 표면. 

균열문제는 대칭균열에 대한 해석이고 표면과 , 

임의의 각을 이루는 비대칭 경사균열(inclined 

에 대해서는 해석된 바 없다crack) .

본 연구에서는 횡등방성 압전재료 표면에서 표

면과 임의 각을 이루며 형성된 경사균열문제를 

해석하고자 한다 균열의 경계조건은 절연균열조. 

건으로 두었고 압전재료 표면과 균열면의 한 점, 

에 면외집중 기계적하중과 면내 집중 전기하중이 

작용하는 문제를 택하였다 해석방법은 변위와 . 

전위함수를 한 개의 벡터로 두고 적분변환, Mellin

을 이용하여 경계치문제를 수식화하였다 이를 . 

해석함으로써 균열선단의 기계적 및 전기적 강도

계수에 대한 엄밀해를 구한다 균열각에 따른 강. 

도계수의 영향을 알아보았다 이 해석의 결과는 . 

임의로 분포하는 하중에 대해서도 해석이 가능한 

경사균열문제의 함수로 사용이 가능하다Green . 

기본이론식 2. 

기본방정식 2.1 

횡등방 선형압전재료의 분극방향을 축으로 두

면, 평면은 등방평면이 된다 면외기계적하중. 

과 면내 전기적 하중으로 주어지는 경계조건의 

해는 면내 변위성분     이 되어 면외변, 

위  및 전위  가 존재하게 된다.(2)

해석의 편의를 위하여 극좌표계   를 도입

하여 변위와 전위를 나타내면 다음과 같이 주어

진다.

         (1)

, , ,     를 각각 응력 변형, 

률 전기변위 및 전기장 성분으로 둔다면 이들에 , , 

대한 변형률과 전기장의 미분관계 및 구성방정식

은 다음과 같이 주어진다.(2,4)

        
    (2)

       
   (3)

     (4)

     (5)

여기서 콤마 는 변수의 편미분을 말하고(comma) , 

하첨자 는 j    를 말한다 또한 상수 .  ,

 ,은 각각 전단계수 압전상수 및 유전상수, 

를 나타낸다.

체적력과 자유전하가 없을 때 응력과 전기변위

의 지배방정식을 및 로 나타내면 다음의 

식을 만족한다Laplace .

∇    ∇
   (6)

여기서 ∇     인 

차원 연산자를 말한다2 Laplace .

벡터함수의 표현 2.2 

압전문제는 해석의 편의를 위하여 열벡터를 도

입하여 많이 해석되고 있다.(4,12) 변위 및 전위에   

대한 일반화된 변위벡터     
를 도입

하자 그러면  면력벡터.      
 및 변형 

률벡터     
 는 식 로부터 다음 (2)~(5)

과 같이 표현된다.

      
   

      
   

(7)

여기서 상첨자 는 행렬의 전치를 말하고 상수T , 

행렬 은 다음과 같다.

 



 
  




 (8)

변위벡터 는 식 으로부터 다음과 같다(6) .
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∇     (9)

수식화 및 전개 3. 

문제의 설정 3.1 

은 해석하고자 하는 문제를 그림으로 보Fig. 1

인 것으로서 정점 , 를 기점으로 길이 인 경사

균열이 축과 경사각 x 를 이루며 반경방향으로 

내재하고 있다 표면을 따라 거리 . 인 점에 면외 

집중 전단하중  및 면내 집중 전기변위  가 

작용하고 있고 절연 균열면을 따라 거리 , 인 곳

에 집중전단하중  및 집중전기변위  인 하

중이 작용한다 해석을 위하여 균열선을 기준으. 

로 상하 두 부분으로 나누어 압전체의 영역을 구

분하였다.

표면에 대한 경계조건을 벡터식으로 나타내면 

다음과 같다.

        ,     ∞ (10a)

      ,       ∞ (10b)

여기 및 여기 이하에서    
인 열벡터

를 말하고, ⋅는 델타함수를 말한다.

한편 균열면은 다음과 같은 조건으로 표현된

다.

    
     ,      (11a)

  
    ,        (11b)

여기서     
를 말한다.

D0

ℓ

0Q Region 1

Region 2

y

x0

Fig. 1 Inclined edge crack in a piezoelectric half 
plane under antiplane concentrated loadings 
of magnitude of   and  , and inplane 
electric loadings of   and 

또한 균열면을 제외한   상의 재료는 다음

과 같은 연속조건에 있게 된다.

  
     

 ,     ∞   (12a)

      ,     ∞ (12b)

이때 응력 및 전기변위의 점근거동은 다음과 

같다.

 ∼











   →      

 

  
 →∞
 →

(13)

적분변환 3.2 Mellin 

변위벡터  의 에 대한 변환 Mellin

 을   라고 두면 다음과 같이 정의 , 

된다. 

      


∞

    (14)

                        

여기서 적분이 존재하는 의 실수부  의 범위

는 점근거동 식 으로부터 구해진다(13) .

식 를 변환하면 다음과 같은 식을 얻(9) Mellin 

는다.




      (15)

식 의 해를 영역별로 나누어 표기하면 다(15)

음과 같다.

     cos     sin   
  

(16)

여기서      는 경계조건으로부

터 결정되어야 할 미지함수벡터들이다. 

일단 식 의 미지함수들이 결정된다면 (16) Mellin 

역변환에 의하여   가 결정된다 이에 대한 형. 

식적인 표현식을 나타내면 다음과 같다.

   

 
 ∞

 ∞
 

   (17)

     

식 의 미지함수 (16)      를 결

정하기 위하여 경계조건 식 를 , (10)~(12) Mellin 

변환하고 새로운 미지함수벡터를 도입하여 정리
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하면 미지함수벡터 ,   에 대한 다음의 

식을 얻는다Wiener-Hopf .

    
          (18)

여기서 커널함수는 다음과 같다.

  
sin     sin     

sin

  sin     
cos   

  

   sin     
 

      

(19)

식 내의 (18)   는 각각 

  




         (20a)

   


∞

   
        (20b)

으로 정의된 새로운 미지함수 벡터이다 식 . (13)

으로부터   는 각각     , 

  에서 해석적임을 안다.

또한 미지함수벡터      는 새

로운 미지함수벡터  와 다음과 같은 식으로 

주어진다.

   sin    
  

× cos             
    

      

    

 

   sin     
  cos   

     

    
         (21)

식 의 해로부터 미지함수벡터 Wiener-Hopf (18)

  가 결정되면 식 에 의하여 미, (21)

지함수벡터      가 모두 결정된

다 이결과를 식 에 대입하면 변환된  . (16) Mellin 

  를 얻고 이를 역 변환식 에 대Mellin (17)

입하여 적분식을 평가하면 변위와 전위에 대한 , 

엄밀해를 얻을 수 있다.

식의 풀이3.3 Wiener-Hopf 

Noble(15)의 저서에 서술된 방법을 사용하면 식 

로 주어진 식의 해가 구성될 수 (18) Wiener-Hopf

있다 그 해석절차를 설명하면 먼저 복소평면에 . , 

공동영역이 존재하는 영역에서 좌반과 우반영역

에서 각각 해석적인 함수를 분리하고 다음에 해, 

석접속이론에 의하여 두 함수군을 한 개의 전함

수 로 두고 이를 연립함으로써 미(entire function)

지함수벡터가 결정된다.

먼저 식 의 해를 구하기 위해서 (18)  를 

의 좌우반 평면에서 각각 해석적인 함수의 곱으

로 분해하면 다음과 같다.

     

  
  
 






 





  

  


(23a,b)

여기서 상수 는

 

  


  


  


  
 (23c)

이고, ⋅는 감마함수를 말한다.  는 

  에서,  는    에서 해석

적이다 이하 동일하게 . 의 좌반과 우반평면에 

대한 해석함수를 하첨자를 사용하여 구분하여 표

기한다.  

식 의 양변에 (18)  를 곱하여 정리하면 다음

과 같다.

     
   

     
 (24)

식 의 우변 둘째항을 (24) 의 좌우반평면에서 

해석적인 함수로 분해하면 다음과 같이 된다.

             (25a)

  
  

∞

    for     (25b)  

  
  

∞

   for     (25c)

여기서 상수벡터   은 다음과 같다.

   lim
→

    (25d)

  lim
→  

    (25e)

       (25f)
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식 의 우변 세째항을 동일하게 분해하면 다(24)

음과 같다.

         (26a)

  
  

∞

    for    (26b)

   lim
→

    (26c)

식 및 을 식 에 대입하여 정리하면 (25) (26) (24)

다음과 같이 정리된다.

       

  
            

(27)

이 식의 좌변은    에서 우변은 , 

   에서 해석적이므로 해석접속이론에 의하

여 식 의 양변은 (27) 의 전평면에서 해석적인 

전함수벡터 가 된다 식 의 좌변에 . (27)   을 

대입하여 계산하면 다음과 같이 결정된다, .

        (28)

식 및 로부터 미지함수벡터 (27) (28)  

  를 계산하면 최종적으로 다음과 같이 결정

된다.

          

            (29)

해석결과 4. 

균열선단이란 에서는 Fig. 1      에 해당

하고 이와같은 균열선단부근의 강도계수, (intensity 

는 다음과 같이 정의되는 개의 종류가 존factor) 4

재한다.(2)

    lim
→
       



    lim
→
       



(30)

여기서  는 응력강도계수,  는 전기변위강

도계수,  는 변형률강도계수,  는 전기장강도

계수를 말한다 이들 강도계수는 균열선단의 장. 

들이 의 특이성 정도를 나타낸 값으로

서 균열선단의 점근해석을 수행함으로써 엄밀해, 

를 얻을 수 있다.

식 의 관계를 식 에 대입하면 균열선상(7) (17)

의 면력벡터는 다음과 같이 표현된다.

     
 

 ∞

 ∞

   
   

(31)

식 및 을 식 에 대입한 식에 다음(18) (21) (31) , 

의 적분관계식(16)




∞

         (32)

을 이용하여 평가하면, →  인 균열선단

부근의 면력은 다음과 같이 계산된다.

   




  



→

(33)

여기서    를 말한다.

식 및 을 연립하면 (30) (33)  및  는 다음

과 같이 결정된다.

≡ 
  



  

 (34)

또한 식 으로부터 (7), (30)   및   는 다음의 

관계로 결정된다.

 ≡ 
         (35)

강도계수에 대한 엄밀해가 결정되므로써 선형, 

압전재료에 대한 에너지방출률 은 다음의 관계

에서 용이하게 계산된다.(2)

  

     (36)

결과에 대한 토의 5. 

강도계수식 5.1 

본 연구에서 얻은 결과를 특별한 경우에 대한 

기존연구자의 결과와 비교함으로써 해의 타당성, 

을 검증하여 보고자 한다 에서 보는 바와 . Fig. 1

같이 극좌표계로    ,   인 균열선단 주변에

서, 면력은 의 특이성을 보이고 있음을  

식 에서 알 수 있다(33) . 

압전재료 강도계수(intensity fact 의 정성적인 or)

특성을 검토하고자 식 를 식 에 대입(26)~(28) (34)

하면 다음의 형식적인 식을 얻을 수 있다.

       


   


(37)
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여기서  는 변수들    에 의존하는 상수 

값을 말한다 등분포외력이 무한거리에 작용하고 .  

무한크기의 압전체 내부에 유한균열이 존재할 때, 

응력 및 전기변위 강도계수   , 는 재료물성치

에 무관하고 외력에 대하여 서로 독립적임을 기존, 

연구자(2)에 의하여 제시되었는데 이와 같은 결과가 , 

모서리 경사균열에 대해서도 적용될 수 있음을 식 

로부터 확인할 수 있다 즉 식 에서 강도계(37) . , (37)

수는 재료물성치에 무관하고,  는 기계적하중 

의 함수이고 한편 ,  는 전기하중 

의 함수관계에 있음을 알 수 있다 이는 .  식에서 

값을 로 대체하면,  식이 됨을 상

기할 때 만일 탄성문제에 대한 해를 알고 있다면, , 

모서리 경사균열에서도 복잡한 해석없이 압전재료

에 대한 해를 얻을 수 있음을 말하고 있다.

특별한 경우로서 수직균열은   에 해당한

다.   일 때 식 및 과 연계하여 계산(25) (26)

하면 식 의 (28) 는 다음과 같이 압축된다.

          

   
      

  
(38)

  일 때 강도계수는 식 를 식 에 대입(38) (34)

함으로써 다음과 같이 압축되어 표현된다.

         (39)

식 의 강도계수는 수직균열에 대한 기존연(39)

구자의 해석결과와 일치함을 알 수 있고,(10~13) 아 

울러 나머지 강도계수 또한 기존연구자의 결과와 

일치함을 식 으로부터 확인할 수 있다(35) . 

또다른 특별한 경우로서 기존의 경사균열문제

에 대한 탄성해를 얻을 수도 있다 집중전단하중 . 

만 작용하고 재료가 압전성을 상실한다면 이, 

는 집중하중 가 작용하는 탄성재료에 문제와 

동일하게 된다 실제로 식 에 . (34)       

및      ,   을 대입하여 얻은 결과

는 탄성문제에 대한 기존의 연구 결과로 수렴됨

을 알 수 있다.(17) 

강도계수 및 에너지방출률  5.2 

기계 및 전기적 집중하중이 표면에 작용하는 

경우에 대하여 응력강도계수를 수치적으로 알아

보았다 수치계산에 사용된 재료는 로서 물성. PZT

치는 다음과 같다.

   ×
    



   × 
 

 (40)

계산을 위하여 편의상 하중거리 및 경사각 참(Fig. 1 

조 은 )    ,   로 택하였고 집중하중은 , 

각각    × 
  , D0=1.421x10

-4 C/m, 

Q h=D h 로 두고=0  ,    로 두었다 식 .  

를 연계하면 응력강도계수에 대한 수치계산(34),(39)

값을 얻을 수 있다 균열길이비 .  에 따른 무차원

화된 응력강도계수  ≡K
σ
(b, = 45ω o, Q0, D0) / 

K
σ
(b=b0, =0ω o, Q0, D0 를 그림으로 나타내면 ) Fig. 2

Normalized crack length (b/ℓ)

Kσ(b)= KD(b)
K
σ
(b

), 
KD

(b
)

Fig. 2 Normalized intensity factor,   and   
as a function of  under given electro- 
mechanical loads of   and   and   



kσ(ω)

ζ(ω)

Fig. 3 Normalized stress intensity factor,    and 
normalized energy release rate  as a 
function of   with length   approaching 
zero under given    and 
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와 같다. 는 영 에서 (zero) 가 증가함에 따라 단조

증가를 보이다가  극값을 지나 단조감소를 보이고 

있다 이와같은 경향은 하중점과 균열선단간의 거리. 

를 두고 얻을 수 있는 예측치와 정성적으로 일치함

을 보이고 있다 또한 동일한 식으로 부터 무차원화. 

된 전기변위 강도계수   가 됨을 알 수 있다.

만일 내부결함이 없고 단순히 표면에 가 

작용하고 하중에 의하여 모서리균열이 생성된다, 

고 하자 이때 생성되는 균열의 방향은 최대 응. 

력강도계수 max 혹은 최대에너지 방출률  max
이 발생되는 방향으로 예측할 수 있는 바 이를 

수치적으로 알아 보았다 은 . Fig. 3   에서 무차

원화된 응력강도계수   ≡K
σ
(b=0+, ,Qω 0,D0)/K

σ

(b=0+, =0ω o,Q0,D0 를 식 ) (3 로부터 4),(38) 구한 것이

다.   에서 최대값을 보이고 있음을 알 수 

있다 한편 무차원화된 에너지방출률 . ≡

J(b=0+, ,Qω 0,D0) /J(b=0
+, =0ω o, Q0, D0)은 식 (36), 

로부터 계산할 수 있고 이는 (39) ,     

로 표현됨을 알 수 있다. 는   에서 또

한 최대값을 보이고 있다 파괴변수로 사용되는 . 

max 및  max 는 모두    에서 발생함을 보

인다 이는 내부결함이 없이 단순히 외부 집중하. 

중에 의해 표면균열이 생성된다면 그 생성되는 , 

방향은   인 균열방향임을 제시하고 있다.

결 론 6. 

횡등방성 압전재료의 표면에서 발생되는 모서

리 경사균열문제를 해석하였다 압전체의 표면의 . 

한 점과  경사균열면의 한 점에 면외 집중하중과 

면내 집중 전기변위가 각각 작용하고 균열조건, 

은 절연균열조건인 문제이다. 

일반화된 변위함수벡터를 도입하고 이를 , 

적분변환을 사용하여 경계치문제를 수식화Mellin 

하고 미지함수벡터에 대한 식을 유Wiener-Hopf 

도하여 해를 구하였다 이로부터 균열선단의 면. 

력과 전기변위에 대한 점근거동 해를 구하였다. 

이로부터 모서리 경사균열에 대한 개 종류의 강4

도계수를 폐형해로 얻었다 이결과는 임의의 경. 

사각과 균열길이에 대해서도 해석이 되는 해가 

된다. 

응력강도계수를 보면 압전재료의 물성치에 무

관하고 다만 면외집중하중만의 함수로 주어지고, 

그 결과는 탄성해와 일치함을 알 수 있었다 또. 

한 응력강도계수식에서 면외집중하중을 집중전기

변위로 대체하면 전기변위강도계수 식이 됨을 알 

수 있었다 이로부터 동일 기하모양의 균열에 대. 

한 탄성해를 안다면 복잡한 해석없이도 압전체, 

의 엄밀해를 얻을 수 있다는 무한고체물에 대한 

연구결과가 반무한 압전체의 경사균열에서도 적

용될 수 있음을 확인하였다.

본 연구의 해는 집중하중에 대한 해이므로 이 , 

해의 적분을 통하여 기하학적 모양이 동일하다, 

면 표면 혹은 균열면에 임의로 분포하는 기계전, 

기적하중에 대해서도 해석이 가능한 함수가 Green

된다. 

경사균열 생성에 대한 응력강도계수와 에너지

방출율을 수치적으로 계산하여 보았으며 그 최, 

대값은 표면과 직교하는 방향이 됨을 알 수 있었

다. 
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