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빈도수 기반 주 내포 항 선택과 삭제 알고리즘을 적용한 회로 최소화
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요 약

본 논문은 회로 최소화 문제를 간단하게 풀 수 있는 알고리즘을 제안하였다. 회로 최소화 문제는 수기식 방법인 

카르노 맵과 전산화가 가능한 휴리스틱 방법인 Quine-McCluskey 알고리즘이 있다. 그러나 Quine- McCluskey 알

고리즘은 변수 개수 이 증가하면 의 메모리와 수행횟수가 요구되는 단점을 갖고 있다. 제안된 방법은 빈도수

에 기반하여 내포 항 표를 이용하여 주어진 부울 함수의 최소 항을 포함하는 주 내포 항을 빠르게 추출하는 방법을 

적용하였다. 추출된 주 내포 항들 중에서 중복 선택된 여분의 주 내포 항을 빈도수를 적용하여 제거하는 방법을 제

안하였다. 제안된 알고리즘은 비록 변수 개수 이 증가하여도 다항시간으로 회로를 최소화시킬 수 있는 해를 구할 

수 있는 장점을 갖고 있다. 제안된 알고리즘을 3-변수와 4-변수의 다양한 사례들에 적용한 결과 해를 빠르고 정확

하게 구할 수 있었다.

▸Keywords :발생빈도, 최소 항, 내포 항, 주 내포 항, 필수 주 내포 항

Abstract

This paper proposes a simple algorithm for circuit minimization. There are currently two effective 

heuristics for circuit minimization, namely manual Karnaugh maps and computable Quine-McCluskey 

algorithm. The latter, however, has a major defect: the runtime and memory required grow   times for 

every increase in the number of variables . The proposed algorithm, however, extracts the prime 

implicants (PI) that cover minterms of a given Boolean function by deriving an implicants table based on 

frequency. From a set of the extracted prime implicants, the algorithm then eliminates redundant PIs again 

based on frequency. The proposed algorithm is therefore capable of minimizing circuits polynomial time 

when faced with an increase in  . When applied to various 3-variable and 4-variable cases, it has proved 
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to swiftly and accurately obtain the optimal solutions.

▸Keywords : Frequency, Minterm, Implicant, Prime implicant, Essential prime implicant

I. 서 론

어떠한 기능을 수행하는 논리회로 (logic circuit)를 설계

하였을때, 동일한기능을수행하면서도가능한부품수와입

력단자 수를 최소화시키는 문제는 물리적 공간 제약성, 설계

의 복잡성 뿐 아니라 생산의 비용과 시간을 절약할 수 있는

경제적 측면에서 매우 요구되는 과정이다. 이를 회로 최소화

문제 (circuit minimization problem, CMP)라 한다.

부울대수 (Boolean algebra)에서, 논리회로는일반적으

로부울함수 (Boolean function)로표현된다. 일반적인회로

최소화 문제는 다루기 힘든 문제로 알려져 왔다[1]. 그러나

1950년대에수기식방법인카르노맵(Karnaughmaps)과전산화

가가능한휴리스틱방법인Quine-McCluskey 알고리즘이제

안되었으며, 이후에는 보다 효율적이면서 간단한 알고리즘에

대한연구가거의수행되지않고있다. 따라서, 디지털공학분

야에서는카르노맵이나Quine-McCluskey 알고리즘을일반

적으로 활용하고 있는 실정이다[2,3].

본 논문에서는 Quine-McCluskey 알고리즘과 근본적으

로다른접근법으로  개변수에대한부울함수의가능한내

포항인내포항표 (implicants table, IT)을이용하여주어

진 부울 함수의 모든 원소를 커버할 수 있는 내포 항들 중에

서주 내포 항을추출 (선택)하고, 추출된 주내포 항들 중에

서 중복된 주 내포 항을 빈도수를 적용하여 삭제하는 방법을

제안하였다. 2장에서는Quine-McCluskey 알고리즘을고찰

한다. 3장에서는제안된빈도수기반선택과삭제알고리즘을

제안한다. 4장에서는 제안된 알고리즘을 다양한 사례들에 적

용하여 본다.

II. 관련 연구와 문제점

본논문에서는회로최소화문제의 해를얻을 수있는알

고리즘을 대상으로 한다.

카르노 맵은 주어진 부울 함수를 최소화시키는 전통적인

방법으로 많은 시간과 노력이 소요되며, 지루하고 오류를 유

발시킬수있는방법이다. 이방법은변수가 6개이상이되면

적합하지가 않으며, 실제적으로는 단지 4 변수까지만 적용되

고 있다. 또한, 이 방법은 컴퓨터 프로그램으로 자동화시킬

수 없는 단점을 갖고 있다.

개의 변수는 개의 최소항 (minterms)을 가질 수 있

다. 개의 변수에 대한 주어진 부울 함수에서 나타난 최소항

의 개수를 라 하면,   이 된다. 이 부울 함수로부터

   ⋯  개로 그룹을 만들어 변수들을 단순화 시

킬 수 있으며, 이를 내포 항 (implicant)이라 한다.

Quine-McCluskey 알고리즘[3]은 주어진 부울 함수에

대한 내포 항을 구하고, 다른 내포 항에 완전히 포함되지 않

는하나의내포항인주내포항 (prime implicants, PI)과

다른 PI에는 없는최소항을포함하는주내포항인필수주내

포항 (essential PI, EPI)을 구하여 회로를 단순화시킨다.

따라서, Quine-McCluskey 알고리즘은주내포항방법(the

methodof prime implicants)또는도표방법(tabulationmethod)

이라고도부르며, 1956년에카르노맵의대안으로제안되었다.

이 방법은 카르노 맵과 기능적으로 동일하지만, 도표를 활용

하기 때문에 컴퓨터 알고리즘으로 사용하기에 보다 효율적이

며, 부울 함수의최소형태를검증하는데있어서결정론적방

법을제공하는장점을갖고있다. Quine-McCluskey 알고리즘

은 4 변수이상을다루는데있어카르노맵에비해보다효율

적이지만, 변수의개수 이증가하면주내포항의개수는 

까지발생할수있어알고리즘수행시간가메모리는기하급수

적으로 증가하여 효율적이지 못한 단점을 갖고 있다.

보다 근본적으로다른 접근법으로 Brayton[4]은 일명 에스

프레소알고리즘인 Espresso heuristic logic minimizer를

제안하였으며, 회로 최소화 문제에서 사실상 표준 방법으로

사용되고 있다. 이 알고리즘은 일반적으로 10개의 출력을 가

진 10 변수까지 다룰 수 있으며, 주어진 부울 함수를 입력하

면 최소화된 진리표를 자동적으로 출력하도록 프로그램이 되

어있다.이외에도Vinodchandran[5], Sigghet al.[6],Morrison과

Ranganathan[7]의연구결과가있었지만Quine-McCluskey알고리

즘보다 간단한 결과는 얻지 못하였다.
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따라서, 본 장에서는 Quine-McCluskey 알고리즘을 상세

히 살펴보고, 3장에서는 이와 다른 접근법을 제안한다.

Quine-McCluskey 알고리즘[3]은 다음과 같이 2단계를

수행한다.

Step 1. 주어진부울함수의모든주내포항(PI)을찾는다.

Step 2. Step 1에서찾은PI를행으로, 부울함수의최소항

을 열로 하는 주 내포 항 차트 (prime implicant

chart, PIC)를사용하여주어진부울함수의최소항

들을모두커버하는필수주내포항 (EPI) 뿐 아니

라 다른 PI들을 찾는다.

Quine-McCluskey 알고리즘[3]을수행하는과정을보다

자세히 파악하기 위해 식 (1)의 부울 함수를 고찰해 보자.

     (1)

식 (1)은 4 변수  입력에대한회로도이다. 여기

서 은 최소항을 의미하며, 숫자는 최소항의 인덱스이다.

Quine-McCluskey 알고리즘의 Step 1은 표 1과 같이

수행된다. 주어진부울함수에대해     으로   

항으로그룹으로묶을 수있는항을결정한다. 만약,  항의

모든 인덱스 값이 의 하나의 항에 포함되지 않으면 ‘*’를

표시한다. 이 ‘*’가 부여된 항을 주 내포 항 (PI)이라 하며,

Step 2에 활용된다. 그러나 이 방법은 주어진 부울 함수에

대해어떤최소항들의그룹이항들로되는지를알수없기때

문에 ⋯  항을결정하는데어려움이 있다. 또한,  

⋯ 의순서로항을발췌하고, 역으로보다작은크기의항

이 보다 큰 항에 포함되는지 여부를 결정하여야 한다.

1의 개수  항  항  항  항

1

m(4) (0100) m(4,12) -100* - -

m(8) (1000)

m(8,9) 100-

m(8,9) 100-

m(8,12) 1-00

m(8,9,10,11) 10--*

m(8,10,12,14) 1--0*
-

2

m(9) (1001) m(9,11) 10-1 - -

m(10) (1010)
m(10,11) 101-

m(10,14) 1-10
m(10,11,14,15) 1-1-* -

m(12) (1100) m(12,14) 11-0 - -

3
m(11) (1011) m(11,15) 1-11 - -

m(14) (1110) m(14,15) 111- - -

4 m(15) (1111) - - -

표 1. 주 내포항결정
Table 1. Determination of Prime Implicants

Step 2에서는 첫 번째로, Step 1에서 얻은 ‘*’ 항들을 행

으로, 주어진부울함수를열로하는표 2의 주내포항차트

를 작성한다.

주 내포 항
부울 함수

선택
m4 m8 m9 m10 m11 m12 m14 m15

m(4,12)* X X O
m(8,9,10,11) X X X X O
m(8,10,12,14) X X X X
m(10,11,14,15)* X X X X O

표 2. 주 내포항차트
Table 2. Prime Implicant Chart

    ′ ′′

여기서 ‘*’는 필수 주 내포 항 (EPI)를 의미한다. 주어진

부울 함수를 최소화시키기 위해서는 EPI를 모두 선택하고,

추가적으로필요시나머지 PI를선택해야한다. 이과정을수

행하기 위해서는 EPI가 어떤 것인지 결정해야 하는 문제가

발생한다. Step 2를 수행하는 방법에는 시행착오법 (trial

and error)과 보다 체계적인 Petrick 방법[8]이 있다.

Petrick 방법[8]은            

로 단순화 시키는 방법으로 다음과 같이 수행된다.

(1)PIC에서 EPI 행과이와연관된열을삭제하여PIC를축

소시킨다.

(2)축소된 PIC의 행에 라벨을 ⋯로 부여한다.

(3)모든 열을 커버하는 논리함수 를 형성한다. 는 각 합

항 (sum term)   ⋯ 의 PoS (product of

sums)로 구성되며, 는 열 를 커버하는 행이다.

(4)곱하고,             를 적용하여

최소 SoP인 로 축소시킨다.

(5)결과로얻은 각항은해를의미한다. 최소 해를얻었는지

결정하기위해그들항이최소의PI를포함하고있는지를

찾는다.

(6)다음으로, 각 PI에 있는 문자의 수를 계산하고, 총 문자

수를 계산한다.

(7)총 문자수가 최소인 항을 해로 결정한다.

  부울 함수문제에대해 Petrick 방법을적용하면 다음

과 같이 수행된다.

    ′′     ′
     ′     
                 
            
  
              

           
     
     
   

          
     
   
  

          

                 
         
    
  
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        

             
      
      
    

     

     
     
    
 

문자 개수가 가장 작은 항 선택 : 

      ′ ′ ′
Petrick 방법은회로단순화방법을비록시행착오법에비

해 보다 체계적인 방법으로 전환시켰지만, 너무 복잡하여 실

수를 유발할 가능성이 높은 단점을 갖고 있다.

Lee[10]는 Step 1에서 Quine-McCluskey 방법에비해

보다체계적으로내포항을정확히추출하는항표(Implicant

table)를 이용하는 방법을 적용하고, Step 2에서 Petrick

방법에 비해 보다 간단히 회로를 최소화 시키는 방법으로 집

합피복 (Set Cover)을 찾는 방법을 제안하였다.

III. 빈도수 기반 선택-삭제 알고리즘

본 장에서는 주어진 부울 함수의 회로를 최소화하기 위해

빈도수에 기반하여 주 내포항을 선택하고, 중복된 여분의 주

내포항을 삭제하는 알고리즘을 제안한다.

제안된알고리즘은주내포항을빠르게추출하기위해사

전에 부울 함수의 내포 항 표 (IT)를 얻어 이를 활용하는 방

법을 적용한다.

변수개수가 인부울함수    ⋯ 의가능한최소

항의개수는 개이다. 주어진부울함수의최소항의개수 는

항상   으로주어진다.왜냐하면   개이면이를단순화

하면 입력이 전혀 없는 회로가 되어 의미가 없기 때문이다.

[사전 준비]

부울 함수의 변수 개수    ⋯에 대한 -변수 항 

   ⋯ 에 대한 가능한 조합 수 × 
개 각각에 

대한 최소항의 묶음을 구한 내포 항 표를 작성한다. 단, 인 

내포 항은 제외한다. 여기서는 3-변수와 4-변수에 대한 내포 

항 표를 제시하였다.

3-변수  
 -변수 항

1-변수

 항묶음
(6가지)

m(0,1,2,3) = A'

m(0,1,4,5) = B'

m(0,2,4,6) = C'

m(1,3,5,7) = C

m(2,3,6,7) = B

m(4,5,6,7) = A

2-변수

 항묶음
(12가지)

m(0,1) = A'B'

m(0,2) = A'C'

m(0,4) = B'C'

m(1,3) = A'C

m(1,5) = B'C

m(2,3) = A'B

m(2,6) = BC'

m(3,7) = BC

m(4,5) = AB'

m(4,6) = AC'

m(5,7) = AC

m(6,7) = AB

4-변수   
구분 항

1-변수

 항묶음
(8가지)

m(0,1,2,3,4,5,6,7)=A'
m(0,1,4,5,8,9,12,13)=C'
m(0,2,4,6,8,10,12,14)=D'
m(0,1,2,3,8,9,10,11)=B'

m(1,3,5,7,9,11,13,15)=D
m(2,3,6,7,10,11,14,15)=C
m(4,5,6,7,12,13,14,15)=B
m(8,9,10,11,12,13,14,15)=A

2-변수

 항묶음
(24가지)

m(0,1,2,3) = A'B'
m(0,4,8,12) = C'D'
m(0,1,4,5) = A'C'
m(0,2,4,6) = A'D'
m(0,1,8,9) = B'C'
m(0,2,8,10) = B'D'
m(1,3,5,7) = A'D
m(1,3,9,11) = B'D
m(1,5,9,13) = C'D
m(2,3,10,11) = B'C
m(2,6,10,14) = CD'
m(2,3,6,7) = A'C

m(3,7,11,15) = CD
m(4,5,6,7) = A'B
m(4,5,12,13) = BC‘
m(4,6,12,14) = BD'
m(5,7,13,15) = BD‘
m(6,7,14,15) = BC
m(8,9,10,11) = AB'
m(8,9,12,13) = AC'
m(8,10,12,14) = AD'
m(9,11,13,15) = AD
m(10,11,14,15) = AC
m(12,13,14,15) = AB

3-변수

 항묶음
(32가지)

m(0,1) = A'B'C'
m(0,2) = A'B'D'
m(0,4) = A'C'D'
m(0,8) = B'C'D'
m(1,3) = A'B'D
m(1,5) = A'C'D
m(1,9) = B'C'D
m(2,3) = A'B'C
m(2,6) = A'CD'
m(2,10) = B'CD'
m(3,7) = A'CD
m(3,11) = B'CD
m(4,5) = A'BC'
m(4,6) = A'BD'
m(4,12) = BC'D'
m(5,7) = A'BD

m(5,13) = BC'D
m(6,7) = A'BC
m(6,14) = BCD'
m(7,15) = BCD
m(8,9) = AB‘C'
m(8,10) = AB‘D'
m(8,12) = AC'D'
m(9,11) = AB‘D
m(9,13) = AC'D
m(10,11) = AB'C
m(10,14) =ACD'
m(11,15) = ACD
m(12,13) = ABC'
m(12,14) = ABD'
m(13,15) = ABD
m(14,15) = ABC

빈도수에기반한회로최소화알고리즘은다음과같이수행

된다. 여기서, Step 2는부울함수 의모든최소항을포함하

고있는부분집합인내포항들을선택하는집합피복문제 (Set

Cover Problem) 알고리즘을적용하였다.집합피복문제 [6]

는정확한해를다항시간으로구하는알고리즘이제안되지않고

있어 NP-완전 (NP-complete) 문제로 알려져 있다.

Step 1.     개의 최소 항으로 구성된 주어진 부울 함수 

   ⋯에 대해 ≤  를 계산하여, 

내포 항 표에서    인 -변수 항을 결정하고, 

× 
개의 항 각각에 대해 해당 항의 모든 최소 항

이 부울 함수의 진부분집합인 내포 항들을 추출한다.

(1) 만약, -변수 항에서 의 최소 항들에 대한 진

부분집합 내포 항이 존재하지 않으면   -변수 

항에서 찾는다.

(2) 추출된 내포 항들에 대해 주어진 부울 함수의 각 

최소 항 에 대한 빈도수 를 계산하여  

인 최소 항 가 존재하면,   -변수 항에서 

 인 최소 항 의 조합을 모두 포함하거나 

일부는 를 포함하고, 나머지는 부울 함수의 최

소 항인 내포 항을 선택한다. 최종적으로 선택된 

내포 항들이 주 내포 항이 된다.

Step 2. 선택된 주 내포 항들에 대해 부울 함수의 각 최소 항 

에 대한 빈도수를 계산하고,   이 될 때까지 다

음 과정을 반복 수행한다.

(1)  을 포함하고 있는 주 내포 항들을 선택한

다. 만약, ∀ ≥ 이면 최대 원소 개수를 가진 

주 내포 항들 중 임의의 주 내포 항을 선택한다.
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(2) 선택된 주 내포 항들의 최소 항을 부울 함수에서 

삭제한다. 

(3) 부울 함수의 남은 최소 항들을 최대한 포함하고 

있는 주 내포 항들을 선택한다. 

식 (1)의  부울 함수에 대해 제안된 알고리즘을 적용한

과정은 표 3에 제시되어 있다.

   
      ,    (1-변수 항 : 없음)

구분 항
의

진부분집합
항

의
진부분집합

2-변수항

m(0,1,2,3) =A'B'

m(0,4,8,12) =C'D'

m(0,1,4,5) =A'C'

m(0,2,4,6) =A'D'

m(0,1,8,9) =B'C'

m(0,2,8,10) =B'D'

m(1,3,5,7) =A'D

m(1,3,9,11) =B'D

m(1,5,9,13) =C'D

m(2,3,10,11) =B'C

m(2,6,10,14) =CD'

m(2,3,6,7) =A'C

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

m(3,7,11,15) =CD

m(4,5,6,7) =A'B

m(4,5,12,13) =BC‘

m(4,6,12,14) =BD'

m(5,7,13,15) =BD‘

m(6,7,14,15) =BC

m(8,9,10,11) =AB'

m(8,9,12,13) =AC'

m(8,10,12,14) =AD'

m(9,11,13,15) =AD

m(10,11,14,15) =AC

m(12,13,14,15) =AB

x

x

x

x

x

x

O

x

O

x

O

x

표 3. 빈도수기반회로최소화
Table 3. Circuit Minimization Based on Frequency

1-변수
내포 항

부울 함수

m4 m8 m9 m10 m11 m12 m14 m15

m(8,9,10,11) 1 1 1 1

m(8,10,12,14) 1 1 1 1

m(10,11,14,15) 1 1 1 1

빈도수 0 2 1 3 2 1 2 1

3-변수 항
부울 함수

m4 m8 m9 m10 m11 m12 m14 m15

m(4,12) 1 1

주 내포 항
부울 함수

선택
m4 m8 m9 m10 m11 m12 m14 m15

m(8,9,10,11) =AB' 1 1 1 1 O

m(8,10,12,14) =AD' 1 1 1 1

m(10,11,14,15) =AC 1 1 1 1 O

m(4,12)= BC'D' 1 1 O

빈도수 1 2 1 3 2 2 2 1

주 내포 항
부울 함수

선택

빈도수   

         
  ′ ′ ′

     을진부분집

합으로 갖는 1-변수 항 ([0,7] 또는 [8,15])은 존재하지 않

으므로, 2-변수 항에서 구하면 m(8,9,10,11), m(8,10,12,14), 

m(10,11 ,14,15)로 m9, m12와 m15는 빈도수가 1로 3개의 2-변수 

항이 골고루 갖고 있다. 또한, m4의 빈도수는 0으로 이는 3-변수 

항에서 m(4,12)를 찾을 수 있다. m(4,12) 추가로 인해 m12의 빈도

수는 2로 변경된다. 따라서, 빈도수는 1인 변수항만을 선택하면 

m(8,10,12,14)이 삭제되고 m(8,9,10,11), m(10,11,14,15)과 m(4,12)

만이 남게 되어 해를 구할 수 있었다. 여기서 채색된 항들은 빈도

수가 “0” 또는 “1”인 항을 표기하고 있다.

IV. 실험 및 결과 분석

본장에서는다음부울함수에대해제안된알고리즘만을적

용하여 본다. 실험 방법은 각 부울함수에 대해 3장에서 제안

된알고리즘을수행하는방식을표로나타내면서,   이될

때까지 의항을포함하는해당주내포항을선택하는방식으

로 진행하였다.

  

  

   

   

   

   

   

 에 대해 제안된 알고리즘은 다음과 같이 수행

된다. 2-변수 항에서 의 진부분집합들을 선택한 결과

m(0,1), m(0,2), m(1,5), m(2,6), m(5,7), m(6,7)을

얻었으며, 모든 부울함수의항 m0, m1, m2, m5, m6 ,m7

의빈도수가 2로동일하므로, 임의의 2-변수항m(0,1)을선택

하고, m2, m5, m6, m7에대해다시 m(2,6)을 선택한 후 m5와 

m7을 커버하는 m(5,7)을 선택하였다.

  

         (1-변수 항 : 없음)

구분 항
의

진부분집합
항

의
진부분집합

2-변수

항

m(0,1)

m(0,2)

m(0,4)

m(1,3)

m(1,5)

m(2,3)

O

O

x

x

O

x

m(2,6)

m(3,7)

m(4,5)

m(4,6)

m(5,7)

m(6,7)

O

x

x

x

O

O

주 내포 항
부울 함수

선택
m0 m1 m2 m5 m6 m7

m(0,1) 1 1 O

m(0,2) 1 1

m(1,5) 1 1

m(2,6) 1 1 O

m(5,7) 1 1 O

m(6,7) 1 1

빈도수 2 2 2 2 2 2

주 내포 항
부울 함수

원소 개수 선택

빈도수   

          ′ ′  ′

 에 대해 제안된 알고리즘은 다음과 같이 수행된

다. 2-변수 항에서 의 진부분집합들을 선택한 결과 m(1,3),

m(1,5), m(4,5)와 m(4,6)을 얻었으며, 이들로부터 빈도수는

1인 m3과 m6을 포함한 m(1,3)과 m(4,6)이 선택되었다. 이

두항이커버하지못하는m5에대해m(1,5)와m(4m5)중임의
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로 m(1,5)가 선택되었다.

   
         (1-변수 항 : 없음)

구분 항 의 진부분집합 항 의 진부분집합

2-변수
항

m(0,1)
m(0,2)
m(0,4)
m(1,3)
m(1,5)
m(2,3)

x
x
x
O
O
x

m(2,6)
m(3,7)
m(4,5)
m(4,6)
m(5,7)
m(6,7)

x
x
O
O
x
x

주 내포 항
부울 함수

선택
m1 m3 m4 m5 m6

m(1,3) = A'C 1 1 O
m(1,5) = B'C 1 1
m(4,5) = AB' 1 1
m(4,6) = AC' 1 1 O

빈도수 2 1 2 2 1

주 내포 항
부울 함수

선택
m5

m(1,5) = B'C 1 O
m(4,5) = AB' 1

빈도수 2

    ′  ′ ′ or  ′  ′  ′
   에대해제안된알고리즘은다음과같이수

행된다. 2-변수 항에서 B'D'와 BD'가 선택되고, 다음으로

m6, m12와 m14중에서 m6과 m14를 갖는 CD'를 선택한

후 마지막으로 m12를 포함하고 있는 AD'가 선택되어

   ′ ′  ′  ′ ′ 를 얻었다.

    
         (1-변수 항 : 없음)

구분 항 의
진부분집합 항 의

진부분집합

2-변수
항

m(0,1,2,3) =A'B'
m(0,4,8,12) =C'D'
m(0,1,4,5) =A'C'
m(0,2,4,6) =A'D'
m(0,1,8,9) =B'C'
m(0,2,8,10) = B'D'
m(1,3,5,7) =A'D
m(1,3,9,11) =B'D
m(1,5,9,13) =C'D
m(2,3,10,11) =B'C
m(2,6,10,14) =CD'
m(2,3,6,7) =A'C

x
x
x
x
x
O
x
x
x
x
O
x

m(3,7,11,15) =CD
m(4,5,6,7) =A'B
m(4,5,12,13) =BC‘
m(4,6,12,14) =BD'
m(5,7,13,15) = BD‘
m(6,7,14,15) = BC
m(8,9,10,11) =AB'
m(8,9,12,13) =AC'
m(8,10,12,14) =AD'
m(9,11,13,15) =AD
m(10,11,14,15) =AC
m(12,13,14,15) = AB

x
x
x
x
O
O
x
x
O
x
x
O

주 내포 항
부울 함수

선택
m0 m2 m5 m6 m7 m8m10m12 m13 m14 m15

m(0,2,8,10) =B'D' 1 1 1 1 O
m(2,6,10,14) =CD' 1 1 1 1
m(5,7,13,15) =BD‘ 1 1 1 1 O
m(6,7,14,15) =BC 1 1 1 1
m(8,10,12,14) =AD' 1 1 1 1
m(12,13,14,15) =AB 1 1 1 1

빈도수 1 2 1 2 2 2 3 2 2 4 3

주 내포 항
부울 함수

선택
m6 m12 m14

m(2,6,10,14) =CD' 1 1 O
m(6,7,14,15) =BC 1 1
m(8,10,12,14) =AD' 1 1
m(12,13,14,15) =AB 1 1

빈도수 2 2 4

주 내포 항
부울 함수

선택
m12

m(6,7,14,15) =BC
m(8,10,12,14) =AD' 1 O
m(12,13,14,15) =AB 1

빈도수 2

   ′ ′ ′  ′ ′

   에대해제안된알고리즘은다음과같이수

행된다. 2-변수항으로부터C‘D', B'C와 A'B를선택한결과

남은 m9와 m13을 갖는 AC'가 마지막으로 선택되어

   ′ ′   ′ ′  ′ 를 얻었다.

    
         (1-변수 항 : 없음)

구분 항 의
진부분집합

항 의
진부분집합

2-변수
항

m(0,1,2,3) =A'B'
m(0,4,8,12) = C'D'
m(0,1,4,5) =A'C'
m(0,2,4,6) =A'D'
m(0,1,8,9) =B'C'
m(0,2,8,10) = B'D'
m(1,3,5,7) =A'D
m(1,3,9,11) =B'D
m(1,5,9,13) =C'D
m(2,3,10,11) = B'C
m(2,6,10,14) =CD'
m(2,3,6,7) =A'C

x
O
x
O
x
O
x
x
x
O
x
O

m(3,7,11,15) =CD
m(4,5,6,7) =A'B
m(4,5,12,13) = BC‘
m(4,6,12,14) =BD'
m(5,7,13,15) =BD‘
m(6,7,14,15) =BC
m(8,9,10,11) = AB'
m(8,9,12,13) = AC'
m(8,10,12,14) =AD'
m(9,11,13,15) =AD
m(10,11,14,15) =AC
m(12,13,14,15) =AB

x
O
O
x
x
x
O
O
x
x
x
x

주내포항
부울함수

선택
m0 m2 m3 m4 m5 m6 m7m8 m9 m10m11m12m13

m(0,4,8,12) =C'D' 1 1 1 1 O

m(0,2,4,6) =A'D 1 1 1 1

m(0,2,8,10) =B'D 1 1 1 1

m(2,3,10,11) =B'C 1 1 1 1 O

m(2,3,6,7) =A'C 1 1 1 1

m(4,5,6,7) =A'B 1 1 1 1

m(4,5,12,13) =BC‘ 1 1 1 1

m(8,9,10,11) =AB' 1 1 1 1

m(8,9,12,13) =AC' 1 1 1 1

빈도수 3 4 2 4 2 3 2 4 2 3 2 3 2

주 내포 항
부울 함수

선택
m5 m6 m7 m9 m13

m(0,2,4,6) =A'D 1
m(0,2,8,10) =B'D
m(2,3,6,7) =A'C 1 1
m(4,5,6,7) =A'B 1 1 1 O
m(4,5,12,13) =BC‘ 1 1
m(8,9,10,11) =AB' 1
m(8,9,12,13) =AC' 1 1

빈도수 2 3 2 2 2

주 내포 항
부울 함수

선택
m9 m13

m(4,5,12,13) =BC‘ 1
m(8,9,10,11) =AB' 1
m(8,9,12,13) =AC' 1 1 O

빈도수 2 2

    ′ ′  ′  ′  ′
   에대해제안된알고리즘은다음과같이수

행된다. 2-변수 항으로부터 B'D, B'C, CD와 AD를 선택한

결과   로     ′   ′    를얻

었다.
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   
         (1-변수 항 : 없음)

구분 항 의 진부분집합 항 의 진부분집합

2-변수
항

m(0,1,2,3) =A'B'
m(0,4,8,12) =C'D'
m(0,1,4,5) =A'C'
m(0,2,4,6) =A'D'
m(0,1,8,9) =B'C'
m(0,2,8,10) =B'D'
m(1,3,5,7) =A'D
m(1,3,9,11) = B'D
m(1,5,9,13) =C'D
m(2,3,10,11) = B'C
m(2,6,10,14) =CD'
m(2,3,6,7) =A'C

x
x
x
x
x
x
x
O
x
O
x
x

m(3,7,11,15) = CD
m(4,5,6,7) =A'B
m(4,5,12,13) =BC‘
m(4,6,12,14) =BD'
m(5,7,13,15) =BD‘
m(6,7,14,15) =BC
m(8,9,10,11) =AB'
m(8,9,12,13) =AC'
m(8,10,12,14) =AD'
m(9,11,13,15) = AD
m(10,11,14,15) =AC
m(12,13,14,15) =AB

O
x
x
x
x
x
x
x
x
O
x
x

주 내포 항
부울 함수

선택
m1 m2 m3 m7 m9 m10 m11m13 m15

m(1,3,9,11) = B'D 1 1 1 1 O
m(2,3,10,11) = B'C 1 1 1 1 O
m(3,7,11,15) = CD 1 1 1 1 O
m(9,11,13,15) = AD 1 1 1 1 O

빈도수 1 1 3 1 2 1 4 1 2

주 내포 항
부울 함수

선택

빈도수   

     ′   ′  
   에대해제안된알고리즘은다음과같이수행

된다. 3-변수항에서A'B'D를선택한후, 2-변수항에서BC'

와AC를선택하여       ′ ′ ′ 를얻

었다.

    
         (1-변수 항 : 없음)

구분 항 의 진부분집합 항 의 진부분집합

2-변수
항

m(0,1,2,3) =A'B'
m(0,4,8,12) =C'D'
m(0,1,4,5) =A'C'
m(0,2,4,6) =A'D'
m(0,1,8,9) =B'C'
m(0,2,8,10) =B'D'
m(1,3,5,7) =A'D
m(1,3,9,11) =B'D
m(1,5,9,13) =C'D
m(2,3,10,11) =B'C
m(2,6,10,14) =CD'
m(2,3,6,7) =A'C

x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x

m(3,7,11,15) =CD
m(4,5,6,7) =A'B
m(4,5,12,13) = BC‘
m(4,6,12,14) =BD'
m(5,7,13,15) =BD‘
m(6,7,14,15) =BC
m(8,9,10,11) =AB'
m(8,9,12,13) =AC'
m(8,10,12,14) =AD'
m(9,11,13,15) =AD
m(10,11,14,15) =AC
m(12,13,14,15) = AB

x
x
O
x
x
x
x
x
x
x
O
O

주 내포 항 부울 함수 선택m1 m3 m4 m5 m10 m11 m12 m13 m14 m15
m(4,5,12,13) =BC‘ 1 1 1 1
m(10,11,14,15) =AC 1 1 1 1
m(12,13,14,15) =AB 1 1 1 1

빈도수 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2

   , 이 3-변수 항에 존재

구분 항 의
진부분집합

항 의
진부분집합

3-변수항 m(1,3) = A'B'D O

주 내포 항
부울 함수

선택
m1 m3 m4 m5 m10m11m12m13 m14 m15

m(4,5,12,13) =BC’ 1 1 1 1 O
m(10,11,14,15) =AC 1 1 1 1 O
m(12,13,14,15) =AB 1 1 1 1
m(1,3) =A'B'D 1 1 O

빈도수 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2

주 내포 항
부울 함수

선택

빈도수   

      ′ ′ ′
  에 대해 제안된 알고리즘은 다음과 같이 수

행된다.

2-변수항으로부터BD'를, 3-변수항으로부터A'C'D, A'BC,

ACD와 ABC'를 선택하여    

ABC'+ACD+A'BC+ A'C'D+BD'를 얻었다.

제안된 빈도수 기반 주내포 항선택과 여분의 주내포항

삭제알고리즘은Quine-McCluskey 알고리즘[3]의주내포항

결정 방법에 비해 주 내포 항을 빠르게 추출할 수 있는 장점

을갖고있다. 또한, Petrick 방법[5]에의한여분의중복된주

내포 항을 삭제하는 방법에 비해 빈도수를 적용하여 빠르고

쉽게 수행할 수 있는 장점을 갖고 있다.

   
         (1-변수 항 : 없음)

구분 항 의
진부분집합

항 의
진부분집합

2-변수
항

m(0,1,2,3) =A'B'
m(0,4,8,12) =C'D'
m(0,1,4,5) =A'C'
m(0,2,4,6) =A'D'
m(0,1,8,9) =B'C'
m(0,2,8,10) =B'D'
m(1,3,5,7) =A'D
m(1,3,9,11) =B'D
m(1,5,9,13) =C'D
m(2,3,10,11) =B'C
m(2,6,10,14) =CD'
m(2,3,6,7) =A'C

x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x

m(3,7,11,15) =CD
m(4,5,6,7) =A'B
m(4,5,12,13) =BC‘
m(4,6,12,14) =BD'
m(5,7,13,15) = BD‘
m(6,7,14,15) =BC
m(8,9,10,11) =AB'
m(8,9,12,13) =AC'
m(8,10,12,14) =AD'
m(9,11,13,15) =AD
m(10,11,14,15) =AC
m(12,13,14,15) =AB

x
x
x
x
O
x
x
x
x
x
x
x

주 내포 항
부울 함수

선택
m1 m5 m6 m7 m11 m12 m13 m15

m(5,7,13,15) = BD‘ 1 1 1 1
빈도수 0 1 0 1 0 0 1 1

   
 미 존재
1,6,11,12를 포함하고, 나머지 최소 항이 의 진부분집합인 경우

구분 항 의
진부분집합

항 의
진부분집합

3-변수
항

m(0,1) = A'B'C'
m(0,2) = A'B'D'
m(0,4) = A'C'D'
m(0,8) = B'C'D'
m(1,3) = A'B'D
m(1,5) = A'C'D
m(1,9) = B'C'D
m(2,3) = A'B'C
m(2,6) = A'CD'
m(2,10) = B'CD'
m(3,7) = A'CD
m(3,11) = B'CD
m(4,5) = A'BC'
m(4,6) = A'BD'
m(4,12) = BC'D'
m(5,7) = A'BD

x
x
x
x
x
O
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x

m(5,13) = BC'D
m(6,7) = A'BC
m(6,14) = BCD'
m(7,15) = BCD
m(8,9) = AB‘C'
m(8,10) = AB‘D'
m(8,12) = AC'D'
m(9,11) = AB‘D
m(9,13) = AC'D
m(10,11) = AB'C
m(10,14) =ACD'
m(11,15) = ACD
m(12,13) = ABC'
m(12,14) = ABD'
m(13,15) = ABD
m(14,15) = ABC

x
O
x
x
x
x
x
x
x
x
x
O
O
x
x
x

주 내포 항
부울 함수

선택
m1 m5 m6 m7 m11 m12 m13 m15

m(5,7,13,15) =BD‘ 1 1 1 1
m(1,5) = A'C'D 1 1 O
m(6,7) = A'BC 1 1 O
m(11,15) = ACD 1 1 O
m(12,13) = ABC' 1 1 O

빈도수 1 2 1 2 1 1 2 2

내포 항
부울 함수

선택

빈도수   

    ′  ′ ′ ′   ′

Ⅴ. 결론 및 향후 연구과제
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본 논문은 회로 최소화 문제의 해를 간단히 얻을 수 있는

알고리즘을 제안하였다.

회로최소화문제에대해 1950년대에수기식방법인카르

노맵과전산화가가능한휴리스틱방법인Quine-McCluskey 알

고리즘[3]이 제안된 이후 지금까지 보다 단순하며, 효율적이

고,빠른방법이제안되지않고있었다. Quine-McCluskey 알

고리즘[3]의경우주내포항을추출하는과정이복잡할뿐아

니라 선택된 주 내포 항들 중에서 종복 선택된 여분의 주 내

포항이있는지여부는체계적인Petrick 방법[5]을적용하였

다. 그러나Petrick 방법[5] 또한매우지루하고복잡한과정을

거쳐 오류를 유발시킬 수 있는 단점을 갖고 있었다.

본 논문은단순히사전에작성된내포항표로부터빈도수

에 기반하여 주 내포 항들을 추출 (선택)하는 간단한 방법을

제안하였으며, 선택된주내포항들중에서여분의중복된주

내포 항이 존재하는지 여부를 빈도수를 이용하여 검증하고,

여분의 주 내포 항을 간단히 삭제할 수 있었다.

본 논문에서 제안된 알고리즘은 -변수의 가능한 모든 항

을 대상으로 의 진부분집합을 가진 항들을 추출하고, 각 단

일 항의 빈도수를 계산하는 방법을 적용하였다. 이로 인해,

변수개수 이증가하면 -변수항들은기하급수적으로증가

하는 단점을 갖고 있다. 추후에는 이 증가하더라도 의 진

부분집합을 가진 -변수 항을 쉽게 추출하는 방법을 연구하

여 알고리즘을 보다 단순화 시킬 예정이다.
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