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1. 서론

전 호에서 기술한 바와 같이 복합소재를 적용한 적층

구조의 이론은 크게 고전적 이론 (CLT: Classical 

Laminated Theory), 일차전단변형 이론 (FSDT: First 

Shear Deformation Theory), 그리고 고차항 이론 

(HST:Higher-order Shear Deformation theory)로 나눌 

수 있다. 정밀해석이 필요한 경우, 고차전단변형 판 이

론을 사용하게 되는데 통상적으로 두께가 얇은 구조의 

경우에 대해서는 고차항 판이론이 필요하지 않을 수 있

으나, 하중 조건, 경계조건 및 단면 형상변화에 따라 고

차항 이론을 적용하지 않으면 오차가 발생하는 경우가 

발생할 수 있다.

지난기사에서는 고전적 이론 및 일차전단변형 판이

론을 소개하였으며, 본 기사에서는 Reddy의 고차항 판

이론 및 유한요소 정식화를 기술하고 강성 계산을 통한 

예제를 통하여 고차항의 효과를 분석하기로 한다.

2. 고차전단변형 이론 및 유한요소 정식화

2.1 고차전단변형 이론

본 연구에서 적용한 고차항 판이론은 그림 1과 같이 

변형 전 판에서 중립면의 수직관계는 변형 후에도 수직

한다는 고전적판이론과 일차항 판이론의 기본가정과는 

달리 변형 후에 중립면의 횡 방향 변위는 비선형을 보

이게 되며 실구조물과 같이 구조물의 상⋅하면에 전단 

응력이 0으로 나타나게 된다. 판의 비선형 고차항 판이

론에 의한 변위는 다음과 같은 관계로 표현할 수 있다.

      

 
    

      

 
    

    (1)

여기서 과 은 전단변형의 3차항을 나타내는 변

수로서 0으로 놓으면 식 (2)는 일차항 판이론의 가정식

과 동일하게 된다.
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그림 1. 판의 두께방향에 대한 비선형 전단변형

2.2 유한요소 정식화

본 학술기사에서 적용하는 유한요소법은 판의 중립

면에서의   그리고 방향으로의 변위 ( , ,)

와 변위각 ( ,), 그리고 회전각 ( ,)이 고려

된 요소의 절점 당 7개의 자유도를 갖는 Nonconforming 

요소가 사용되었으며 다음 식으로 표시할 수 있다.
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여기서,  는 4×4 크기를 갖는 Identity 행렬,  는 

Lagrangian 보간함수,  , , 그리고  는 Hermite 

보간함수이며  의 1차 및 2차 미분을 각각 의미한다. 

수치적분의 용이함을 위하여 전체좌표계 ( )에

서의 강성행렬은 -1.0부터 1.0까지의 일정한 범위로 

변환된 새로운 국부좌표계( )에서의 강성행렬 

 

로 재구성하게 되며 다음의 식으로 요약하여 나타

낼 수 있다.

 

 

 




 



    
   (3)

식 (3)에서  는 13×13의 크기를 갖는 전체좌표계

의 강성행렬을,  는 13×28의 크기를 갖는 변환된 국

부좌표계의 변형률-변위 관계 행렬을, 그리고  는 

Jacobian 변환행렬을 각각 의미하며,  는 다음과 같

이 표현할 수 있다.

  


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
      
    
      
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



 (4)

여기서,             는 단면력과 변

형률의 관계를 나타내는 강성을 의미한다.  

는 적층판의 강성과 두께의 관계를 나타내며  

  는 두께에 대하여 3차 이상의 비선형 고차항 효과

를 나타내며 다음과 같이 구할 수 있다.

    (5)

한편, 변형률-변위 관계 행렬은 다음과 같이 표현

할 수 있다.
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   
  






0 0 0 0 0 0

(6)

0 
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0 0 0 0 0
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
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

0 0        


0

0 0      
0  

0 0           

0 0  0 0 0 

0 0   0 0  0

0 0   0 0 0  

0 0   0 0   0

여기서,

 
= 





,  
= 






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= 


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
,  

= 



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= 
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 
= 






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
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
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

2.3 국부 질량 행렬 및 전체 시스템 행렬

비선형 고차항 판이론을 적용한 평판에서의 관성행

렬 {S}와 가속도 벡터 {A}는 식 (7)과 같이 나타낼 수 

있다. 식 (2)에서 Nonconforming 요소의 w 0와 관련된 

3개의 절점당 가속도 Δ
i
̈는 Δ

1
̈= w o ̈, Δ

2
̈= w o, x ̈, 그리고 

Δ
3
̈= w o, y ̈이다. 

  =
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(7)

여기서,

   
  










     ․․․, 

   
   ,

    
  

  이며, m은 전체 적

층수이다.

국부좌표계( ,)에서의 평판 요소에서의 질량행렬

은 다음과 같은 관계로 표시된다.

 

 

 




 



     (8)

여기서,  는 Lagrangian과 Hermite 형상함수의 조

합행렬이다.

3. 강성 계산 예

그림 2와 같은 해석모델에 대하여 고차항이론을 적

용하여 강성값을 계산하였다.
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그림 2. 해석 모델

1) 대칭 적층배열

<input data>

해석에 사용된 복합재료의 물성은 다음과 같다.

각 적층배열에 따른 해석을 위한 각 이론 별로 강성

값 계산 과정을 정리하면 다음과 같다.

<강성 계산 결과>
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<결과 비교>

⇩

Matrix의 Form과 각 항의 결과가 수계산의 결과와 

일치하였으며, 에서 각 Layer의 결과도 일치함을 확

인할 수 있었다. 와 에서 미소한 값이 발생하

였지만  ∼ 의 값으로서 거의 0에 가까우므로 

무시할 수 있다.

2) 비대칭 적층배열 (크로스 플라이)

<input data>

<결과 비교>

예제에서 보는 바와 같이 동일한 물성과 제원을 갖는 

경우에도 화이버 보강각도의 변화만으로 강성이 큰 차

이가 있음을 알 수 있다. 또한, 프로그램의 해석 결과와 

Plate constitutive equations의 비교를 통해 정확히 일치

함을 확인할 수 있었으며, 고차항 이론에서 나타난 바

와 같이 와 의 양상이 같이 흘러감을 해석결

과를 통해 확인 할 수 있다.

4. 요약 및 결론

본 기사에서는 전 호에 이러서 복합소재 적층구조 이

론 중에서 Reddy의 고차전단변형 판이론을 중심으로 

소개하였다. 일차 전단변형 판이론은 사각형 판과 같은 
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일반적인 경우에 대하여 비교적 정확한 결과을 나타내

는 것으로 알려져 있다. 그러나 1차 판이론에서 가정되

는 전단보정계수 (5/6)는 다양한 기하학적 조건, 경계조

건 및 하중조건을 갖는 경우에 대하여 항상 정확한 결

과를 장담할 수 없다. 따라서 보다 정밀하고 정확한 해

를 구하기 위해서는 고차항 판이론을 적용하는 것이 바

람직할 수 있다. 그러나, 고차항 이론에 의한 전개는 수

식이 복잡하고 수치 해석적으로 난해할 수 있으므로 필

요한 경우에 따라 선택적으로 사용할 것을 추천한다. 
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