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쌍선형 시스템의 추종 성능 강화를 위한 예측 제어 알고리즘

Enhancing Tracking Performance of a Bilinear System using MPC
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Abstract: This paper presents a method to enhance tracking performance of an input-constrained bilinear system using MPC 
(Model Predictive Control) when a feasible tracking control is known. Since the error dynamics induced by the known tracking 
control is asymptotically stable, there exists a Lyapunov function for the stable error dynamics. By defining a cost function 
including the Lyapunov function and describing tracking performance, an MPC law is derived. In simulation, the performance of 
the proposed MPC law is demonstrated by applying it to a converter model.
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I. 서론

예측 제어(MPC: Model Predictive Control)는 유한 구간 

최적 제어의 한 형태로서 입출력과 같은 시스템의 물리적 

제약 조건을 제어기 설계 단계에서 직접 고려할 수 있을 

뿐만 아니라 성능과 안정도도 보장할 수 있는 제어 기법이

다[1-3]. 제어 법칙을 계산하는 과정에서 최적화 문제를 풀

어야 하기 때문에 과거에는 동특성이 느린 화학 공정 시스

템에 주로 적용되었지만 최근에는 그 적용 범위도 전기 시

스템과 같은 빠른 동특성을 가진 시스템으로 까지 적용 범

위가 확대되었다[4-11]. 
최근에 에너지 시스템에 나타나는 제어 문제에 대해서 

고전적인 제어 법칙 대신에 최적 제어와 강인 제어 기법 

등의 고급 제어 기법을 통해서 그 성능을 향상시키고자 하

는 노력들이 제어 분야에서 주목을 받고 있다[12-19]. 특히 

DC/DC, AC/DC 전력변환기의 경우 제어입력과 상태변수의 

곱이 존재하는 쌍선형 시스템(bilinear system)으로 모델링되

며 이들을 기존 선형제어기로 제어하면 다양한 운전점에 

대해 만족스러운 성능을 보장하기 어렵다[18-21]. 그리고 최

근에는 이러한 쌍선형 시스템을 전역 안정화하는 제어입력

이 알려진 경우가 있다[20,21]. 
본 논문에서는 제어 이론적 관점에서 앞에서 언급한 추

종(tracking)을 위한 전역 안정화 제어기가 알려진 쌍선형 

시스템에 대해서 그 제어기의 추종 성능을 향상 시킬 수 

있는 예측 제어 법칙을 제안한다. 또한 설계된 제어기의 효
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율성을 확인하기 위하여 제안된 예측 제어 법칙을 전력 변

환기 모델에 적용하여 그 성능을 확인한다.

II. 사전 지식과 문제 설정

이 절에서는 내용 전개를 위해 필요한 배경 지식과 본 

논문에서 다룰 제어기 설계 문제를 소개한다. 
정의 1: 유한한 상수 에 대해서 어떤 연속 함수 

  →∞가 단조 증가이면서   을 만족하면 

그 함수를  함수라고 부른다. 또한 ∞인 경우는 함수 

를 ∞ 함수라고 부른다. □

다음과 같은 비선형 시스템을 고려하자. 

   . (1)

여기서 ∈ 는 시스템의 상태 변수이고    → 

은 연속 함수이다. 
보조 정리 1: 만약 이산 시간 시스템 (1)이 전역 점근 

안정(globally asymptotically stable)하면 다음과 같은 양함수 

  →가 존재한다.

 ≤∥∥ ,  (2)

여기서 는 ∞ 함수이고 ∥⋅∥ 기호는 벡터의 놈(norm)

을 나타낸다. □

이러한 사실을 역 리아프노프 정리(converse Lyapunov 
theorem)라고 한다.

일반적인 쌍선형 시스템(bilinear system)은 다음과 같이 

정의된다[22].

 
  





 

본 연구에서는 논의를 간략히 하기 위해 단순화된 다음

과 같은 형태의 쌍선형 시스템을 고려한다.
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 

 
(3)

여기서 ∈ 는 시스템의 상태 변수이고 ∈는 시스템

의 제어 입력이며 ∈ 는 알고 있는 외부에서 시스템에 

인가되는 입력 신호이며 ∈은 시스템의 출력이다. 
또한 제어 입력 는 다음과 같은 상하한 제약이 있다.


≤≤  .  (4)

이와 같은 형태의 쌍선형 시스템은 전력전자 분야의 

DC/DC, AC/DC 전력 변환기의 수학적 모델의 한 형태이다. 
이제 이와 같은 쌍선형 시스템의 추종 문제를 정의하기 위

해서 다음과 같은 가정을 한다. 
 
가정 1: 출력 에 대한 추종치를 이라고 할 때 출력 

추종치는 다음과 같은 두 조건이 만족하도록 설정되었다고 

가정을 한다.
1)   을 달성하는 다음과 같은 정상 상태에서의 상

태 방정식은

  (5)

유일한 해 와 를 가지며 는 입력 제약 (4)를 만족

한다. 

2) 주어진 쌍선형 시스템에 (5)의 해 를 인가하면 야

기되는 폐루프 시스템과 정상 상태 방정식 (5) 사이의 오차 

동특성은 

    (6)

이고 전역 점근 안정하다. 여기서   이며 상

태 추종 오차이다. □ 

언급 1: 가정 1의 조건들은 주어진 쌍선형 시스템에 대

해서   을 달성하는 입력 제약을 만족하는 정상 상태 

입력 를 알고 있다는 것을 의미한다. 왜냐하면 주어진 

쌍선형 시스템 (3)에 정상 상태 입력   를 인가하면 

다음과 같은 식을 얻을 수 있다.

   .

이 식으로부터 정상 상태 방정식 (5)를 빼면 (6)과 같은 오

차 동특성을 얻을 수 있으므로 (6)이 점근 안정하다는 사실

은 정상 상태 입력   에 의해서   이 점근적으

로 달성됨을 의미한다. 

보조 정리 2 [23]: 가정 1의 두 번째 조건과 보조 정리 

1에 소개한 역 리아프노프 안정도 이론 정리로부터 폐루프 

시스템   에 대한 리아프노프 함수 

가 존재하여 다음을 만족한다. 

 



≤∥∥

여기서  는 양행렬이고 ⋅는 ∞ 함수이다.

본 논문에서는 주어진 쌍선형 시스템에 대해서 가정 1에
서 설명한 바와 같이 출력 추종을 달성하는 안정화 입력값

을 알고 있을 때 예측 제어 기법을 통해서 그 성능을 향상

시킬 수 있는 방법을 제안한다. 

언급 2: 가정 1에 따르면 본 논문이 관심을 가지는 쌍선

형 시스템은 입력 제약이 있지만 전역 안정화가 가능한 시

스템이다. 일부 전력 변환기 모델이 이와 같은 조건을 만족

한다[9-11].

III. 쌍선형 시스템의 추종 예측 제어

제어기 설계를 위해 쌍선형 시스템 (3)과 (5)의 차이에 

해당하는 다음과 같은 오차 동특성을 고려하자.

 

 
(7)

여기서 와 는 (5)를 만족하는 정상 상태 값이며 

는 설계할 제어 입력이다. 
예측 제어 법칙 설계를 위해 다음과 같은 최적화 문제를 

고려하자. 

min (8)

subject to

 
  



 

     ⋯
  


 ≤  ≤    ⋯

여기서 

   ⋯  

이고 ⋅는 보조 정리 2에서 주어진 함수이며   는 

설계 파라미터이고 은 예측 제어의 예측 구간을 그리고 

⋅는 비용함수를 의미하고 와 는 

시간 에서 오차와 제어 입력의 예측값이다.
이렇게 주어진 최적화 문제의 해를 다음과 같이 표기하자.

   ⋯  

이러한 최적화 문제를 기반으로 제안하는 출력 추종을 달

성하는 예측 제어 법칙은 다음과 같다.

[예측 제어 법칙] 

단계 1: 최적화 문제 (8)을 푼다. 

단계 2: 최적해의 첫 번째 요소인  를 쌍선형 시

스템 (3)에 인가한다.
단계 3: 를 측정하고 단계 1로 간다.

보조 정리 3: (예측 제어가 아닌) 알고 있는 정상 상태 



Enhancing Tracking Performance of a Bilinear System using MPC 239

입력   를 시스템에 인가하면 그에 대한 비용 함

수는 다음과 같은 부등식을 만족한다.

   ≤ .

여기서   이고 

    
  





이며 함수 는 보조 정리 2에서 정의되었다.

증명: 예측 구간 전체에 대해서   를 시스

템에 인가하면 결과로 야기되는 비용함수는 다음과 같은 

관계를 만족한다.

   


  



∥∥ ≤

두 번째 등식은 보조 정리 2를 이용하였다. 

정리: 쌍선형 시스템 (3)에 대해서 가정 1이 만족한다고 

가정하자. [예측 제어 법칙]에 기술되어 있는 제어 법칙을 

적용하면 쌍선형 시스템 (3)에 대해서 출력 추종을 달성 할 

수 있다. 즉 다음이 달성된다.

lim
→∞

  .

여기서 은 출력 추종치이다.
증명: 출력 추종을 달성한다는 사실은 다음과 같은 사실

과 동등하다. 

lim
→∞

   lim
→∞

  .

알고 있는 정상 상태 입력 의 존재성으로부터 최적화 

문제 (8)은 항상 해(always feasibility)를 가진다. 시간 에서 

최적화 문제를 풀었을 때의 최적 비용함수를  라 

하고 최적 입력과 최적 오차 변수를 다음과 같이 정의하자. 

⋯

⋯

즉, 

  
  



 

이제 시간 에서 가해한(feasible) 다음과 같은 입력과 

상태 변수 벡터를 고려하자. 

⋯

⋯

여기서   이다. 예측 입력 

벡터 마지막 요소가  임을 주목하자. 시간 에서 이

렇게 정의된 가해한 입력과 상태 벡터에 의해서 계산되는 

비용 함수를 라고 하면 최적성(optimality)으로부

터 다음과 같은 관계식을 얻을 수 있다. 

  ≤


  



 

   
 

   
 

  
  

≤ 
  

  

∥∥ ← 보조정리



≤ 
  



∥∥ 

≤ ∥∥

 가 에 대한 이차의 상하한을 가지는 양함수

이므로 이 부등식은  가 오차 동특성 (7)에 대한 

리아프노프 함수임을 의미한다. 따라서 lim
→∞

  을 만

족한다. □

증명의 두 번째 부등식과 보조 정리 3을 비교하면 제안

하는 예측 제어기의 역할을 알 수 있다. 보조 정리 3의 부

등식은 알고 있는 제어 입력 를 시스템에 인가하면 비용 

함수 가 어떻게 줄어드는지 알려준다. 이를 토대로 정리

의 증명에서 두 번째 부등식은  가  보다 매 시간 더 

많이 감소한다는 것을 의미하므로 제안하는 예측 제어가 

가 비용함수 를 줄이는 것 보다 더 빠르고 작게 만든다

는 것을 의미한다.

IV. 모의실험

이번 절에서는 모의실험을 통해 제안한 예측제어 법칙이 

DC/DC 부스트 컨버터 모델의 추종제어 문제에 관해서 알

려진 제어 입력 보다 성능을 향상시킴을 보인다. 우선 IV-1
에서는 DC/DC 부스트 컨버터 추종제어 문제를 제안한 예

측제어 법칙으로 풀 수 있음을 보인다. 그리고 IV-2에서는 

모의실험 결과를 논의한다.
1. DC/DC 부스트 컨버터의 추종제어

모의실험을 위해 다음과 같은 부스트 컨버터를 고려하자.
이 컨버터에서 스위치 이 켜지고 껴질 때 성립하는 

회로 방정식은 각각 다음과 같다.

  if  : ON, (9)

  if  : OFF, (10)

Pulse-Width 
Modulator

Duty Cycle D

gv

LLi

C cv
+

-
R ov

+

-

1D

1Q Ci Ri

그림 1. DC/DC 부스트 컨버터 회로.
Fig. 1. The topology of the DC/DC boost converter.
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     



 





,   




 





,

     












 

 


,   










  








,

     













 
,   
















 
, 

이고 은 부하저항이고 은 스위치 의 동작 저항 

(ON-resistance) 이며 는 다이오드 의 전압이다. 그리고 

한 제어 주기 동안 스위치 을 얼마나 열고 닫을 것인지 

나타내는 듀티비  를 제어입력으로 고려한다. 그리고 듀

티비 는 펄스폭 변조(PWM: Pulse-Width Modulation) 방식

을 이용해서 스위치 를 열고 닫을지 결정한다. 즉, 스위

치 은 PWM에 의해 동안 스위치가 켜지고 

동안 꺼진다. 그러므로 제어입력 ∈을 만족해

야 함을 알 수 있다. 여기서 는 PWM 주기를 나타낸다. 
이러한 PWM 동작 원리를 고려하면 상태 방정식 (9)와 (10)
을 이용해서 다음과 같은 평균 모델을 얻을 수 있다.

 , (11)

게다가 컨버터의 제어 목표는 전압추종 → 이므로 출

력 는 다음과 같이 정의된다.

 , (12)

여기서      ,     이고    

이며  ∈  이다. 연속시간 시스템 (11)은 

선형시스템이 아니므로 제어주기  에 대해서 다음과 

같은 오일러 근사화(Euler approximation)




≈

 ,    ,

를 이용하면 시스템 (11)을 다음과 같이 이산화 할 수 있다.

  , (13)

  , (14)

여기서

   ,    ,   ,    . (15)

이제 시스템 (13)-(14)가 가정1을 만족하는지 확인하기 위해 

다음과 같은 정상상태를 고려하자.

  ,

               
 ,

여기서 
은 의 두 번째 요소를 나타내며 위 두 식을 이

용하면 다음 두 관계식을 얻는다.


 




 , (16)

 



 , (17)

여기서 
은 의 첫 번째 요소이고





 


 

 
,  




 





,  




 


 

 
, 





 


 

 
 

이며 행렬 , , , 는 (15)에 정의되어 있다. 식 (17)

을 이용하면 는 다음과 같다.

 





  . (18)

그리고 식 (18)을 식 (16)에 대입하면 
에 대해서 다음과 

같은 2차 방정식을 얻을 수 있다.




  , (19)

여기서

         

               

                ,

        

                

                ,

        .

따라서 은 다음과 같이 정리할 수 있다.

 



 






















±




. (20)

여기서 
과 은 항상 두 해를 가지므로 ∈

가 만족되는 
을 선택한다. 지금까지 가정1의 첫 번째 

조건이 만족함을 보였다. 그리고 행렬 
은 모

든   ,   ,  , ∈에 대해 안정하므로 행

렬   역시 충분히 작은 제어주기 에 대해서 안

정함을 보일 수 있다. 따라서 가정1의 두 번째 조건도 만족

한다. 행렬 가 안정하므로 다음 관계를 만족하는 

양정치 대칭 행렬 가 항상 존재한다.

  ∀. (21)

위 방정식의 해 와  을 사용했을 때 만족하는 

오차 동특성   를 이용하면 양정치 

함수   는 다음 관계를 만족함을 알 

수 있다.


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그림 2. 출력전압 응답 비교.
Fig. 2. Comparison of the output voltage responses. 
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그림 3. 인덕터 전류 응답 비교.
Fig. 3. Comparison of the inductor current responses.

 

  

  ≤min ∥∥   ∀

따라서 보조정리 2를 만족하는 양정치 행렬 와 ∞ 함수

가 존재하므로 DC/DC 부스트 컨버터의 입력제약 (≤  
≤) 출력 추종제어 문제에 제안하는 예측제어 법칙을 적

용할 수 있다.
2. 모의실험 결과

모의실험은 MATLAB을 이용해서 수행했고 제어 주기는 

  로 정했다. 그리고 모델예측제어를 위해 예측 구

간은 으로 정했다. 컨버터는 연속시간 평균모델 (11)
을 이용해서 구현되었고 각 소자 값은 다음과 같다.

  ,   ,   ,  ,

      ,   .

최적화 문제 (8)은 매 제어주기마다 이산시간 상태 방정

식 (13)과 MATLAB의 fmincon 함수를 이용해서 풀었다. 여
기서 비용함수의 가중치 와 는 다음과 같다.




 


 

 
,   .
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그림 4. 제어입력 거동.
Fig. 4. Behaviors of the MPC and the steady state control.
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그림 5. 비용함수 크기 변화 비교.
Fig. 5. Comparison of the decay rate of the cost function values.

출력 기준치   에 대한 모의실험 결과는 그림 

2~그림 5에 있다. 그림 2와 그림 3은 설계 의도대로 정상상

태 입력 을 사용했을 때 보다 제안하는 예측제어법칙

을 사용해서 출력 추종 성능을 상당히 향상시킴을 보이고 

있다. 그림 4는 이때 정상상태 입력 과 예측제어법칙

의 거동을 나타낸다. 그리고 그림 5는 예상대로 예측제어법

칙이 비용함수를 더욱 효과적으로 빠르게 감소시킴을 보여

주고 있다.

V. 결론

본 논문에서는 전역 추종 제어법칙이 존재하는 쌍선형 

시스템에 대해서 입력제약을 만족하면서 추종 성능을 최대

화하는 예측제어 법칙을 제안했다. 그리고 대표적인 쌍선형 

시스템으로 모델링 되는 DC/DC 부스트 컨버터의 출력전압 

추종문제를 제안하는 예측제어 법칙으로 풀 수 있음을 보

이고 모의실험을 통해서 제안한 제어법칙이 효율적임을 보

였다.
향후 연구에서는 일반적인 비선형 시스템에 대해서 알려

진 안정화 제어기의 성능을 향상시키는 방안을 연구하고자 

한다.
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