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Graph state 기법을 이용한 6-큐비트

양자 오류 정정 부호 설계

요 약 

본 고에서는 그래프 상태(graph state)를 이용하여 양 자 오

류 정정 부호를 설계하는 기법에 대해서 알아본다. 그래프 상태

는 꼭짓점과 각 꼭짓점을 연결하는 변으로 구성된다. 그래프 상

태에서 각 꼭지점은 실제 코드워드의 각 큐비트에 해당하며 꼭

지 점을 연결하는 변은 양자 오류 정정 부호의 부호화 방식을 

결정한다. 본 고에서는 그래프 상태의 특성을 알아보고 그래프 

상태 기반 양자 오류 정정 부호 설계 기법을 이용하여 단일 오

류를 검출할 수 있는 6-큐비트 양자 오류 정정 부호 설계 방법

에 대해 알아본다.

Ⅰ. 서 론

1995년 Shor가 소개한 9-큐비트 양자 오류 정정 부호 [1] 

이후 다양한 방식의 양자 오류 정정 부호 설계 기법이 연구되

고 있다[2]-[7]. 양자 오류 정정 부호는 크게 additive 부호와 

non-additive 부호로 구분할 수 있다. Additive 부호의 경우 

고전 오류 정정 부호의 선형 부호와 유사한 특징을 가지고 있

으며 체계적인 방법을 이용하여 양자 오류 정정 부호를 설계할 

수 있는 장점을 가지고 있다. 이러한 체계적 구성 방법으로 인

해 많은 양자 오류 정정 부호는 additive 부 호의 특징을 가지

고 연구되고 있으며, 대표적인 양자 오류 정정 부호 설계 기법

으로 stabilizer 부호를 생각할 수 있다. 특히 stabilizer 부호는 

고전 선형 블록 오류 정정 부호로 부 터 양자 오류 정정 부호를 

설계할 수 있는 방법을 제시한다. 반면, non-additive 부호의 

경우 부호를 설계하는 과정이 체계적이지 못하지만 일반적으로 

additive 부호에 비해 더 큰 코드워드 공간 또는 더 많은 오류 

정정 능력 등 더 좋은 성능을 갖는 부호를 설계할 수 있다[8]-

[12]. 최근 Codeword stabilized (CWS) [13] 양자 오류 정정 부

호 설계 기법은 그래프를 이용하여 고전 오류 정정 부호로부터 

양자 오류 정정 부호를 설계할 수 있는 기법이 제시하고 있다. 

CWS 기법을 이용할 경우 채널에서 발생하는 오류의 형태에 따

라 고전 이진 오류 정정 부호를 정의할 수 있으며, 이를 이용하

여 체계적인 방법으로 양자 오류 정정 부호의 코드워드를 구성

할 수 있다. 하지만 CWS 부호를 이용하여 설계된 양자 오류 정

정 부호는 부호의 minimum distance가 3 이하로 제한되는 특

징을 가지고 있다. 이러한 단점을 극복하기 위해 얽힌 큐비트

(entangled qubit)를 사용할 수 있는데 얽힌 큐비트를 이용한

CWS부호의 경우3이상의 양자 오류 정정 부호 설계가 가능하

다. [14] 양자 오류 정정 부호를 설계하는 연구 중 그래프를 이

용한 연구가 많이 진행되고 있다[15]-[17]. 위에서 언급한 CWS 

부호 또한 그래프를 이용한 양자 오류 정정 부호이다. 그래프를 

이용할 경우 부호의 코드워드 구성이 단순하며 코드워드에 관

련된 연산자를 쉽게 구성할 수 있다. 또한 그래프의 변형을 통

해 다양한 양자 오류 정정 부호의 구성이 가능하다. 따라서, 본 

고에서는 그래프를 이 용하여 양자 오류 정정 부호를 설계하는 

기법을 살펴본다. 자세하게는, 그래프와 그래프 상태에 대한 일

반적인 내용을 살펴보고 CWS 기법을 이용하여 양자 오류를 이

진 오류로 변환하고 이를 이용하여 양자 오류 정정 부호를 설계

하는 과정을 살펴본다. 그리고 그래프 상태와 CWS 부호 기법

을 이용하여 양자 오류 정정 부호를 설계하는 방법을 소개하고, 

이렇게 설계된 부호가 단일 오류에 대한 검출 능력을 가지며 16

개의 논리 상태를 인코딩 할 수 있음을 보여 준다.

Ⅱ. 본 론

양자 시스템은 양자 상태 (quantum state)로 나타낼 수 있으

며, 양자 상태는 수학적으로 힐버트 공간 위의 positive 연산

자, density 행렬 로 표현된다. density 행렬은 trace 연산을 

취한 값이 1이며, 이를 이용하여 모든 양자 상태의 집합 

을 수식으로 표현하면 다음과 같다.

이 때, 는 에 존재하는 모든 bounded 선형 연산자의 집

신정환, 허 준 
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합을 나타낸다. Density 연산자는 양자 상태의 가능한 모든 측정

에 대한 측정 확률과 그에 해당하는 결과 상태로 나타낼 수 있다.

의 rank가 1일 때, 양자 상태를 순수 상태 (pure state)라

고 하며, 그렇지 않은 경우 혼합 상태(mixed state)라 한다. 

이는 간단한 방법으로 확인할 수 있는데, 순수 상태인 경우 

이며, 혼합 상태의 경우 이다. 순수 상

태일 경우 density 연산자는 두 벡터의 곱 연산 이나 파

동함수 로 나타낼 수 있다. 본 고에서는 2-level 시스템만을 

고려하며, 따라서 순수 상태의 파동함수, 또는 큐비트를 서로 

직교하는 두 양자 상태 과 을 이용하여 다음과 같이 나타

낼 수 있다.

이 때, 이다. 과 은 파울리 행렬 의 

고유벡터로 각 각 +1과 -1의 고유치를 갖는다. 2-level 시스템

에 대해 파울리 연산자는 다음과 같다.

고전 시스템에 존재하지 않는 양자 시스템만의 고유한 특징 

중 하나는 얽힘(Entanglement)이다. 양자 정보 이론에서 다중 

양자 시스템은 시스템들의 tensor 연산 을 통해 나타낼 수 있

다. 얽힘은 두 시스템이 서로 분리될 수 없는 상태로 존재함을 

의미하며, 수식으로 나타내면 임의의 양자 상태 와 를 이

용하여 아래와 같은 식을 만족하는 양자 상태가 존재하지 않는 

경우를 의미한다.

이렇게 서로 얽혀 있는 상태를 얽힌 큐비트 (entangled 

qubit)라고 한다. Entanglement는 얽힌 큐비트의 얽혀 있는 

정도를 나타내는 척도이며, 특별히 두 시스템이 최대로 얽힌 

경우 ebit으로 표현한다. 대표적인 ebit으로는 Bell 상태 또는 

EPR 상태가 있으며 다음과 같은 4가지 상태로 구성된다.

1. 양자오류정정부호

양자 오류 정정 부호는 큐비트의 전송, 연산, 저장기간 동안 

발생할 수 있는 오류로부터 양자 정보를 보호하는 기법이다. 

Shor의 9-큐비트 양자 오류 정정 부호 이후 대부분의 양자 오

류 정정 부호는 임의의 큐비트를 보호하기 위해 양자 정보의 논

리 상태를 더 큰 공간의 물리 상태의 부분 공간으로 변환시키

는 기법을 사용하고 있다. 가장 많은 연구가 진행되고 있는 대

표적인 양자 오류 정정 부호는 안정자 부호 (stabilizer code)이

다. 안정자 부호는 그룹 이론을 바탕으로 파울리 연산자 그룹

의 Abelian 그룹 연산자와 Abelian 그룹 연산자의 공통 고유벡

터를 이용하여 양자 정보를 보호하는 기법이다. 다른 양자 부

호 기법에 비해 안정자 부호 기법이 주목을 받는 이유는 안정자 

부호는 고전 오류 정정 부호를 이용하여 양자 오류 정정 부호를 

구성할 수 있는 방법을 제시하기 때문이다. 실제 안정자 부호 

중 하나인 CSS 부호[3][4] 의 경우 고전 선형 오류 정정 부호 

와 의 dual 부호 을 이용하여 양자 오류 정정 부호를 설계

하는 기법을 보여준다.

  안정자 부호는 개의 논리 큐비트를 개의 물리 

큐비트에 부호화하고, 개의 오류를 정정할 수 있

다. 안정자 부호의 코드워드 는 안정자 그룹 의 +1 고유치

를 갖는 고유벡터 이므로 다음과 같은 식을 만족하다.

안정자 그룹 를 형성하는 가장 적은 수의 독립적인 연산

자를 안정자 생성 연산자 (stabilizer generator)라고 하며  

 안정자 부호의 안정자 그룹은 개의 생

성 연산자를 이용하여 형성된다.

  안정자 부호 개 논리 연산자와 개의 논리 연

산자를 가지며, 코드워드 공간은 생성 연산자와 논리 연산 자 

의 +1고유치를 갖는 공통 고유벡터에 논리 연산자 를 수행함

으로써 전개된다.

2. 그래프

그래프 는 두 집합, 와 로 구성되어 있다. 이 

때, 의 각 원소를 꼭짓점이라고 하며 는 의 두 원소를 연

결하는 변의 집합이다. 꼭짓점 가 서로 변으로 연결되

어 있는 끝 점일 때, 두 꼭짓점은 인접해 있는 상태이며 이러한 

꼭짓점 사이의 인접한 상태는 그래프의 인접 행렬 (adjacency 

matrix) 를 이용하여 나타낼 수 있다. 만일 꼭짓점 집합 

가 개의 원소로 구성되어 있다면, 는 다음
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과 같은  대칭 행렬이다.

그래프의 각 꼭짓점은 변에 의해 연결된 이웃한 꼭짓점을 가

지고 있다. 꼭짓점 와 이웃한 꼭짓점의 집합 (neighborhood) 

는 을 만족하는 꼭짓점 의 집합으

로 정의된다. <그림 1>은 간단한 링 그래프를 나타내고 있

다. 이 그림에서 는 총 6개의 원소로 구성되어 있으며 

이다. 따라서 이 경우  

 인접 행렬 은 다음과 같다.

3. 그래프 상태 (Graph state)

그래프 상태는 그래프 를 바탕으로 구성되는 양자 

상태로 힐버트 공간 에 존재하는 특정 순수 양자 

상태이다[16][17]. 그래프 상태에서 그래프의 각 꼭짓점은 큐비

트에 해당하며 각 꼭짓점은 다음과 같은 Hermitian 연산자를 

고려할 수 있다.

                     (1)

이 때, 는  꼭짓점에 해당하는 큐비트에서 수행되는 파

울리 연산자를 의미한다. 그리고 이 연산자는 인접 행렬에 의해 

다음과 같은 식으로 표현할 수 있다.

                 (2)

는 꼭짓점 와 의 이웃점 로 구성된 큐비트의 

observable이며 는 총 개가 존재하고 각 연산자는 서로 

commute한 관계에 있다. 는 꼭짓점 집합 와 관련된 큐

비트 시스템의 완벽한 Abelian observable 집합을 정의하게 된

다. 따라서, 는 공통의 고유벡터, 그래프 상태를 갖게 되

며, 그래프 상태는 힐버트 공간의 기저벡터를 구성하게 된다. 

그래프 상태 중 +1의 고유치를 갖는 의 고유벡터를 라고 

하면, 그래프 상태 는 모든 꼭짓점 에 대해 다음과 같은 관

계를 만족한다.

안정자 부호 [2]와 비교해서 생각해보면, 는 의 안정 

연산자로 간주할 수 있으며, 따라서 다음과 같은 식으로 구성된 

Abelian 그룹은 그래프 상태 의 안정자 그룹이 된다.

따라서, 안정자 그룹의 모든 원소는 아래와 같은 식을 만족한다.

위와 같이 그래프 상태를 바탕으로 구성된 양자 오류 정정 부

호는 그래프 부호라고 한다. 그래프 부호의 코드워드는 연속되

는 유니터리 연산자를 에 적용하여 얻을 수 있다.

               (3)

이 때, 는 에 +1 고유치를 갖는 고유벡터를 의미하고, 

는 의  고유벡터 방향으로의 정사영 연산자 에 

의해 다음과 같이 정의 된다.

4. CWS 부호 기법

CWS 부호 기법 [13]은 additive 양자 오류 정정 부호와 non-

additive 양자 오류 정정 부호를 설계할 수 있는 기법을 제공한

다. 모든 CWS 부호는 standard form으로 표현될 수 있는데, 

standard form의 CWS 부호는 그래프 상태를 이용하여 기존

의 이진 오류 정정 부호로부터 양자 오류 정정 부호를 구성할 

수 있는 방법을 제시한다. 이 때, 그래프의 꼭짓점은 각 각 코드

워드의  큐비트에 대응된다.

CWS 부호는 크게 word stabilizer와 word operator, base 

state로 구성된다. Word stabilizer는 파울리 그룹 의 부

분 공간으로 Abelian 그룹을 형성하며, base state는 word 

stabilizer 의 +1 고유치를 갖는 공통 고유벡터이다. CWS 부호

의 코드워드 공간을 구성하는 기저 벡터는 base state에 word 

operator를 수행함으로 얻게 된다. Standard form의 CWS 부

호에서 word stabilizer는 그래프를 이용하여 다음과 같은 형태

의 연산자 집합으로 구성된다.

                                (4)그림.1 6개의 꼭짓점을 연결하는 변으로 구성된 그래프
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이 때, 는 그래프의 인접 행렬을 의미한다. 따라서, 

standard form에서 CWS 부호의 base state는 그래프 상태와 

동일한 벡터이다. [18] CWS 부호의 코드워드 공간은 기저벡터

의 집합으로 구성되며, 각 각의 기저벡터는 base state에 word 

operator를 적용하여 얻게 된다. 따라서, 코드워드 공간의 크기

는 word operator의 개수에 의해 결정된다.

일반적으로 additive 부호의 경우 코드워드 공간의 크기는 2

의 지수의 값을 갖는 반면 non-additive 부호의 경우 그렇지 

않은 경우가 많다. 개의 물리 큐비트에 크기의 코드워드 공

간으로 구성된 minimum distance 인 non-additive 부호

는 로 표현한다. Non-additive 부호와 동일한 표

현 방법을 이용하여   additive 부호를 나타내면  

부호가 된다.

Word operator는 한 개 이상의 word stabilizer와          

anti-commute하다. 따라서 word operator에 의해 구성된 벡

터는 base state와 서로 직교한다. Word operator에 의해 구

성된 벡터가 서로 직교하도록 word operator를 선택하는 것이 

가능하며 따라서 word operator에 의해 구성된 서로 직교하는 

벡터는 코드워드 공간의 기저벡터로 사용된다.

CWS 부호, 특히 standard form의 CWS 부호의 중요한 특징

은 정정 가능한 어떤 오류 형태라도 연산자와 연산자로만 구

성된 오류 형태로 변환이 가능하다는 것이다. [13] 이런 변환에 

의해 얻게 된 effective 오류는 두 종류의 파울리 연산자로 구성

되어 있기 때문에 각 각의 effective오류는 이진 오류로 대응이 

가능하다. 따라서 임의의 파울리 오류 와 이진 오

류 사이의 관계는 다음과 같은 식으로 정의할 수 있다.

이 때, 은 그래프 인접 행렬의 번째 행을 나타내며, 은 벡

터 의 번째 비트를 의미한다. 예를 들어 이고 단순한 링 

그래프로 정의된 CWS 부호를 고려해 보면, standard form 형

태의 CWS 부호의 word stabilizer는 다음과 같다.

이 때 양자 채널에서 오류 가 발생한다면 는 word 

stabilizer에 의해 다음과 같은 effective 오류로 변환된다.

변환된 effective 오류는 와 의 두 종류의 연산자로만 구

성되어 있으며, 와 는 각 각 1과 0에 대응된다. 결론적으로 

위의 양자 오류와 이진 오류 사이의 변환식을 이용하여 오류 

은 다음과 같이 이진 오류로 변환 된다.

위의 양자 오류와 고전 이진 오류 사이의 대응 관계에 대한 정

의를 이용함으로써 standard form의 CWS 부호는 아래에 오

는 조건을 만족할 경우 그래프 와 양자 오류 집합 에 대응하

는 이진 오류 를 정정할 수 있는 고전 이진 오류 정정 

부호 에 의해 정의될 수 있다. 각 각의 에 대해 word 

stabilizer에 의해 유도된 오류를 수정할 수 있는 고전 오류 정

정 부호 C_b가 존재하고 아래의 조건을 만족할 경우 양자 오류 

정정 부호를 구성할 수 있다.

이 때, 는 고전 이진 오류 정정 부호 에 의해 구성된 

word operator,

를 의미한다. 따라서 word operator는 고전 이진 오류 정정 부

호로부터 전개될 수 있다.

5. 6-큐비트 양자 오류 정정 부호

Standard form의 CWS 부호가 갖는 effective 오류 변환은 

standard form CWS 부호가 그래프를 바탕으로 구성되어 있기 

때문이다. 식(1)과 식(2)로 표현되는 그래프 상태의 Hermitian 

연산자는 standard form CWS의 word stabilizer 식(4)와 동

일한 형태임을 확인할 수 있다. CWS 부호의 경우 대부분 링 그

래프를 바탕으로 word stabilizer가 구성되어 있지만 standard 

form CWS 부호가 그래프 부호와 동일한 형태를 가지고 있기 

때문에 다양한 형태의 그래프를 바탕으로 구성된 그래프 상태

에 CWS 부호의 effective 오류를 적용하는 것이 가능하다. 이 

경우 Word stabilizer는 그래프 의 변의 집합 에 따라 결정

되기 때문에 의 원소, 즉 그래프의 모양에 따라 실제 채널에서 

발생하는 양자 오류는 다양한 형태의 effective 오류로 변환이 

그림 2. 6-큐비트 그래프 상태.
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가능하다.

본 고에서 고려하는 그래프의 형태는 임의의 꼭짓점에 인접한 

꼭짓점이 오직 하나인 경우로만 구성되어 있다. 이 경우, 임의

의 꼭짓점 에 대해 이웃한 꼭짓점의 개수는 이

다. 6-큐비트의 경우를 생각해보면 그래프의 모양은 <그림 2>

와 같다. 그래프의 꼭짓점은 으로 구성되어 있으며, 변

의 집합 의 원소는 로 구성된다. 식(1)과 식

(2) 또는 식(4)에 따라 안정 연산자를 구성하면, 6-큐비트 그래

프 상태의 안정 연산자는 다음과 같다.

                    (5)

6-큐비트 그래프 상태 또는 6-큐비트 standard form CWS 

부호의 base state는 식(3)을 이용하여 구할 수 있다. 이 때, 유

니터리 연산자는 아래와 같이 정의된다.

따라서 6-큐비트 그래프 상태의 부호화 서킷은 <그림 3>과 같

이 구성할 수 있다. 6-큐비트 그래프 부호는 식(5)와 같이 독특

한 형태의 word stabilizer를 가지고 있다. 이를 이용하여 채널

에서 발생하는 모든 단일 오류를 와 연산자로 구성된 이진 형

태의 오류로 변환하면 다음과 같은 오류 집합을 얻을 수 있다.

위의 오류 집합은 중복된 연산자를 가지고 있으며, 따라서 실

제 채널에서 발생한 오류 중 코드워드에 영향을 미치는 오류는 

아래와 같은 effective 오류의 집합과 등가 관계를 갖는다.

CWS 부호는 이진 오류로부터 word operator를 구할 수 있

는 방법을 제시한다. 따라서, 위의 오류 집합으로부터, 관련된 

이진 오류를 검출할 수 있는 고전 이진 오류 정정 부호를 구할 

수 있다. 그리고 고전 이진 오류 정정 부호를 이용하여 word 

operator을 구하면 다음과 같은 연산자를 얻을 수 있다.

CWS 부호에서 코드워드 공간의 크기는 word operator와 동

일하다. 따라서 6-큐비트 그래프 부호의 코드워드 공간의 크

기는 16이 된다. 다시 말해 6-큐비트 그래프 부호는  

additive 부호이다. 양자 오류 정정 부호의 singleton bound

에 대입해 검토해 보면 부호는 singleton bound를 만

족하는 부호이다.

Ⅲ. 결 론

본 고에서는 양자 오류 정정 부호의 설계 기법에 대해 살펴보

았다. 그래프에 대한 일반적인 내용을 살펴보았으며, 그래프 상

태를 이용하여 안정자 연산자와 논리 연산자를 정의하고 이를 

이용하여 양자 오류 정정 부호를 설계하는 방법을 소개하였다. 

그래프 상태를 이용하는 대표적인 양자 오류 정정 부호 설계 기

법으로 CWS 부호 설계 기법을 살펴보고, 양자 오류를 이진 오

류로 변환하여 고전 오류 정정 부호와 그래프 상태를 이용하여 

양자 오류 정정 부호를 설계하는 CWS 부호의 특징을 소개하

였다. 그래프 부호와 CWS 부호의 특징을 이용하여 4개의 논리 

큐비트를 6개의 물리 큐비트에 부호화 할 수 있는 양자 오류 정

정 부호를 설계하였으며, 본 고에서 설계된 양자 오류 정정 부

호가 singleton bound를 만족하는 양자 오류 정정 부호이며, 

그림 3. Hadamard 게이트와 Controlled-Z 게이트로 구성된 6-큐비트 그래프 부호의 부호화 서킷
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기존 기법으로 설계할 수 없었던 새로운 양자 오류 정정 부호임

을 알았다. 하지만 본 고에서 설계된 양자 오류 정정 부호는 그 

크기가 6 큐비트로 제한되어 있기 때문에 차후에 보다 큰 크기

의 코드워드 큐비트 갖는 설계 기법에 대한 연구가 필요하다.
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