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Abstract: Various finite elements have been studied and developed to analyze a variety of structures in 

the finite element method(FEM). The transfer stiffness coefficient method(TSCM) is an effective algorithm 

for structural analysis but the structures which can be applied were limited. In this paper, a computational 

algorithm for the structural analysis of axisymmetric conical shells under axisymmetric loading is 

formulated using the finite element-transfer stiffness coefficient method(FE-TSCM). The basic concept of 

FE-TSCM is the combination of the modeling technique of FEM and the transfer technique of TSCM. 

The FE-TSCM has all the advantages of both FEM and TSCM. After carrying out the structural analysis 

of axisymmetric conical shells using FEM, FE-TSCM, and analytical method we compare the 

computational results of FE-TSCM with those of the other methods in terms of computational accuracy.
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1. 서  론

컴퓨터의 발전 및 보급과 더불어 궁극적으로 

행렬(matrix)들의 연산으로 귀착되는 구조해석1)을 

컴퓨터를 이용하여 효과적으로 수행하려는 여러 

알고리즘들이 개발되어 왔고, 현재는 그 중에서도 

유한요소법(finite elment method)2)이 가장 강력하

고 많은 사용자를 확보하고 있다. 특히, 유한요소

법은 ANSYS, NASTRAN 등 범용 구조해석 소프

트웨어의 솔버(solver) 역할을 독점하면서 그 위상

을 굳혀 나가고 있으며, 이러한 유한요소법의 발

전과 더불어 다양한 유한요소 개발에 관한 연구

가 수행되었고, 그 결과 봉, 보, 판, 셸 등 다양한 

유한요소들이 개발되어 더욱더 효과적이고 편리

한 구조해석이 가능해졌다. 그러나 유한요소법은 

대규모 구조물의 구조해석 과정에서 계산 시간이

나 계산 메모리가 급증하는 문제점이 지적되고 

있다3).
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본 연구의 저자들은 과거부터 퍼스널 컴퓨터에 

적합한 효과적인 해석 알고리즘의 개발에 관한 

연구를 수행해 왔고, 그 결과 구조해석에서 전달

강성계수법(transfer stiffness coefficient method)4)의 

유효성을 발표한 바 있다. 전달강성계수법은 강성

계수의 전달을 이용하여 대규모 시스템의 구조해

석을 효과적으로 수행할 수 있지만, 적용할 수 있

는 구조물이 제한적이었다. 따라서 저자들은 앞선 

연구자들에 의해 개발된 다양한 유한요소들을 전

달강성계수법과 함께 사용할 수 있도록 두 방법

을 접합한 유한요소-전달강성계수법(finite elment- 

transfer stiffness coefficient method)5-7)을 개발하여, 

사각평판, 원통형 셸, 3차원 구조물의 구조해석에 

적용한 바 있다.

한편, 스피커에서 우주 구조물까지 원추형 셸은 

다양한 산업 분야에서 널리 사용되고 있다. 이 연

구에서는 축대칭 하중을 받는 축대칭 원추형 셸

을 대상으로 구조해석을 수행할 수 있는 전산 알

고리즘을 유한요소-전달강성계수법으로 정식화한

다. 그리고 절두 원추형 셸과 완전 원추형 셸을 

대상으로 구조해석을 수행한 후, 유한요소-전달강

성계수법이 원추형 셸의 구조해석에서도 신뢰성

있는 해석 기법임을 확인한다. 

2. 축대칭 원추형 셸의 구조해석을 

위한 전산 알고리즘

이 장에서는 유한요소법에서 사용되는 축대칭 

원추형 셸요소의 강성행렬을 유도하는 과정과 전

달강성계수법에 의해 원추형 셸 구조물의 구조해

석을 수행하는 과정을 간략히 기술한다.

2.1 해석 모델

축대칭 하중을 받는 축대칭 원추형 셸의 구조

해석 알고리즘을 기술하기 위해 Fig. 1과 같은 해

석 모델을 고려한다. Fig. 1의 해석 모델은 하나의 

원추형 셸과 다수의 탄성 지지로 구성된다. 그리

고 원추형 셸은 Fig. 2와 같은 다수의 원추형 셸

요소로 분할되고, 모든 원추형 셸요소는 동일한 

반정각()을 갖는다. 그리고 셸 요소의 좌우측 양

쪽 끝에는 일정한 반경을 갖는 원형 절점(ring 

node, 이하 ‘절점’이라 함)이 하나씩 존재한다. 만

약 Fig. 1처럼 원추형 셸을 개의 셸요소로 분할

한다면, 해석 모델의 좌단에서 우단으로 각 셸 요

소를 셸 요소 1, 셸 요소 2, …, 셸 요소 이라고 

부른다. 이 경우 해석 모델은 총 개의 절점을 

가지며, 절점도 좌단에서 우단으로 각각 절점 1, 

절점 2, …, 절점 이라고 부른다.

축대칭 하중을 받는 축대칭 원추형 셸의 구조

해석을 위해서 각 절점은 3자유도를 갖는다. 따라

서 각 절점의 변위벡터(d  )는 셸의 경선 

방향(방향)의 변위  , 법선 방향의 변위  , 그

리고 각변위    로 구성되고, 각 절점의 

힘벡터( f  )는 경선 방향의 힘 , 법선 

방향의 힘 , 그리고 모멘트 으로 구성된다. 

따라서, 해석 모델은 총 개의 절점으로 구성

되며 각 절점은 3자유도를 가지므로, 해석 모델은 

총 자유도를 갖는다. 그리고 원추형 셸요

소는 6자유도를 갖는다.

Fig. 1 Analytical model

Fig. 2 Conical shell element



유한요소-전달강성계수법을 이용한 축대칭 원추형 셸의 구조해석

40 한국동력기계공학회지 제19권 제1호 2015년 2월

기초지지 스프링도 절점당 3방향의 스프링으로 

모델링하며 스프링상수를 상기 방향별로 각각 , 

, 으로 정의한다. 그리고 전달강성계수법에

서는 구조물의 경계조건을 구조물 좌단과 우단에 

상당하는 절점 1과 절점 의 기초지지 스프링

으로 모델링한다. 즉, 좌단의 경계조건이 법선 방

향의 변위만 고정이고, 다른 방향(경선 방향과 회

전 방향)은 자유인 경우에는 절점 1의 스프링상수

를  ∞, ＝  으로 처리한다.

하중은 셸의 회전축을 중심으로 대칭적으로 절

점에 작용하며, 셸의 경선 방향의 하중을  , 그

리고 모멘트를 으로 구성한다. 만약 원추형 셸

에 압력의 형태로 하중이 작용할 경우에는 이를 

절점 하중으로 등가화시킨다. 

2.2 축대칭 원추형 셸요소의 강성행렬

이 절에서는 유한요소법에서 축대칭 하중을 받

는 축대칭 원추형 셸의 요소 강성행렬을 유도하

는 과정8)을 간략히 기술한다.

Fig. 2에 나타낸 것처럼 길이가 인 번째 축

대칭 원추형 셸요소의 방향에 따른 경선방향의 

변위 와 법선방향의 변위 를 셸요소의 절점변

위인 절점 의 변위(d     )와 절점 

의 변위(d     )를 이용하여 다음과 

같이 가정한다.

 N  N   d d  N  N              (1)

여기서

N   



  

    
 



N   



  

    
 

        (2)

이고,   이다.

축대칭 원추형 셸요소의 변형률 벡터는 다음의 

4성분으로 구성되며, 여기서 원추형 셸의 반정각

인 는 상수(constant)이고, 은 반지름이다.

 





































 cossin



sin











        (3)

식(3)의 변형률 벡터에 대응하는 축대칭 원추형 

셸요소의 합응력(stress resultant)벡터는

  

























 D                            (4)

이고, 행렬 D 는 셸이 등방성재료인 경우에

D  
 











   
   

  
  



   
 



    (5)

이고, 여기서 는 번째 셸요소의 탄성계수, 는 

푸아송 비, 는 셸의 두께이다.

식(1)을 식(3)에 대입하여 정리하면, 식(6)과 같

이 변형률과 절점변위 사이의 관계식8)을 얻을 수 

있다.

 H    










h   h  h h h h h h
 h h  h h
 h h  h h 

          (6)

여기서

       sin
  sin    cos
  

 cos
  

 cos
  

  cos
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  
   

  
   

  
sin 

  
sin

  
sin

  
sin

유한요소법으로부터 축대칭 원추형 셸요소의 

강성행렬8)은 식(7)과 같이 구할 수 있으며, 여기서 

A , B  , C 는 요소 강성행렬의 부분행렬이다.

K e 



A B

B T C 

 H TD H            (8)

한편, 식(4)와 식(6)으로부터, 번째 원추형 셸요

소의 합응력벡터와 요소 절점변위벡터 사이의 관

계를 다음 식과 같이 유도할 수 있다.

   D H                                   (9)

2.3 전달강성계수법의 적용

이 절에서는 전달강성계수법을 이용하여 축대

칭 하중을 받는 축대칭 원추형 셸의 구조해석을 

수행하는 과정7)을 간략히 기술한다.

전달강성계수법에서는 절점 1 우측의 강성계수

행렬(S)과 힘보정벡터(e)를 먼저 구한다.

S P  e q                      (10)

여기서 P 은 절점 1의 기초지지 스프링으로 

구성된 지지 강성행렬이고, q은 절점 1에 작용하

는 외력으로 구성된 외력벡터이다.

P  





  

  

  








 q 
















            (11)

절점 1을 제외한 나머지 절점의 강성계수 행렬

과 힘보정 벡터는 필드 전달식과 포인트 전달식

으로부터 순차적으로 구한다. 필드 전달식은 식

(12)와 같다.

 S  C B TV  e  B TG e       (12)

            ⋯ 

여기서

V  G B  G  S  A               (13)

이고, 포인트 전달식은 식(14)와 같다.

S   S  P  e   e  q  (14)

          ⋯ 

여기서

P  





  

  

  








 q 
















    (15)

이다.

필드 전달식과 포인트 전달식을 이용하여 최종

적으로 절점  우측의 강성계수행렬(S)과 

힘보정벡터(e)를 구한 후, 우단인 절점 의 

변위벡터(d)는 다음 식으로부터 구한다.

d S e                       (16)

절점 을 제외한 나머지 절점의 변위벡터는 

식(17)로부터 연속적으로 구한다.

d  V d  G e      ⋯    (17)

절점의 변위벡터를 구한 후, 절점 좌측의 힘벡

터는 식(18), 절점 우측의 힘벡터는 식(19)로부터 

구한다. 합응력벡터는 식(9)로부터 계산한다.

f   S d   e       ⋯       (18)

f  S di e       ⋯           (19)
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3. 수치 계산 결과

이 연구에서 제안된 방법의 신뢰성을 확인하기 

위하여, 선행 연구자9-11)들이 이미 계산한바 있는 

2가지 원추형 셸을 대상으로 구조해석을 수행하

여 그 결과를 비교하였다.

3.1 절두 원추형 셸

Fig. 3의 계산 모델 1은 Komatsu9)가 이전에 유

한요소법(FEM)으로 해석한 바 있는 절두 원추형 

셸 모델이다. 계산 모델 1은 내경(Ri)이 95.25 mm 

(3.75 in), 외경(Ro)이 254 mm(10 in), 두께가 2.027

mm(0.07979 in)이다. 원추형 셸은 Fig. 3과 같이 외

부로부터 6894 Pa(1.0 lb/in2)의 일정한 압력을 받고, 

Fig. 3의 각도 α는 이다. 경계조건은 셸의 내

경 부분에서 고정, 외경 부분에서 자유이다. 셸 재

료의 탄성계수는 71.84 GPa(1.042×107 lb/in2)이고, 

푸아송 비가 0.32이다.

Rip a

sRo

Fig. 3 Computational model 1

Table 1 Stress resultants of computation model 1

Node
  [N/cm]  [N/cm]

FE-TSCM FEM FE-TSCM FEM

1 49.8172 49.8172 15.9415 15.9415

2 44.9560 44.9560   0.3642  0.3642

3 37.6985 37.6985 -18.8190 -18.8190

4 31.1633 31.1633 -28.4048 -28.4048

5 25.1577 25.1577 -32.9425 -32.9425

6 19.7925 19.7925 -35.9437 -35.9437

7 15.0267 15.0267 -38.7892 -38.7892

8 10.7538 10.7538 -41.7849 -41.7849

9  6.8722  6.8722 -44.8621 -44.8621

10  3.3082  3.3082 -47.8660 -47.8660

11  1.3031  1.3031 -50.2516 -50.2516

Komatsu와 동일하게 계산 모델 1을 10개의 원

추형 셸요소로 분할하고, 하부의 절점을 절점 1, 

상부의 절점을 절점 11로 정한다. 각 절점의 합응

력(stress resultant)을 Komatsu의 유한요소법(FEM)

과 이 연구에서 사용한 유한요소-전달강성계수법

(FE-TSCM)으로 계산한 결과를 Table 1에 모두 나

타내었다. Table 1에서 알 수 있듯이 양 방법의 계

산 결과가 완전히 일치하였다. 양방법의 결과가 

완전히 일치한 것은 양 방법이 동일한 셸요소의 

강성행렬을 기반으로 계산했기 때문이며, 따라서 

유한요소-전달강성계수법으로 구조해석을 수행하

는 계산 과정에 전혀 문제가 없음을 알 수 있다.

3.2 완전 원추형 셸

Fig. 4의 계산 모델 2는 Kraus10)가 이전에 해석

적인 방법으로 해를 구한 바 있는 완전 원추형 셸 

모델이고, Bhatia와 Sekhon11)도 동일한 모델에 대

해 정확한 강성 행렬을 유도하여 응력해석을 수

행한 바 있다. 계산 모델 2는 경선 방향의 길이

가 500 mm, 두께가 10 mm이다. 이 셸은 Fig. 

4와 같이 내부에서 9.8×104 Pa(1.0 kgf/cm2)의 일정

한 압력()을 받고, 경계조건은 셸의 외경 부분만

이 고정이다. 셸 재료의 탄성계수는 196 GPa 

(2.0×106 kgf/cm2)이고, 푸아송 비가 0.3이다.

Fig. 4에 나타낸 계산모델의 원추형 셸의 반정

각()이 각각 15°, 45°, 60° 및 75°일 때, 이 셸을 

1000개의 원추형 셸요소로 분할하여 유한요소-전

달강성계수법(FE-TSCM)으로 구조해석을 수행하

여 경선방향의 합응력(, , , )을 계산한 

결과를 Fig. 5에 나타내었다. Fig. 5의 결과는 

Kraus10)와 Bhatia and Sekhon11)의 계산결과와 매우 

잘 일치하였다. 따라서 유한요소-전달강성계수법

이 축대칭 원추형 셸의 구조해석을 수행할 때 신

뢰성 있는 계산 결과를 제공해 준다는 것을 재차 

확인할 수 있었다.

s

p
L

Fig. 4 Computational model 2
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Fig. 5 Stress resultants obtained from FE-TSCM

5. 결  론

이 연구에서는 유한요소법에서 사용되는 축대

칭 원추형 셸의 요소 강성행렬을 이용하여 강성

계수의 전달에 기본 개념을 둔 전달강성계수법을 

조합한 유한요소-전달강성계수법으로 축대칭 하중

을 받는 원추형 셸의 구조해석 알고리즘을 정식

화하였다.

절두 원추형 셸을 대상으로 유한요소법 및 유

한요소-전달강성계수법으로 구조해석을 수행하고, 

계산 결과의 비교를 통해 본 연구에서 제안한 유

한요소-전달강성계수법의 신뢰성을 확인하였다. 

그리고 내부 압력을 받는 완전 원추형 셸을 대상

으로 유한요소-전달강성계수법으로 구조해석을 수

행한 후, 동일한 모델에 대한 해석해와의 비교를 

통해 유한요소-전달강성계수법의 신뢰성을 재확인

하였다. 따라서, 축대칭 원추형 셸의 구조해석에 

유한요소-전달강성계수법이 신뢰성 있는 해석 알

고리즘을 검증할 수 있었다.
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