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Article history: This paper proposes an autonomous navigation method for a nonholonomic 
mobile robot, based on the generalized Voronoi diagram (GVD). We define the 
look-ahead point for a given motion constraint to determine the direction of 
motion, which solves the problem of a minimum turning radius for the real 
nonholonomic mobile robot. This method can be used to direct the robot to 
explore an unknown environment and construct smooth feedback curves for the 
nonholonomic robot. As the trajectories can be smoothed, the position of the 
robot can be stabilized in the plane. The simulation results are presented to verify 
the performance of the proposed methods for the nonholonomic mobile robot. 
Furthermore, this approach is worth drawing on the experience of any other 
mobile robots.
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1. 서 론

최근 자율 주행 로봇의 경로 계획과 경로 추종에 관한 많은 연

구가 이루어지고 있다. 그 중 일반화된 보로노이 다이어그램

(GVD; generalized Voronoi diagram)을 이용한 로드맵은 작업

공간에서 장애물과의 거리를 최대화하며, 지역적 거리 정보만을 이

용해서 지도를 구성하기 때문에 미지의 환경에서 시작하여 센서 

기반 점진적 지도 구성을 수행한다. GVD를 경로 계획에 맨 처음 

언급한 것은 Sowat이며
[1], 이후 Ó’Dúnlaing과 Yap은 GVD를 평

면상의 점 로봇에 적용하였다
[2]. Choset과 Burdic은 일반화된 보

노로이 그래프(GVG)를 정의함으로써 GVD를, 고차원으로 확장

시켰다
[3-5].

Nagatani와 그의 동료들은 자동차 형태의 로봇(car-like robot)

에 적합하도록 GVD를 확장하였다
[6,7]. 로봇이 취할 수 있는 회전 

반경을 기준으로 베지어 곡선을 이용해서 매끄럽지 않은 GVD를 

부드럽게 변형하였는데, 여러 후보 경로를 주행함으로써 평가하고, 

그 중 최적의 경로를 취하는 방법이다. 그러나 많은 경우, 모바일 

로봇은 자동차 형태보다 더 단순한 형태, 즉 두 개의 능동 바퀴와 

수동 캐스터를 갖는 형태로서, 이러한 로봇은 논홀로노믹 구속조건

을 갖지만, 제자리 회전이 가능하다. 이 경우 Nagatani의 방법은 

너무 복잡한 방법이라 하겠다.

이 논문은 모바일 로봇의 자율 주행에 관한 것으로, GVD를 가

급적 추정하되, 일정 거리의 앞보기 점(look-ahead)을 단순 추적

(pure pursuit)하여 매끄럽지 않는 GVD를 실시간으로 매끄럽게 
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Fig. 1 Example of GVD, solid lines segments correspond to the

set of points equidistant to two closest obstacles

바꿔가며 주행하는 방법을 제안한다. 주어진 선속도와 선회 반경에 

기초한 앞보기 거리를 이용하여 결정되어진 앞보기 점을 단순 추적

하면 논홀로노믹 로봇의 매끄러운 피드백 경로를 얻게 되는데
[8], 

이를 GVD와 결합한 알고리즘이다. 이전 연구와 마찬가지로 지역

적 센서 정보만을 이용해 로봇이 스스로 주행하면서 맵을 만들어 

낸다. 시스템은 초음파 센서와 적외선 센서를 이용하여 장애물을 

탐지 많이 사용 하였다
[9].

이 논문의 구성은 다음과 같다. 2절에서는 GVD의 정의 및 추종

에 대한 기존 연구를 요약하며, 3절에서는 해당 논홀로믹 로봇을 

정의하고 모델링하고, 이 로봇이 GVD를 추종하는 알고리즘에 대

해서 설명한다. 4절에서 다양한 매개변수를 적용해서 시뮬레이션

하고 토론할 것이다. 5절에서는 결과를 요약한다.

2. 일반화된 보로노이 다이어그램

2.1 GVD 정의

GVD는 1차원 로봇의 작업공간(workspace)을 2차원 평면으로 

가정하자. 작업 공간 안에는 로봇이 침범할 수 없는, 장애물이라 

불리는 볼록한 영역(convex area)이 여러 개 존재한다. 볼록하지 

않은 장애물은 여러 개의 볼록한 장애물로 나눌 수 있으므로 볼록

하다는 조건은 제약조건이라기 보다는 기술의 편의상 붙인 것이라 

하겠다. 장애물이 차지하지 않은 공간을 자유 공간(free space)이

라 하며, 모바일 로봇은 이 자유 공간 상에서 움직이게 된다.

일반화된 보로노이 다이어그램(GVD; generalized Voronoi 

diagram)은 자유 공간의 1차원 부분 집합으로서, 서로 다른 두 장

애물과의 거리가 같은 점들의 집합이다. 보로노이 다이어그램을 일

반화하기 위해서, 점과 장애물과의 거리를 정의해야 한다. 한 점 

x∈R
2
에서 영역 Ci∈R

2
로 표현되는 장애물 i까지의 거리 di(x)는 

그 장애물 상의 가장 가까운 점과의 거리로 정의한다:

( ) min
i

i
c C

d x x c
∈

= − (1)

이를 바탕으로 장애물 i까지의 거리와 장애물 j까지의 거리가 같

은 점들의 집합 SSij를 정의할 수 있다.

2{ : ( ) ( ) and }
ij i j i j

SS x d x d x d d= ∈ = ∇ ≠ ∇R (2)

이를 등거리 전사 곡면(two-equidistance surjective surface)이

라고 명명하자. 이 곡면은 스칼라 장(field)의 높이가 0인 등위면 

(level surface)에 해당한다. 식 (2)의 정의에서 기울기가 같지 않

아야 한다는 조건은 di − dj의 접 사상(tangent map)이 전사함수가 

되도록 하고, 이는 곧 원상 정리(pre-image theorem)에 따라서 

SSij의 여차원(co-dimension)이 항상 1이 되도록 보장한다. 집합 

SSij를 선이 아닌 면이라 칭한 것은 차원보다는 여차원을 강조한 

것이라 하겠다.

( )( ) ( ) ( )
i j i j

d d x d x d x− −� (3)

우리가 관심을 갖는 것은 SSij 전체가 아니라, SSij에 내재하는 

등거리가 다른 어떤 장애물과의 거리보다 가까운 영역으로 한정시

켜야 한다. 즉 등거리 면(two-equidistance face) Fij를 다음과 같

이 정의하자. 

{ : ( ) ( ) }
ij ij i h

F x SS d x d x h= ∈ ≤ ∀ (4)

Fij는 1차원 집합인 GVD의 최종 빌딩 블록이 되는데, 이를 강조

해서 GVD 모서리(GVD edge)라고 일컫기도 한다. GVD 모서리는 

유계이며, 그 양단은 교차점(meet point)이거나 경계점(boundary 

point)이다. 교차점은 삼중 등거리 점(three-equidistance point)으

로서 세 개의 GVD 모서리가 만나는 점이고, 반면에 경계점은 장

애물과의 거리가 0이 되는 점이다.

GVD는 모든 GVD 모서리의 합집합이다. 즉,

 
1

1 1

n n

ij
i j i

GVD F

−

= = +

= ∪ ∪ (5)

여기서, n은 장애물의 개수이다. Fig. 1은 GVD의 예를 보여주고 

있다. 그림에서 환경은 네 개의 장애물로 둘러쌓인 공간에 세 개의 

직사각형 장애물이 놓인 경우이다.

2.2 점 로봇의 GVD 추종

GVD는 장애물과의 거리를 최대화하는 측면에서 점 로봇(point 

robot)이 취할 수 있는 최적 경로이다. 게다가 GVD는 오직 로봇에 

부착된 선세의 거리 정보만으로 정의되기 때문에 센서 기반 맵 생성 

뿐만 아니라 추종 알고리즘을 구현할 수 있다. 여기에, 일반적으로 

시작점과 목표점이 GVD 상에 있지 않으므로, 시작점에서 GVD로 
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Fig. 2 Example of GVD Fig. 3 Mobile robot model

접근하는(accessing) 알고리즘과 GVD를 벗어나(departing) 목표

점으로 도달하는 알고리즘이 더해져서 점 로봇의 자율주행을 가능

케 한다(Fig. 2). 

자유공간 상의 점 x에 대해 d1(x)를 가장 가까운 장애물까지의 

거리, d2(x)는 두번째로 가까운 장애물까지의 거리라고 하자. 거리 

함수의 기울기 ∇di(x)는 x에서 장애물 i 상의 가장 가까운 점을 

가리키는 단위 벡터이다. 시작점에서 로봇이 기울기 ∇d1 방향으로 

이동하다보면 GVD 상의 한 점, 즉, d1 − d2 = 0 인 점에 도달하게 

된다. 한편 GVD 모서리는 D(x) = d1(x) − d2(x) 의 높이 0인 등위

면이므로, GVD 모서리의 점 x 에서의 접선 공간(tangent space)

은 ∇D=∇d1 −∇d2의 영공간(null space)에 해당하고, 이는 ∇D

에 수직이다. 로봇은 접선을 따라 이동하되, 선형화에 따른 오차를 

보정해 줌으로써, GVD 모서리를 추종할 수 있다. GVD를 떠라 

목표점을 향할 때는 접근할 때와 반대 방법으로 하면 된다.

3. 논홀로노믹 로봇과 GVD 추종

앞 절에서 GVD가 무엇이고, 이것이 어떻게 점 로봇의 자율주행

에 이용될 수 있는지 설명했다. 그러나 대부분의 모바일 로봇은 점 

로봇이 아니라, 바퀴를 갖는, 그래서 논홀로노믹 구속조건을 갖는 

로봇이다. 이 절은 논홀로노믹 모바일 로봇이 GVD를 효과적으로 

추종할 수 알고리즘을 제시한다.

3.1 모바일 로봇 모델

이 연구에서 가정한 모바일 로봇의 모델은 두 Fig. 3과 같다. 로

봇의 짜임새(configuration)를 표현하기 위해 고정된 좌표계 S와 

로봇에 부착된 로봇 좌표계 B를 정의하였다. 로봇의 짜임새 q는 

로봇 프레임 B의 고정 프레임 S에 대한 상대 위치로 표현할 수 있

으며, 이는 2차원 유클리드 군 SE(2) 상의 한 점에 해당한다. 즉,

 

1 2
( , , ) (2)q x x SEθ ∈= (6)

여기서, (x1, x2)는 로봇 프레임 B의 원점의 위치이며, θ는 로봇 프

레임 B의 회전 각도이다.

모바일 로봇은 옆으로 속도를 낼 수 없는 논홀로노믹 구속조건을 

갖는다. 즉, 특정 짜임새에서 로봇이 낼 수 있는 속도는 전후 주행

과 회전이라는 두 성분의 조합만 가능하다. 따라서, 비록 짜임새 

공간이 3차원이더라도, 두 개의 능동 바퀴로서 충분히 그 자세를 

제어할 수 있다. 각 바퀴의 속도를 L과 R이라고 하고, 이 바퀴의 

속도 제어는 로봇의 제어에 비해 충분히 빠르다고 가정하자. 표현

을 간단히 하기 위해, 각 바퀴의 속도 대신 로봇의 선 속도는 0

= (R + L)/2와 회전 속도  = (R − L)/w(w는 로봇의 폭)를 이

용하자. 로봇의 상태 방정식은 다음과 같은 비선형 미분방정식으로 

표현된다.

 

0

0

co

sin

sv

q v

θ

θ

ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

�

 
(7)

≠인 경우, 이 식을 적분하면,

 

0 0

0 0

(sin(

(

) sin )

)cos( co ) f 0s i  

v

v

t

q t

t

ω

ω

θ

θ

ω θ

ω θ ω

ω

⎡ ⎤+ Δ −⎢ ⎥
⎢ ⎥

Δ = + Δ −⎢ ⎥
⎢ ⎥

Δ⎢ ⎥
⎣ ⎦

− ≠
(8a)

 을 얻을 수 있다. 만약에  이면, 

 

(8b)

 
식 (8b)는 식 (8a)에 로피탈 정리(L'Hopital rule)를 적용해서 얻

을 수도 있다. 식 (8)은 샘플링 타임 Δt 동안 입력 (0, )가 가해졌

을 때, 짜임새의 변위이다.
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Fig. 4 Circling by a look-ahead point Fig. 5 GVD tracing by circling

3.2 앞보기 점을 통한 선회

Fig. 1에서 보는 것처럼 GVD는 연속이지만, 부드럽지는 않다. 

특히 교차점에서 GVD는 갑자기 그 방향이 바뀌는 경우가 많다. 

만약 논홀로노믹 모바일 로봇이 이 경로를 정확히 추종하고자 한다

면, 진행 속도를 0으로 늦추고 제자리 회전을 해야 한다. 이는 아주 

협소한 공간이 아닌 이상 분명히 낭비이다. 더욱이 자동차 형태의 

로봇의 경우 제자리 회전 자체가 불가능하다.

이런 비효율성을 없애기 위해, 앞보기 점(look-ahead point) 설

정을 통해 선회를 하자. 구체적으로, 현재 위치와 방향에서 앞보기 

점에 도달하기 위한 (이 때 방향은 중요하지 않다) 선회 반경을 결

정하여 그것을 로봇이 따르게 하는 것이다 (Fig. 4). 로봇 프레임에 

대해 앞보기 점   





이 정해지면 선회 반경 ρ 는, 간단한 

기하학에 의해, 다음과 같이 계산된다. 

 
2

2

( )

2

a

a

l
ρ

ξ
= (9)

여기서 la을 앞보기 거리라고 한다. 그리고, 주행 선 속도 

가 주어

진 상황에서 선회 반경 ρ가 결정되면, 회전 속도를  

로 결

정할 수 있다.

3.3 GVD 기반 앞보기 점 설정

본 논문의 목표는 선회를 통한 GVD 추종이다. 이는 앞보기 점

을 GVD 상에 놓이게 함으로써 달성할 수 있다. 현재 위치에서 로

봇은 지역적 센서 정보만 가질 뿐 GVD의 전역적 형태는 알 수 

없다고 가정하자. 비록 이전의 탐사에 의해 맵을 구성하였다 하더

라도, 맵은 경로 계획에 필요한 노드(교차점과 경계점) 정보와 각 

노드를 잇는 모서리의 비용(거리) 정도만 기억할 뿐, 전체 경로를 

기억하는 것은 아닐 것이므로, 합당한 가정이라 하겠다.

만약에 로봇이 GVD 상에 있다면, 목표점은 GVD 상의 전방에 

놓일 것이다. 우리는 GVD의 로컬 정보만 알 뿐 전체 형태를 알 

수 없으므로, 전방이란 말은 GVD에 접하는 접선 벡터로써 그 위

치가 결정된다. 반면에 GVD에서 충분히 멀리 떨어져 있다면, 우

선 GVD에 접근하는 것에만 신경을 쏟아야 할 것이다. 대부분의 

경우, 접선을 따른 추종과 기울기를 통한 접근이 동시에 일어날 것

이다(Fig. 5).

a
D

v

D

ξ α β
∇

= −

∇
(10)

이고,

( )
2 2

min , ( ) / 2

sgn(( ) )

a

a

a

D
v

D

l D x

v v l

β

α ξ β

⊥

⊥

∇
=

=

= − ⋅ −
(11)

현재 위치가 GVD에서 충분히 멀 경우 (D(x)≥2la), GVD로 

접근하는 데에만 집중하며 (α = 0, β = la), 반면에 GVD 상에 있

다면 (D(x) = 0), 오직 GVD를 따라 가는 데 집중한다 (α = la, β 

= 0).

한편, 로봇이 교차점에 충분히 가까워 졌을 때는, 새로이 나타날 

다른 모서리를 따라 가기 위한 선회를 미리 시작해야 한다. 교차점

에 다다랐을 때 비로소 시작하면, 경로 상 불필요한 초과량

(overshoot)이 발생할 것이다. 현재 로봇이 Fij 상에 있다고 하자. 

그러면 di(x) = dj(x)가 가장 가까운 두 거리일 것이다. Fij를 추종하

던 중, 교차점 부근에 다다랐다는 말은, 세번째 가까운 거리 dk(x)

가 이 둘의 값과 그리 큰 차이를 보이지 않는다는 말이다. 즉,

( ) ( ) ( )
i j k a

d x d x d x l= < − (12)

이 경우, 곧 Fik와 Fjk가 나타날 것이며, 로봇은 이 둘 중 적절한 

경로를 따라 이동해야 한다. 맵이 이미 완성되 있고 적절한 경로계

획 알고리즘이 있다면, 어느 길로 가야할지 결정해 줄 것이다. 그렇

지 않다면, 최종 목표점을 고려해서 결정해야 할 것이다. 어느 방법

이든 간에, Fik를 따라가야 한다고 결정했다고 하자. 이 경우 장애
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(a) (b)

Fig. 7 Simulation: effect of look-ahead distance

(a) (b)

Fig. 6 Simulation

물 j를 무시해서 얻게 되는 경로에 접근하는 문제로 풀 수가 있다.

4. 시뮬레이션

시뮬레이션에 사용된 작업 환경은 Fig. 1과 같다. 네 개의 장애물

로 둘러 쌓인, 가로 12 m, 세로 10 m의 직사각형 환경 안에 세 

개의 직사각형 장애물이 더 놓여 있는 상황이다. 로봇의 폭은 w 

= 0.4 m이고, 로봇의 선속도는 

= 5 m/s를 유지한다. 앞보기 거

리는 la = 1 m, 샘플링 타임은 Δt = 0.1 sec 이다. Fig. 6에서 보는 

바와 같이 따라가야 할 GVD가 (a) 비교적 완만할 때와 (b) 급할 

때 모두 잘 추적함을 볼 수 있다.

Fig. 7(a)는 Fig. 6(b)와 동일한 상황이다. 시작 방향이 서로 반

대인 경우이다. 비록 이 경우에도 목표점에 도달하긴 했으나, 엉뚱

한 경로를 따라 빙빙 돌아 도달했다. 이 시뮬레이션에서는, 기존에 

맵이 없다고 가정하고, 목표점의 위치에 따라 실시간 경로계획을 

수행했기 때문에 충분히 발생할 수 있는 상황이다. 이러한 현상은 

C 지점에서 GVD에서 벗어난 오프셋 양이 잘못된 판단을 하게끔 

이끌었기 때문이다. Fig. 7(b)는 앞보기 거리 la = 0.5 m로 설정해

서 다시 시뮬레이션 한 결과이다. 앞보기 거리를 줄임으로써 더 세

밀하게 GVD를 추종하는 것을 볼 수 있다. 그렇다고 이를 무한정 

줄일 수는 없다. 선속도 

를 유지한채 앞보기 거리 la를 줄이는 

것은 선회 시 더 큰 원심력을 받게 되는 것을 감안해야 한다. 그러

나, 이 두 매개변수 

와 la를 실제 상황에 맞게 조절함으로써, 진행 

속도와 추종 성능 간의 타협을 시도할 수 있다.

5. 결 론

본 연구에서는 논홀로노믹 구속조건을 갖는 모바일 로봇이 일반

화된 보로노이 다이어그램을 추종하는 알고리즘을 제시하였다. 기

존의 GVD에 대한 연구는 로봇의 구동이 어떻게 이루어지는지에 

별 관심을 두지 않고, 임의의 방향으로 자유자재로 움직일 수 있는 

이상적인 로봇을 가정하였으나, 본 연구에서는 실제 로봇에 적용할 

때 나타날 수 있는 여러 문제 중에 하나인 논홀로노믹 성질을 어떻

게 다룰지를 제안하였다. 센서 데이터로부터 GVD의 위치를 예측

하고, 이에 기반해서 앞보기 점을 지정함으로써 GVD를 효율적이

고 효과적으로 추종할 수 있음을 보였다.
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