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The Research of the 2-Edge Labeling Methods on Binomial Trees

Kim Yong Seok†

ABSTRACT

In this paper, we present linear, varied and mixed edge labeling methods using 2-edge labeling on binomial trees. As a result of this 

paper, we can design the variable topologies to enable optimal broadcasting with binomial tree as spanning tree, if we use these edge 

labels as the jump sequence of a sort of interconnection networks, circulant graph, with maximum connectivity and high reliability.
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이항트리에서 2-에지번호매김 방법에 대한 연구

김 용 석†   

요     약

본 논문에서는 이항트리의 2-에지번호매김에서 선형적 에지번호매김 방법, 변형된 에지번호매김 방법 그리고 혼합형 에지번호매김 방법들을 

제안한다. 이러한 연구결과는 최대 연결도를 갖는 신뢰성이 높은 상호연결망의 일종인 원형군 그래프(circulant graph)의 점프열(jump 

sequence)로 에지번호들을 사용하면 이항트리를 스패닝 트리로 갖고 최적방송이 가능한 다양한 위상들을 설계할 수 있다.

키워드 : 이항트리, 에지번호매김, 원형군 그래프, 스패닝 트리, 최적방송

1. 서  론1) 

대규모 계산수행이 필요한 대부분의 문제들은 동시에 처

리될 수 있는 더 작은 문제들로 분할될 수 있으며 분할된 

문제들은 병렬처리 컴퓨터의 각 프로세서에서 병렬적으로 

수행된다. 이러한 병렬 알고리즘의 시간 복잡도는 계산시간

과 통신시간으로 나눌 수 있다. 계산시간은 각 프로세서에

서 순차 프로그램을 수행하는 데 걸리는 시간이며, 통신시

간은 프로세서들 사이에 데이터를 통신하는 데 걸리는 시간

이다. 프로세서의 성능이 증가하면서 계산시간보다는 통신

시간이 병렬알고리즘에 미치는 영향이 더욱 커져가고 있다. 

효율적인 통신방법은 시스템의 고성능을 얻기 위해 매우 중

요하다[1].

방송은 상호연결망을 위한 가장 기본적인 데이터 통신기

법이며 병렬 알고리즘을 설계하는 데 있어서 가장 기본이 

되는 작업으로, 한 프로세서에 있는 메시지를 네트워크에 

있는 다른 모든 프로세서들에게 보내는 과정을 말한다. 임
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의의 한 노드에서 방송시간은 b(v)로 표기하고, 이는 노드 v

에서 시작한 방송을 완료하는 데 필요한 최소 단위시간을 

말한다. 각 단위시간 동안 메시지를 가지고 있는 노드의 수

는 많아야 두 배씩 증가하므로 N개의 노드를 가지는 그래

프 G의 임의의 노드 v에서의 방송시간은 log₂N보다 크거

나 같다. N개의 노드를 가지는 그래프 G의 임의의 노드 v

에서의 방송시간 b(v)가 log₂N이면 이는 최소방송시간이며 

최소방송시간을 가지는 방송을 최소방송이라 한다. 또한 루

트에서 시작하여 최적방송이 가능한 트리를 최적방송트리

(optimal broadcast tree)라 한다[2].

만약 노드대칭적인 상호연결망이 스패닝 부그래프로 이항

트리를 갖는다면 그 상호연결망의 어떠한 노드도 이항트리

의 루트가 되도록 스패닝 트리를 구성할 수 있다. 즉 그 상

호연결망의 어떠한 노드에서도 스패닝 트리인 이항트리의 

구조를 통해 최소시간에 방송을 완료할 수 있다. 2 개n의 노

드를 가진 최적방송트리는 이항트리이다. 이항트리는 하이

퍼큐브와 같은 다양한 시스템에서 병렬응용을 위해 가장 자

주 사용되는 스패닝 트리 구조 중의 하나이다. 또한 병렬 

분할 정복알고리즘의 이상적인 계산구조로 평가되고 전위계

산에 사용될 뿐만 아니라 데이터 방송에 폭넓게 사용된다

[3-6]. 
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Fig. 1. The example of circulant graph
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Fig. 2. The example of subgraph in circulant graph

본 논문에서는 임의의 그래프 G가 원형군의 부그래프임

을 보이는 방법으로 -에지번호매김 방법을 사용하였다[7]. 

그래프 G에 대한 번호매김이란 의 모든 노드들에 대해 서

로 다른 정수      를 일대일 대응시키는 것을 말한

다. 그래프의 각 에지는 이러한 번호매김에서 얻을 수 있는 

에지번호를 갖는다. 에지번호는 그 에지의 양끝노드에 할당

된 정수값의 차이이다[8, 9]. 예를 들면, 그래프 G에 대한 

2-에지번호매김이란 에지번호가 2의 거듭제곱 차이 나게 번

호매김된 것이다. 이러한 결과는 원형군과 2-에지번호매김

의 정의로부터 노드 개수가   이하이고 2-에지번호매김이 

가능한 그래프는 원형군의 부그래프임을 알 수 있다. 

이러한 연구의 기존 결과로는 완전사진트리가 2-에지번호매

김이 가능하여 재귀원형군  의 부그래프이고[10], 삼항

트리가 2-에지번호매김이 가능하여 재귀원형군  의 

부그래프이며[11], 완전이진트리가 4-에지번호매김이 가능하

여 재귀원형군   의 부그래프임이 밝혀졌다[10]. 본 논

문에서는 상호연결망 중에서 가장 널리 알려진 하이퍼큐브

와 같은 의 노드 개수를 가질 경우를 비교하면, 하이퍼큐

브는 개의 에지번호를 갖고 본 논문의 연구결과로는 에지

번호가   또는 가 되는 상호연결망들을 설계할 수 

있고, 또한 이항트리에서의 번호매김은 정의 1.의 특성상 각 

서브트리들의 루트노드번호들이 4의 배수로 번호매김이 되

고, 동시에 루트노드의 분지수가 이 되어서 4의 거듭제곱

으로 이루어진 4-에지번호매김이 에서 불가능함을 쉽게 

알 수 있다.

본 논문에서는 그래프 임베딩 문제와 관련된 선형적 에지

번호매김 방법, 변형된 에지번호매김 방법 그리고 혼합형 

에지번호매김 방법들을 제안한다. 2절에서는 관련 연구로서 

원형군 그래프에 대한 임베딩과 일반적인 에지번호매김 방

법에 대해 논하고, 3절에서는 이항트리와 선형적 에지번호

매김 방법, 변형된 에지번호매김 방법 그리고 혼합형 에지

번호매김 방법들을 제안한다. 마지막 4절은 결론으로 구성

된다.

2. 관련 연구

2.1 원형군 그래프에 대한 임베딩

원형군 그래프는 1962년 Harray가 최초로 제시한 것으로 

알려졌다. 그는 당시 신뢰성이 높은 통신망을 설계하는 최

적화 문제인 “n개의 노드와 e개의 에지를 가지면서 연결도

가 최대인 그래프를 구성하라.” 하는 문제를 원형군 그래프

에 속하는 그래프를 제시함으로써 해결하였는데 그가 제시

한 그래프를 Harrary 그래프라고 부른다. 원형군 그래프는 

상당히 대칭적인 구조를 가지고 있어서 여러 분야에서 많이 

응용되고 있다[12].     로 표기하는 원형군 그래프는 

N개의 노드    를 가지고 있으며, 임의의 두 노

드 v, w에 대해서   mod≤≤를 만족하는 
가 존재할 때 v, w를 잇는 에지가 있다. 이때 각각의 를 

점프라고 부른다. 원형군 그래프는 각 노드의 분지수가 같

은 정규그래프이다. 이러한 예가 Fig. 1에 있다.

2.2 에지번호매김

임베딩과 관련된 에지번호매김은 G의 정점에 1에서 정점

의 개수까지 서로 다른 정수를 부여하는데, 에지번호가 모

두 주어진 조건을 만족하는 번호매김이 가능하면 Fig. 2에

서와 같이 그 그래프는 원형군 그래프의 부그래프임을 쉽게 

알 수 있다. 그러나 일반적으로 그 역은 성립하지 않는다.  

3. 에지번호매김 방법

3.1 이항트리

이항트리는 병렬망에서 메시지 방송과 병합우선순위 큐를 

구현하는 데 중요한 역할을 한다. 이항트리는 다음과 같이 

정의한다.

정의 1. 이항트리, 

 1) 하나의 트리를 갖는 이항트리는 이다.

 2) 이항트리의 왼쪽 부그래프 와 오른쪽 부그래프 

이 서로 분할된  ≥이라고 하면 는 의 루

트가 의 루트의 좌측 자식이 되게 에지를 하나 추

가함으로써 만들어진다.

Fig. 3에 이항트리의 예가 있다.
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3.2 선형적 에지번호매김 방법 

임의의 이항트리, ≥에서 부분트리인   각각에 선

형적으로 에지번호매김을 하면 추가적으로   ≥의 

에지번호를 얻을 수 있다.

정리 1. 임의의 이항트리는 선형적으로 에지번호매김을 

하면 에지번호    ≥를 얻을 수 있다.

증명) 이항트리의 정의 1.에 의해서 임의의 이항트리   

에서 k=1, 2인 경우에는 쉽게 선형적으로 에지번호매김을 

할 수 있다. 만약 k=n-1인 경우에 선형적으로 에지번호매김

을 할 수 있다고 가정하면, k=n인 경우에는 이항트리의 왼

쪽 서브트리와 오른쪽 서브트리는 서로 대칭인  이므로 

왼쪽 서브트리의 각 노드에 왼쪽 서브트리의 전체 노드 개

수를 더하면 오른쪽 서브트리의 에지번호매김이 가능하고 

이때 두 서브트리 사이에 추가되는 하나의 에지의 에지번호

는 항상   이므로 이 정리가 성립함을 Fig. 4에서와 같이 

쉽게 알 수 있다.

 

3.3 변형된 에지번호매김 방법 

임의의 이항트리 의 왼쪽 서브트리   에는 선형에

지번호매김을 하고 오른쪽 서브트리에는 선형에지번호매김

된  의 오른쪽 서브트리   와 왼쪽 서브트리  를 

서로 교환하면 항상 추가되는 에지번호는    ≥이다.

정리 2. 임의의 이항트리,≥는 왼쪽 서브트리  

에는 선형에지번호매김을 하고 오른쪽 서브트리에는 선형에

지번호매김된   의 오른쪽 서브트리  와 왼쪽 서브트

리  를 서로 교환하면 에지번호는 항상  
   ≥

이다.

증명) Fig. 5에서와 같이 이항트리의 정의 1.에 의해서 

임의의 이항트리 에서 k=3인 경우에는 쉽게 선형적으로 

에지번호매김을 할 수 있다. 만약 k=n-1인 경우에 변형된 

에지번호매김을 할 수 있다고 가정하면, k=n인 경우에는 이

항트리의 왼쪽 서브트리  은 선형적 에지번호매김이 가

능함을 정리 1.을 통해 알 수 있고, 오른쪽 서브트리  

에서 자신의 오른쪽 서브트리  와 왼쪽 서브트리  

를 서로 바꾸면 추가되는 에지의 에지번호는, 왼쪽 서브트

리 은 정리 1.에서와 같이 선형적으로 에지번호매김되

었으므로 항상    ≥이다.

3.4 혼합형 에지번호매김 방법

임의의 이항트리,≥에서  인 경우에는 쉽게 

선형적으로 에지번호매김을 할 수 있음을 보았다. 이제는 앞

서 보았던 선형적 방법과 변형된 방법을 번갈아가면서 적용

하면 항상 추가되는 에지번호가  ≤≤⌈⌉인 에
지번호매김을 할 수 있다.

정리 3. 임의의 이항트리,≥는 이 홀수인 경우에

는 선형적 에지번호매김을 하고 이 짝수인 경우에는 변형

적 에지번호매김을 하면 에지번호는   ≤≤⌈⌉ 
이다. 

증명) Fig. 6에서와 같이 임의의 이항트리,≥에서 

이 홀수인 경우에는 선형적 에지번호매김을 하면 정리 1.
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Fig. 6. The example of mixed edge labeling


linear edge 

labeling

varied edge 

labeling

mixed 

edge labeling

odd n even n

maximum edge 

number
           

the number of 

edges
   

the root node 

number of left 

subtree

  +2
  +2   +2   +2

the root node 

number of right 

subtree

2   +2 2   +2

Table 1. Edge label and number of root nodes on  

에 의해서 추가되는 에지번호는   이므로  이라고 

하면   가 되므로 항상 가 된다. 그리

고 이 짝수인 경우에는 변형된 에지번호매김을 하면 정리 

2.에 의해서 추가되는 에지번호는   이므로  라고 

가정하면   가 되므로 항상 가 된다. 

그러므로 항상 추가되는 에지번호는 가 된다.

본 논문의 결과를 Table 1에 간략히 제시하였다. 

4. 결  론

본 논문에서는 이항트리에 2-에지번호매김을 하여 선형

적 에지번호매김 방법, 변형된 에지번호매김 방법 그리고 

혼합형 에지번호매김 방법을 제안하였다. 이러한 에지번호

들은 상호연결망의 일종인 원형군 그래프의 점프열로 사용

하면 최적방송트리인 이항트리를 스패닝 트리로 갖는 새로

운 상호연결망을 설계할 수 있고 이항트리를 기반으로 개발

된 모든 알고리즘을 시뮬레이션할 수 있다. 향후 연구과제

로는 서로 다른 점프열을 갖는 새로운 원형군 그래프의 설

계와 여러 가지 망척도 면에서의 비교분석이 필요하다.
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