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ABSTRACT

Solving partial differential equations (PDEs) on a manifold setting is frequently faced problem

in CAD, CAM and CAE. However, unlikely to a regular grid, solutions for those problems on a

triangular mesh are not available in general, as there are no well-established intrinsic differen-

tial operators. Considering that a triangular mesh is a powerful tool for representing a highly-

complicated geometry, this problem must be tackled for improving the capabilities of many

geometry processing algorithms. In this paper, we introduce mathematically well-defined differ-

ential operators on a triangular mesh setup, and show some examples of their applications.

Through this, it is expected that many CAD/CAM/CAE application will be benefited, as it pro-

vides a mathematically rigorous solution for a PDE problem which was not available before.

Key Words: Computational geometry, Digital geometry processing, Discrete differential operators,

Partial differential equations, Triangular meshes 

1. 서 론

미분 다양체(differential manifold) 상에서 정의

된 편미분방정식(partial differential equations,

PDE)을 푸는 것은 컴퓨터이용설계/제조/해석 및

기하모델링 등의 분야에서 자주 마주하게 되는 문

제이다. 이는 열전달 방정식, 확산 방정식, 유동

방정식 등 대표적인 역학 문제들에 대한 계산 뿐

만 아니라, 곡면 스무딩 및 정형(smoothing/fairing),

연속 변형 최단 사이클(homotopic shortest cycle),

기하학적 구획 분할(geometric segmentation), 특

징점 검출, 곡면 변형 및 편집, 측지선거리 계산

(geodesic distance) 등의 순수 기하모델링 문제부

터, 능동 윤곽선 모델(active contour model), 비등

방성 영상 스무딩(anisotropic image smoothing)

등의 영상처리 문제에까지 이르는 광범위한 적용

분야를 가진다. 또한, 미분연산자 자체 만에 대한

해석으로도 기하 형상이 지니고 있는 고유한 특

성들을 파악할 수 있다는 사실이 이미 밝혀진 바

있으며[1,2], 이 또한 관련 분야에서의 중요한 연구

주제 중 하나이다.

이러한 문제들을 풀기 위해서는 미분 다양체 상

에서 정의된 미분 연산자들을 그 기하학적 성질
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을 유지한 채로 이산화(discretization)하는 것이

반드시 필요하다. 이러한 미분 연산자들로는 구

배(gradient, ), 발산(divergence, ), 회전

(curl, ×), 라플라스-벨트라미(Laplace-Beltrami,

) 연산자 등이 있으며, 이들 연산자는 미분

다양체의 기하학적 성질로부터 고유하게 정의되

며, 이에 대한 구체적인 내용은 잠시 후 2장에서

다루도록 한다.

지금까지 많은 연구자들이 유한 요소 방법(FEM)

이나 혹은 그와 유사한 이산화(discretization) 기

법을 사용하여 이산 미분연산자를 정의한 바 있

다. 특히 곡면 표현을 위해 가장 흔히 사용되는

삼각형 메쉬에 대해서, Meyer et al.[3], Belkin et

al.[4], Kuznetsov et al.[5] 등의 연구가 이미 수행된

바 있다. 이러한 연구들은 특히 활용도가 높은 라

플라스-벨트라미 연산자의 이산화에 주된 초점이

맞추어져 있으며, 그 외의 다른 미분 연산자들에

대한 연구 결과는 충분히 검토된 바 없다.

이러한 연구가 중요한 이유는 엄밀한 수학적 정

의를 바탕으로 한 기하 알고리즘의 개발이 가능

하기 때문이다. 실제로 잘 정의된 미분연산자들

을 바탕으로 한 접근 방법들은, 일련의 휴리스틱

이나 특수한 가정에 근거한 방법들에 비해 훨씬

더 예외적인 상황에 대해 강건하며, 안정적인 성

능을 가진다. 특히나 문제가 훨씬 간결하게 형식

화(formulation)될 수 있을 뿐만 아니라, 그 작동

원리가 수식으로부터 직관적이고 명쾌하기 때문

에 다른 방법들에 비해 쉽게 이해할 수 있으며 구

현이 간결하다.

본 논문에서는 삼각형 메쉬 상에서 이러한 문

제들을 풀기 위한 미분연산자들을 정의하고 몇 가

지 대표적인 편미분 방정식들을 소개하며, 실제

로 이러한 이산 미분연산자들이 어떻게 문제에 적

용되는지에 대해 살펴보게 될 것이다. 이미 많이

연구된 바 있고 널리 통용되는 미분 연산자들에

대해서는 기존의 정의를 충실히 따르되, 충분한

논의가 이루어지지 않은 연산자들에 대해서는 새

로운 정의를 제안한다. 특히 새로이 정의되는 연

산자들에 관해서는, 그 배경이 되는 수학적 이론,

특히 미적분학의 기본 원리인 스토크스 정리에 기

반하여 정의를 유도하되, 기존의 미분 연산자들

과 완벽히 호환 가능하도록 하는 것에 초점을 맞

추도록 한다.

2. 수학적 배경

2.1 곡면 미분기하학

다양체란 국소적으로 유클리드 공간(Euclidean

Space)과 위상동형(homeomorphic)인 공간을 의

미한다. 즉, 국소적으로는 유클리드 공간의 기하

구조와 유사한 성질을 띄는 위상공간을 의미하

며, 유클리드 공간의 일반화라고도 볼 수 있겠다.

또한, 이러한 다양체가 미분 가능하다면 우리는

이를 미분다양체(differentiable manifold)라고 하

며, 이 때 계량텐서(metric tensor)가 함께 주어져

있다면 이를 리만다양체(Riemannian manifold)라

고 부른다. 본 논문에서는 오로지 3차원 유클리드

공간에 몰입(immersed)된 2차원 리만다양체를 상

정하여 논의를 국한할 것이나, 다른 차원에 대해

서도 가능한 한 일반성을 잃지 않는 방향으로 본

절의 논의를 진행하게 될 것이다. 이 때, 몰입이

라 함은 매장(embedding)과 유사한 개념으로서,

다른 공간 안에 부분집합으로 포함된 공간 정도

로 이해할 수 있겠다. 이 때, 몰입은 자기교차(self-

intersection)를 허용한다는 점에서 매장과 구분된다.

기본적인 개념에 대한 논의를 위해 m차원 리

만다양체 M과 그 경계 ∂M이 주어졌다고 하자.

이 때, M는 콤팩트(compact)한 연결(connected)

공간이며, 가향(orientable)임을 상정한다. 즉 M

은 (1) 닫혀 있고(closed) 유계(bounded)인 Rm의

부분집합이며(=콤팩트), (2) 서로소(disjoint)인 두

공집합(empty set)이 아닌 개집합(open set)들의

합집합(union)으로 나타낼 수 없으며(=연결공간),

(3) 안팎을 구분할 수 있는(=가향) 다양체이다.

이 때, M을 정의역으로 가지는 초월곡면

(hypersurface) f는 미분 가능한 사상 f : M→R
n로

표현할 수 있다. 또한 f의 미분사상(differential)

df는 각 점에서 국소적으로 f를 선형근사하는 선

형사상(linear mapping)이며, 이를 통해 각 점에서

의 접공간(tangent space)을 형성한다. 이 때, 각

접공간들의 합집합을 접다발(tangent bundle)이라

고 하며, 접두문자 T를 이용하여 나타내도록 한

다. 따라서 미분사상 df는 M의 접다발 TM으로

부터 Rn의 접다발 TRn = R
n으로의 선형사상, 즉

df: TM→R
n이다. 또한 정의역 D에서 정의된 접

벡터장(tangent vector field) X에 대하여, 그 미분

사상 df(X)를 X의 밂(pushforward)이라고 하며, 반

∇ ∇·

∇
Δ:=∇2
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대로 X를 df(X)의 당김(pullback)이라고 한다.

한편 f를 몰입이라고 하면, 이에 따라 유도된

리만계량(induced Riemannian metric)을 식 (1)과

같이 정의할 수 있다:

(1)

이는 때로 제1기본형식(first fundamental form,

I(X, Y))이라고 부르기도 한다.

한편, 단위 법벡터장(unit normal field)는 매끈

하게 분포해 있는 단위 벡터장으로서 사상

으로 나타내며 (단 는 

차원 구, 즉 n 차원 단위벡터들의 집합을 의미한

다.), 가우스 사상(Gauss map)이라고 부르기도 한

다. 가우스 사상 N은 반드시 식 (2)를 만족해야

한다: 

(2)

이 때, N은 단위 벡터장, 즉 길이가 변화하지 않

는 벡터 장이므로, 그에 대한 미분사상 dN은 항

상 N에 수직한 벡터만을 내어놓는다. 즉 dN은 곡

면 f의 접벡터장이며, Weingarten 사상(Weingarten

map)이라고 부르기도 한다. 또한 dN이 f의 접벡

터장이라는 사실로부터 식 (3)을 만족하는 자기

준동형사상(endomorphism, =정의역과 공역이 같

은 사상) S: 이 항상 존재함을 알 수

있다:

(3)

이러한 사상 S를 모양연산자(shape operator)라

고 부르며, 이를 이용하여 식 (4)와 같이 제2기본

형식(second fundamental form)을 정의할 수 있다: 

        (4)

한편, 곡면에서의 미적분에 대해 알아보기 위하

여 다음의 개념들을 살펴보기로 하자. 우선 어파

인 접속(affine connection)이란, 추상적으로 설명

하자면 매끈한 다양체 상에서 서로 인접한 접공

간들을 ‘접착’하여 마치 하나의 고정된 벡터공간

으로 보고, 다양체 상에 주어진 접벡터장을 이러

한 일체 된 공간에서 값을 가지는 함수인 듯이 미

분할 수 있게 해주는 도구이며, 방향미분의 일반

화로 생각할 수 있다. 쉽게 생각해서 곡면 위의

한 점에서 다른 점으로 옮겨갈 때에 접공간이 어

떻게 변화하는지를 의미한다고 보면 된다. 특히,

리만다양체에 대하여 (1) 계량텐서와 호환 가능

하고( , (2) 비틀림이 없는(torsion free) 성

질을 만족하는 유일한 어파인 접속이 존재하는데,

이를 레비-치비타 접속(Levi-Civita connection)이

라고 하며 기호로 로 나타낸다. 수많은 종류의

접속들 중에서 레비-치비타 접속이 중요하게 다

루어지는 이유는, 우리가 흔히 다루는 유클리드

공간으로 레비-치비타 접속의 개념을 옮겨왔을

때, 이는 정확히 특정 방향으로의 편미분 으로

대응되기 때문이다. 즉 바꾸어 말해, 레비-치비타

접속은 유클리드 공간상의 (일반적인) 미분 연산

의 개념을 곡면 상으로 확장시킨 개념이기 때문

에, 유클리드 공간상에서 행해왔던 미적분학의 개

념을 그대로 옮겨오는 것이 가능하게 한다. 따라

서 유클리드 공간에서 정의되었던 구배, 발산, 회

전, 라플라스-벨트라미 연산자 역시도 별도의 추

가적인 개념의 도입없이도 곡면 상으로 확장할 수

있다.

2.2 삼각형 메쉬와 쌍대 메쉬

삼각형 메쉬는 임의 형상의 다양체를 이산화하

여 다루기에 매우 적합한 그래프 구조이다. 삼각

형 메쉬는 좀더 엄밀하게는 모든 면들이 다양체

를 빠짐없이 덮고 있는 2차원 단체적 복체(simplicial

2-complex)로 볼 수 있으며, 이와 관련된 이론은

다음과 같다.

우선 단체(simplex)란 쉽게 말해 삼각형이나 사

면체의 개념을 임의의 차원으로 확장시킨 것이

다. 특히 k-단체(k-simplex)란, (k + 1)개의 독립적

인 점들에 대한 볼록포(convex hull)를 의미하며

삼각형의 개념을 임의의 k 차원으로 확장시킨 것

이다. 이 때, 이러한 점들 중, (m + 1)개의 점들을

골라 만든 임의의 부분집합에 대한 볼록포를 면

(face)이라고 하며, 그 차원을 구분하기 위해 m-면

(m-face)이라고 부르기도 한다. 즉 0-면은 단체를

형성하는 개개의 점, 혹은 꼭지점(vertex)를 의미

하며, 1-면은 임의의 두 꼭지점이 이어져 만들어

진 선분, 혹은 모서리(edge), 2-면은 임의의 세 꼭

지점들이 형성하는 삼각형이 된다. 논의의 편의

를 위하여 앞으로 m-면을 σm으로 나타내도록 한

다. 이러한 단체의 정의에 따라 단체적 복체 K란

여러 단체들을 원소로 갖는 집합 혹은 위상공간

으로서, (1) 각 단체의 모든 면이 각각 그 또한 K

g X Y,( ) : <df X( ), df Y( )>=

N: M S
n 1–→ S

n 1–
n 1–( )

df SX( ) dN X( ) X∀,=

TM TM→

df SX( ) dN X( ) X∀,=

II X Y,( ) : g SX Y,( )–=

 <dN X( ) df Y( ), >–=

∇g 0=

∇

∂
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의 원소여야 하고, (2) K의 원소인 임의의 두 단

체 에 대하여 그 교집합이 과 의 면

인 성질을 만족하는 집합을 의미한다.

또한 쌍대 메쉬(dual mesh)란 어떠한 메쉬에 대

하여 켤레를 이루는 짝을 의미하며, 쉽게 말해 원

래 메쉬의 구조를 ‘뒤집어서’ 구성한 것을 의미한

다. 즉, 원 메쉬의 꼭지점을 쌍대메쉬의 면으로,

원 메쉬의 면을 쌍대메쉬의 꼭지점으로 각각 대

응시킬 수 있을진대, 이러한 방식으로 원 메쉬를

변환한 구조를 쌍대메쉬라고 한다. 이 때, 쌍대메

쉬를 구성하는 요소들을 명확히 구분짓기 위하여

쌍대메쉬의 꼭지점은 쌍대 꼭지점 혹은 쌍대점으

로, 모서리는 쌍대모서리로, 면은 쌍대면으로 각

각 지칭하기로 한다. 또한, 기호로는 호지 별(Hodge

star) ★을 이용하여 대응하기로 하며, ★σ0은 쌍대

면, ★σ1은 쌍대모서리, ★σ2는 쌍대점을 나타내기

로 한다. 참고로 호지 별은 리만 다양체의 호지

이론에서 기인한 표기 방법이며, 간단하게 말해

원 공간의 요소를 쌍대 공간의 요소로 변환해주

는 연산자로 생각할 수 있다. 

한편, 앞서 언급한 바와 같이 우리가 다루게 될

곡면은 유향이므로, 메쉬와 그 쌍대메쉬에서 방

향의 개념을 정의해야 할 필요가 있다. 이에 대해

본 논문에서는 흔히 사용되는 오른손 법칙, 즉 반

시계방향의 회전을 양으로 하는 식으로 방향을 정

의한다.

3. 이산화

앞선 장에서 살펴본 내용들을 바탕으로 하여 본

장에서는 우리가 흔히 사용하는 대표적인 미분 연

산자인 구배, 발산, 회전 및 라플라스-벨트라미 연

산자를 이산화한다. 이산화 과정에서, 기존 대부

분의 방식들과 차별화되는 중요한 가정은 다음과

같다. 연속된 곡면과 그 위에서 정의된 함수 f를

메쉬로 이산화하는 과정에서, 각 점 xi가 가지는

함수값 는, 연속인 함수 f를 xi에서 채취

(sampling)한 값이 아니라, xi를 포함하는 국소 영

역 Ri에 대해 함수 값들의 평균값으로 정의한다.

즉 fi는 식 (5)와 같다.

(5)

식 (5)의 Ai는 영역 Ri의 면적 를 의미한

다. 한 가지 짚고 넘어가야 할 사실은 f가 반드시

스칼라 함수일 필요는 없다는 점이며, 벡터 함수

에 대해서도 동일한 원리가 적용된다. 이러한 가

정에 근거하면 삼각형 메쉬에서 점 xi는 각 꼭지

점 에 대응되며, 주변 국소 영역 Ri는 자연스

럽게 쌍대면 ★ 에 대응된다.

또 한 가지 중요한 가정은, 각 삼각형(면)에서

함수 f는 선형적으로 변화한다는 것이다. 즉 함수

f에 대한 삼각형 메쉬 상의 이산화는, 부분 선형

근사(piecewise linear approximation)로 간주한다.

이러한 가정은 앞선 평균치에 관한 가정과 정확

히 호환 가능하며, 이에 대한 증명은 자명하므로

생략한다. 이 때, 이러한 선형 근사를 보다 수학

적으로 명쾌하게 기술하기 위하여 선형 보간 함

수 ξ를 도입하기로 한다. 함수 는 각 삼각형

σ2와 그에 포함된 꼭지점 σ0에 대해 정의되며, σ0

에서 함수값 1을 갖고, σ0 맞은편 모서리 상에서

함수값 0을 가진다. 또한 그 중간 임의의 위치에

서의 값들은 선형적으로 변화한다. 덧붙여, 이로

부터 함수 의 구배 는 크기가 1/h이며

(단, h는 σ0 맞은편 모서리를 바닥으로 하는 삼각

형의 높이), 방향은 σ0 맞은편 모서리로부터 σ0를

향하는 쪽으로 정해진다는 점이 자명하게 결정된다.

한편, 이산화 된 미분연산자를 실제 공학 문제

에 적용함에 있어서 다양한 조건들이 주어질 수

있기 때문에, 비단 원 메쉬의 꼭지점들 뿐만 아니

라, 쌍대 메쉬의 꼭지점들에 대해서도 미분 연산

자를 정의하는 것이 필요할 수 있다. 이 경우 원

메쉬에서의 모든 아날로지(analogy)가 쌍대 메쉬

에서도 동일하게 적용되며, 이 두 경우에서 각각

정의된 연산자들은 서로 호환 가능하여야 한다.

본 논문에서는 원 메쉬에서의 연산자와 쌍대 메

쉬에서의 연산자를 각각 아래 첨자 σ0와 ★σ2로

나타내도록 하며, 문맥 상 연산자가 정의된 도메

인이 명확할 경우에는 첨자를 생략하도록 한다.

3.1 구배

리만 다양체 상에 정의된 몰입 f가 주어져 있을

때, 임의의 벡터장 X에 대해 항상 다음을 만족하

는 벡터장 가 존재하는데, 이를 기울기 또는

구배라고 한다:

(6)

식 (6)의 DX는 X 방향으로의 방향 미분을 의미

σ1 σ2, σ1 σ2
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한다. 좀 더 직관적으로 말하자면, 구배란 f의 최

대 증가율을 나타내는 벡터장을 뜻한다고 볼 수

도 있다.

우선 각 삼각형, 즉 쌍대점 ★σ2에 대하여 구배

는  다음과 같이 자명하게 정의된다. 앞서 한 삼

각형에 대해 f의 이산화는 부분 선형 근사로 보

기로 한 가정에 의거하여, 식 (7)과 같이 선형 보

간 함수 ξ로 표현될 수 있다. 

(7)

따라서 삼각형 σ2 위의 한 점 x에서의 구배는

식 (8)과 같다.

(8)

(  )

식  는 삼각형 σ2의 면적을 의미하며, 나머

지 기호들은 Fig. 1을 따른다. 이 때, 가

삼각형 σ2에서 상수 함수이므로,  역시도

삼각형 내의 모든 점에 대해 동일한 값을 가진

다. 그러므로 (한 점에서의 이산화는 그 주변 영

역의 평균을 취하기로 한 가정으로부터) 쌍대점

★σ2에서의 구배는 식 (9)와 같이 정의된다.

(9)

또한, 꼭지점 σ0에서의 구배 역시도 이와 유사

한 방법으로 계산할 수 있다. 앞서 우리는 한 삼

각형 내에서의 구배가 상수함수임을 알 수 있었

다. 그러므로 꼭지점 σ0 주변의 국소 영역 (즉, 쌍

대면) ★σ0에 대하여, 구배 의 적분은 식 (10)

과 같이 계산될 수 있다. 

(10)

따라서 꼭지점 σ0에서의 구배는 식 (11)과 같이

정의된다.

(11)

이는 곧 주변 삼각형들에서의 구배 에 대

한 면적 가중 평균(area-weighted average)과 같다.

3.2 발산

발산 정리(혹은 가우스 정리)는 어떠한 곡면 Ω

와 그 경계곡선 에 대해 식 (12)가 성립함을

기술하고 있다.

(12)

식 (12)의 X는 곡면 위에서 정의된 임의의 벡터

장을 의미하며, n은 경계곡선 에서의 바깥쪽

방향 법선 벡터를 의미한다.

따라서 삼각형 메쉬 상의 한 꼭지점 σ0와 그 쌍

대면 ★σ0에 대해 식 (13)이 성립함을 알 수 있다.

(13)

이는 곧 Fig. 2에서 보는 바와 같이 꼭지점 σ0

를 포함하는 삼각형 σ2 각각에 대하여 ★σ0의 경

계다각형을 따라 선적분한 결과를 모두 더한 것
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이며, 각각의 삼각형에 대해서는 식 (14)와 같이

선적분값이 계산된다.

(14)

따라서 꼭지점 σ0 위에서 발산은 식 (15)와 같

이 정의된다.

(15)

여기서 는 ★σ0의 면적을 의미한다.

한편, 각 면에서의 발산 연산자를 얻기 위하여,

동일한 원리를 쌍대점 ★σ2에 대해서도 적용할 수

있다. 쌍대점 ★σ2와 그 주변 국소 영역 σ2에 대하

여 발산 정리로부터 식 (16)을 얻는다.

         (16)

그런데 각 모서리 σ1에 대하여 그 양 꼭지점에

정의된 벡터장을 X1, X2라고 할 때, 기본 가정에

의하여 σ1을 등분한 두 구간 , 에서 벡터장

이 X1과 X2로 각각 상수함수임을 알 수 있다. 따

라서 σ1의 시작점과 끝점을 잇는 벡터를 e라고 할

때, (벡터의 방향은 삼각형의 방향 규칙으로부터

자명하다.) 식 (17)이 성립한다.

(17)

따라서 쌍대점 ★σ2에서의 발산은 식 (18)과 같

이 정의된다.

  (18)

3.3 회전

켈빈-스토크스(Kelvin-Stokes) 정리는 어떠한 곡

면 Ω와 그 경계곡선 에 대해 식 (19)가 성립

함을 기술하고 있다.

(19)

여기서 t는 의 접선 방향으로의 단위 벡터

장이다. 또한 우리가 고려하게 될 벡터장은 다

양체의 접공간에서만 정의되므로, 회전은 반드

시 법벡터 N과 동일한 방향으로만 일어난다는

점을 상기하여야 한다. 즉 

이다.

한편, 켈빈-스토크스 정리와 앞서 설명한 발산

정리를 비교해볼 때 한 가지 특징적인 사실은 사

실 발산과 회전은 서로 수직관계라는 점이다. 좀

더 엄밀히 말하면 벡터장 X를 반시계방향(정방향)

으로 90도 회전한 벡터장 Y가 있다고 할 때,

가 성립한다.

따라서 삼각형 메쉬에서의 회전의 정의는 앞 절

에서 살펴본 발산의 정의로부터 자명하게 유도될

수 있으며, 본 논문에서는 유도과정 없이 결과만

기술하기로 한다. 참고로, 법벡터 N과의 외적이

곧 90도 회전을 의미한다는 점을 상기한다면 대

단히 간단하게 유도될 수 있다.

우선 삼각형 메쉬 상의 한 꼭지점 σ0에 대해 회

전은 식 (20)과 같이 정의된다.

(20)

또한 쌍대점 ★σ2에 대해 회전은 식 (21)과 같이

정의된다.

<X n> rd,
σ
2

∂ ★σ
0

( )∩

 

∫°

 
e
1

2
-------cotθ

1
<X

e
1

e1
------->

e
2

2
-------cotθ

2
<X

e
2

e2
------->,+,=

 
1

2
--- cotθ

1
<X e

1
, > cotθ

2
<X e

2
, >+( )=

∇
σ
0 X⋅

∇
★σ

0

 

∫∫ X Ad⋅

Ad
★σ

0

 

∫∫
------------------------------=

 
1

2A
★σ

0

------------- cotθ1<X e1, > cotθ2<X e2, >+∑=

A
★σ

0

∇ X Ad⋅
σ
2

 

∫∫ <X,n>dr
∂ σ

2
( )

 

∫°=

 <X,n>dr
σ
1

 

∫°
σ
1

σ
2

⊂

∑=

σ
1

1
σ
2

1

<X,n>dr
σ
1

 

∫° <X
1

e N×
e

-----------, > dr
σ
1

1

 

∫°=

<X
2

e N×
e

-----------, > dr
σ
2

1

 

∫°+

 
1

2
--- <X1 e N>×, <X2 e N>×,+( )=

∇
★σ

2 X⋅
∇

σ
2

 

∫∫ X Ad⋅

Ad
σ
2

 

∫∫
---------------------------=

 
1

2A
σ
2

---------- <X
1
e N>×, <X

2
e N>×,+

σ
1

 

∫°
σ
1

σ
2

⊂

∑=

∂Ω

<∇ X N, >× Ad
Ω

 

∫∫ <X t, > rd
∂Ω

 

∫=

∂Ω

∇ X× <∇ X N, >N×=

∇ Y N,×( ) ∇ X⋅=

∇
σ
0 X×

<∇ X N, >×
★σ

0

 

∫∫ Ad

Ad
★σ

0

 

∫∫
---------------------------------------------N=

 
1

2A
★σ

0

-------------Σ cotθ
1

( < X N e
1

×,( )>=

 cotθ
2
< X N e

2
×,( )>)N+



50 백승엽 · 감동욱 · 이건우

(21)

3.4 라플라스-벨트라미

라플라스-벨트라미 연산자는 유클리드 공간에

서의 라플라시안(Laplacian)을 임의의 다양체로

확장한 것이다. 라플라스-벨트라미 연산자의 정의

는 라플라시안과 동일하게 ‘구배의 발산’으로 정

의되며 수식으로는 식 (22)와 같이 표현된다.

(22)

이미 우리는 구배와 발산을 삼각형 메쉬에 대

해서 정의하였으므로, 라플라스-벨트라미 연산자

역시도 이를 이용하여 정의할 수 있다. 즉

(23)

이거나

(24)

이다. 앞선 구배와 발산의 정의를 대입하여 위 식

을 풀어쓴 후 다시 정리하면, 식 (25)와 같이 흔히

알려진 코탄젠트(cotangent) 라플라시안과 동일한

정의를 얻는다.

(25)

여기서 는 σ0에 이웃한 꼭지점들을 의미한다.

이에 대한 구체적인 유도과정은 자명하므로 생략

하도록 한다.

3.5 행렬화

앞서 정의한 각 이산 미분 연산자들을 살펴보

면, 한 점과 (혹은 쌍대점) 그 이웃들간의 관계식

형태로 정의가 주어지는 것을 알 수 있다. 특히

이러한 관계식은 모두 선형 연산에만 기반하여 정

의가 되어 있음을 알 수 있는데, 이로부터 각 미

분연산자들을 행렬 연산자로 표현할 수 있다는 사

실을 유추할 수 있다.

좀 더 구체적으로 설명하자면, 각 꼭지점에서

알고 있는 함수값 fi들을 하나의 긴 벡터로 나열

한 것을 f라고 할 때, 각 꼭지점에서의 구배는 식

(26)과 같은 행렬식으로 표현된다.

(26)

또한, 이와 유사하게 각 쌍대점에서의 구배는

식 (27)과 같은 행렬식으로 표현된다.

(27)

이와 유사한 방식을 발산, 회전, 라플라스-벨트

라미 연산자에도 동일하게 적용하면 각각 식 (28)

과 같은 행렬표현을 얻는다. 

(28)

여기서 는 각 꼭지점에서 정의된 벡터장을 하

나의 긴 벡터로 나열한 것이며, 는 동일한 것

을 각 쌍대점에서 정의된 벡터장에 대해 적용한

것이다. 또한, 이와 같은 방식으로 표현한 행렬 미

분 연산자들은 대부분의 원소가 0인 희소행렬

(sparse matrix)이라는 사실을 쉽게 유추할 수 있으

며, 이를 이용해 연산을 가속화 할 수 있다.

4. 적용 사례

본 장에서는 앞서 살펴본 미분연산자들이 실제

문제에서 어떻게 적용될 수 있는 지에 대해 살펴

보고 이를 통해 본 연구의 효용성을 검증한다. 여

기서 한 가지 명확히 해야 할 사실은, 아래에서

소개할 내용들이 어디까지나, 앞서 소개된 미분

연산자들이 임의의 곡면 상에서 정의된 편미분방

정식 문제들을 충분히 풀어낼 수 있고, 아무런 휴

리스틱이나 추가적인 가정없이도 기존의 문제를

메쉬 곡면 상으로 옮겨올 수 있다는 사실을 증명

하기 위하여 사용된다는 점이다. 따라서, 아래 예

제들은 어디까지나 독자들의 이해를 돕고 본 논

문의 효용성을 간접적으로 보여주기 위한 것에 불

과하며, 경우에 따라 편미분방정식 형태의 문제

해법보다 다른 알고리즘이나 휴리스틱을 이용한

문제 해법이 더욱 효과적일 수도 있다는 점을 명

시하는 바이다. (물론 대부분의 경우 정확한 공식

∇
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화에 기반한 편미분 방정식 해법이 훨씬 나은 성

능을 보이는 것이 사실이다.) 또한, 본 논문의 초

점은 미분연산자 그 자체에 있으며, 미분 방정식

을 위한 적분 기법에 대해서는 논외로 하므로, 얼

마나 더 정확한 적분 방법을 사용하느냐에 따라

서도 아래 예제의 결과가 조금씩은 차이 날 수 있

으며, 연산 속도에도 크게 영향을 미칠 수 있음을

상기하여야 할 것이다.

4.1 푸아송 방정식

푸아송 방정식(Poisson’s equation)은 잘 알려진

2차 편미분 방정식의 종류 중 하나로서, 라플라스

방정식(∆f = 0)을 일반화 한 것이다:

(29)

여기서 f는 미지함수이며, g는 다양체 위에 주어

진 함수이다. 이러한 푸아송 방정식은 실제로 기

하모델링, 편집, 곡면 재건, 벡터장 해석 등 다양

한 분야에서 자주 등장하는 방정식 중 하나이다.

이에 대한 풀이는 이산 미분연산자를 이용하면

대단히 자명하다. 앞서 정의한 행렬 미분 연산자

를 이용하여 푸아송 방정식을 다시 쓰면 식 (30)

과 같다.

(30)

이 때, 라플라스-벨트라미 연산자는 일반적인 내

적에 대해 준정부호(positive semi-definite)이므로
[6], 위의 선형 시스템에 대한 해가 존재하며 상수 c

에 대해 유일하게 결정된다. 즉 f가 푸아송 방정식

의 해라고 하면, 임의의 상수함수 c에 대하여 f + c

역시도 해가 된다. 상수 c로 인한 해의 부정성

(indefiniteness) 문제는 그 응용 분야에 따라 특정

점에 대한 구속 조건을 부가함으로써 해결할 수 있다.

한편, 실질적으로 푸아송 방정식이 가장 많이

사용되는 경우는 임의로 주어진 벡터장 X에 대하

여 를 만족하는 함수 f를 구하는 것이다.

이러한 문제는 결국 주어진 다양체 위에서 목적

함수 를 최소화하는 문제와 동일

하며, 그에 대한 해는 동치문제인 오일러-라그랑

쥬(Euler-Lagrange) 방정식

(31)

을 푸는 것과 동일하다[7].

Fig. 3은 실제로 이처럼 푸아송 방정식을 이용

하여 주어진 벡터장 에 상응하는 함수 f를

구해낸 결과물을 보여주고 있다. 이러한 결과는

곡면 재건 문제[8]나 최단 측지선 거리(shortest

geodesic distance) 문제[9] 등 다양한 기하 문제에

적용이 가능하다.

4.2 등방성/비등방성 스무딩

스무딩이란 주어진 신호를 매끈하게 펴주는 기

하 연산 중 하나이다. 이는 영상처리, 디지털 기하

처리 등 다양한 적용 분야에 응용되는 중요한 문

제이다. 이러한 스무딩 문제를 푸는 한 가지 방법

으로서 확산(diffusion) 방정식을 이용하는 방법이

있다.

확산 방정식은 원래 역학에서 확산이 발생하는

물질 또는 물리량의 밀도의 움직임을 기술하는 편

미분 방정식이다. 대표적인 사례로는 열전달 분

야에서 열전도를 설명하는 열전도 방정식(Heat

equation)이 있다. 확산방정식의 일반적인 형태는

식 (32)와 같다.

(32)

여기서 x는 위치, t는 시간을 나타내는 변수이며,

K는 확산 계수를 나타내는 텐서이다. 이 때, 확산

계수 K가 상수이면 모든 방향과 위치에서 동일한

양만큼 확산하는 등방성확산에 해당하며, 식 (33)

과 같은 선형 방정식으로 귀착된다.

(33)

스무딩 연산 역시도 이러한 확산방정식에 근거

하여 수식화 할 수 있다. 우선 앞서 논의한 행렬

미분연산자를 이용하여 확산방정식을 다시 쓰면

fΔ g=

Lf g=

∇f X=

∇f X–
2
Ad

M

 

∫

fΔ ∇ X⋅=

X ∇f=

∂f
∂t
---- ∇ K f x t, ,( )∇f x t,( )( )⋅=

∂f
∂t
---- K∇ ∇f x t,( )⋅ K∇f x t,( )= =

Fig. 3 A scalar field f (color map on the right)

reconstructed from a given gradient field X (hairy

black lines on the left) on a bunny surface
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식 (34)와 같다.

(34)

이 때, 시간에 대한 이산화를 위해 후진 오일러

방법(backward Euler method)을 사용하면 식 (35)

와 같은 f에 대한 업데이트 규칙을 얻는다.

(35)

이 때, K가 상수라면 (등방성 스무딩) 위 식은

로 바뀌며, 이는 곧 잘 알려진 라

플라시안 스무딩 식과 동일하다.

Fig. 4는 휘어진 곡면 위에 그려진 이미지에 대

한 등방성 스무딩(가운데)과 비등방성 스무딩(오

른쪽) 결과물을 보여주고 있다. 이 때, 비등방성

스무딩에서 확산계수 K는 K = 로 설정되

었다. 이는 구배가 큰 위치, 즉 영상의 윤곽선 부

근에서는 확산이 더디게 일어나도록 하기 위함이

다. 실제로 결과물을 살펴보면, 등방성 확산의 경

우 영상의 윤곽선이 모두 뭉개져 버리는 것을 알

수 있으나, 비등방성 확산에서는 이러한 윤곽선

들이 잘 보존되고 있음을 알 수 있다.

4.3 레벨셋 기반의 곡선 수축

편미분 방정식의 흥미로운 응용 사례 중 하나

로 측지적 능동 윤곽선 모델(geodesic active

contour model)[10]이 있다. 원래 능동 윤곽선 모

델[11]이란 영상(혹은 부피영상)에서 물체의 경계

곡선(부피영상에서는 면)을 검출해내기 위한 방

법이다. 능동 윤곽선 모델은 신장탄성과 굽힘탄

성을 가지는 가상의 곡선이 영상내에서 명암도의

구배에 따라 가장 구배가 큰 위치(=경계곡선)로

움직여가는 방식으로 물체의 경계곡선을 검출한

다. 이러한 방식을 레벨셋(level set) 방법을 이용

하여 개선한 것이 바로 측지적 능동 윤곽선 모델

이다. 이 때 레벨셋 방법이란, 어떠한 곡선(혹은

곡면)을 수학적으로 기술함에 있어서, 곡선이 놓

여져 있는 공간상에 분포한 스칼라장을 이용하여

간접적으로 나타내는 방식이다. 이 때 이러한 스

칼라장은 곡선 위에서 0인 값을 가지며 그 밖의

지역에서는 곡선으로부터의 거리에 비례하여 값

을 가진다. 예를 들어 유클리드 평면 위에서 정의

된 함수 는 중심이 원점에 위

치하고 반지름이 r인 원을 표현하는 레벨셋 함수이다.

이 때, Osher et al.[12]에 의해 길이를 최소화하

도록 하는 방향의 곡선의 움직임은 식 (36)과 같

은 레벨셋 함수의 편미분방정식으로 표현이 가능

함이 밝혀진 바 있다. 

(36)

이 때, I는 위치에 따른 영상의 명암도를 나타

내는 함수이며 k는 레벨셋 곡선이 영상 윤곽선에

달라붙는 힘을 관장하는 파라메터이다. 위 식은

앞서 살펴본 확산 방정식과 매우 흡사한데, 실제

로 계수 는 비등방성 확산계수와 동일한

역할을 하며, 영상의 구배가 큰 곳에서 확산, 즉

레벨셋 곡선의 변화가 더디게 일어나도록 한다.

확산 방정식의 경우에서 보았던 바와 같이 위 식

에 대해서도 식 (37)과 같은 이산 행렬식을 얻을

수 있다는 사실을 자명하게 유추할 수 있다.

(37)

여기서 S와 M은 각 원소들이 , 인 대

각행렬을 나타내며, B는 각 원소들이 인

대각행렬이다. 또한 이로부터 식 (38)과 같은 후진

오일러 식을 얻는다.

(38)

Fig. 5는 이러한 곡선 수축 기법을 임의 형상의

곡면 모델에 적용해 본 결과물을 보여주고 있다.

이 때, 곡선의 움직임에 대해 보다 직관적으로 살

펴보기 위하여 계수 는 모든 위치에서

∂f
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ft h+ ft–

h
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1

1 k I∇ 2
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Fig. 4 Isotropic (middle) and anisotropic (right) smoothing

of a given image (left)
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1로 두었다. 그림에서 보는 바와 같이 곡선은 시

간 t의 증가에 따라 점점 수축하여 국소적으로 최

단 사이클을 형성할 수 있는 위치까지 수렴해간

다. 특히 시간 스텝 h를 조절함으로써 수렴 위치

또한 조절할 수 있음을 확인할 수 있다.

한편 Fig. 6은 계수 의 영향까지 모두

고려한 결과물을 보여주고 있다. 원형의 초기 형

상에서 출발한 곡선이 물체의 윤곽선으로 정확히

수렴하는 것을 볼 수 있다. 한 가지 주목할만한 사

실은, 일반적인 능동 윤곽선 모델과는 달리 측지

적 능동 윤곽선 모델의 경우 곡선의 위상(topology)

이 자유자재로 변한다는 점이다. 실제로 Fig. 6의

곡선 변형 모습을 살펴보면, 하나의 루프를 형성

하던 곡선이 영상에 나타난 물체들의 모습에 따라

여러 개의 루프로 나뉘어지며 수렴하는 것을 볼

수 있다. 이는 위상 변화가 자유롭지 못했던 기존

방법에 비해 큰 장점이라 할 수 있겠다. 

5. 결 론

본 논문에서는 연속인 다양체에서의 미분 연산

자들을 삼각형 메쉬 위의 스칼라 및 벡터장에 대

한 미분 연산자로 이산화 하는 방법에 대해 논의

하였다. 이를 위해 다양체 위에서의 기초적인 미

분 기하학에 대해 알아보았으며, 이를 바탕으로

하여 삼각형 메쉬 위에서의 미분 연산자를 정의

하고 행렬식으로 표현하는 방법에 대해 알아보았

다. 특히 이 과정에서 기존에 널리 통용되는 이산

라플라스 연산자의 정의에 대해서는 본래의 정의

를 충실히 따르되, 기존의 논의가 충분치 아니한

구배, 발산, 회전 연산자에 대해서는 새로운 정의

를 제시하였으며, 이러한 정의가 기존 라플라스

연산자의 정의와 완벽하게 호환 가능함을 보장하

였다. 또한 이산화 과정에서 미적분학의 기본 법

칙인 스토크스 정리를 만족하도록 하는 수학적으

로 엄밀한 이산화 기법을 통해, 불필요한 가정이

나 논리적인 비약없이 정교하게 미분 연산자를 이

산화 할 수 있었다. 또한 이러한 이산 미분 연산

자들이 기하 처리 분야에서 실제로 사용되는 몇

가지 예를 소개함으로써, 앞으로 다양한 문제들

에 대해 널리 적용이 가능할 것임을 유추할 수 있

었다. 이를 통해 본 논문이 여러 미분기하 문제를

해결하기 위한 참고 자료가 될 수 있기를 바라며,

향후 다양한 관련 연구들에 대한 밑바탕이 될 수

있기를 기대한다.
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