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1. 서 론 

기술의 발달에 따라 제품의 개발 주기가 단축되고 

있으며 높은 품질을 갖는 제품에 대한 요구가 확

대되고 있다. 이러한 요구를 충족시키기 위해 설

계시간과 비용을 단축시키고 높은 신뢰도를 보장

할 수 있는 설계 기법의 연구가 필요하다. 

최적설계는 제한조건을 만족시키는 범위 내에서 

목적함수를 최소화하는 설계변수의 값을 찾는 문

Key Words: Generalized Pareto Distribution(일반화파레토 분포), Threshold(임계점), Akaike Information 

Criterion(아카이케 정보척도), Tail Model(꼬리 모형), Reliability Analysis(신뢰성 해석) 

초록: 공학분야의 신뢰성 해석은 점점 더 높은 신뢰도 영역에 대한 확률밀도함수의 예측을 요구한다. 

따라서 높은 신뢰도를 정확하게 해석하기 위해 분포의 꼬리부분을 정확하게 표현해야 한다. 최근 들어 

꼬리부분에 대한 표본만을 이용해 꼬리 모형을 생성하여 신뢰도를 추정할 수 있는 방법인 일반화파레토 

분포에 대한 연구가 활발히 진행되고 있다. 하지만 기존의 연구에서는 부정확한 임계점 추정으로 꼬리

부분에서 신뢰도의 정확도가 떨어진다. 따라서 본 논문에서는 아카이케 정보척도를 이용하여 임계점을 

정확하고 강건하게 추정하고 이를 통해 꼬리 모형의 정확도를 향상시키는 아카이케 정보척도 기반 일반

화파레토 분포 기법을 제안한다. 또한 제안하는 기법을 이용한 신뢰성 해석을 수행하여 정확도가 향상

된 신뢰성 해석 결과를 도출하였다. 

Abstract: In order to perform estimations with high reliability, it is necessary to deal with the tail part of the cumulative 

distribution function (CDF) in greater detail compared to an overall CDF. The use of a generalized Pareto distribution 

(GPD) to model the tail part of a CDF is receiving more research attention with the goal of performing estimations with 

high reliability. Current studies on GPDs focus on ways to determine the appropriate number of sample points and their 

parameters. However, even if a proper estimation is made, it can be inaccurate as a result of an incorrect threshold value. 

Therefore, in this paper, a GPD based on the Akaike information criterion (AIC) is proposed to improve the accuracy of 

the tail model. The proposed method determines an accurate threshold value using the AIC with the overall samples 

before estimating the GPD over the threshold. To validate the accuracy of the method, its reliability is compared with 

that obtained using a general GPD model with an empirical CDF. 
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제로 정의할 수 있다. 그러나 기존의 확정론적 

(deterministic) 최적설계는 설계변수의 불확실성 

(uncertainty)을 고려하지 않기 때문에 제품의 신뢰

도를 고려하지 못하는 단점이 있다. 이러한 문제

를 보완하기 위해 강건최적설계, 신뢰성 기반 최

적설계, 공차설계 등 설계변수의 불확실성을 고려

하여 신뢰도를 고려할 수 있는 설계 방법의 연구

가 활발히 진행되고 있다. 신뢰성 기반 최적설계

를 통해 설계변수의 불확실성을 고려하여 신뢰도

를 정량화함으로써 요구 신뢰도를 확보 할 수 있

는 설계변수의 값을 결정할 수 있다. 이러한 신뢰

성 기반 최적설계를 수행하기 위해 응답의 신뢰도

를 정량화하는 과정이 신뢰성 해석(reliability 

analysis: RA)이다. 

기존에 연구된 신뢰성 해석 방법은 다음과 같다. 

일차 신뢰도법(first order reliability method: FORM)과 

이차 신뢰도법(second order reliability method: SORM)은 

설계변수의 평균점에서 테일러 급수(Taylor series)를 

이용하여 제한조건을 일차 또는 이차로 근사화 한 

뒤 표준정규분포 공간으로 변환하고, 원점에서 최

대손상가능점(most probable failure point: MPP) 까지

의 거리인 신뢰도 지수를 이용하여 신뢰도를 구하

는 방법이다.
(1,2)

 하지만 일차 또는 이차 신뢰도법

은 표본의 분포가 비정규분포일 경우 이를 정규분

포로 변환하기 때문에 표본의 특징을 정확하게 반

영하지 못할 수 있으며 정규분포로 변환하기 어려

운 분포는 이 기법을 적용하기 어려운 단점이 있

다. 또한 제한조건을 일차 또는 이차함수로 근사

하기 때문에 비선형성이 큰 제한조건의 경우 정확

한 신뢰도를 구할 수 없다. 

이러한 문제점을 보완하기 위해 제한조건에 대

해 일차에서 사차까지 통계적 모멘트를 구하고 이

를 이용하여 경험적 확률분포 시스템인 피어슨 시

스템(Pearson system)을 통해 신뢰도를 구하는 모멘

트 기반 신뢰성 해석 방법이 연구되었다.
(3,4)

 그러

나 모멘트 기반 신뢰성 해석은 경험적 수식으로 

이루어진 피어슨 시스템으로 분포와 모수를 추정

하기 때문에 정확한 통계적 모멘트를 계산하더라

도 신뢰도의 정확도를 보장할 수 없다는 문제가 

있다. 

따라서 사전에 어떠한 가정이 필요한 기존의 신

뢰성 해석 방법을 대체하기 위해 응답의 정보에 

대한 최우량추정(maximum likelihood estimation)을 

통해 응답의 분포를 추정하는 방법이 개발되었다. 

아카이케 정보척도(Akaike information criterion: AIC)

는 주어진 표본의 통계적 특성을 가장 잘 표현하

는 분포의 종류와 모수를 추정하는 기법이다.
(5)
 하지

만 높은 신뢰도 영역을 정확히 평가하기 위해서는 

누적분포함수(cumulative distribution function: CDF)의 

꼬리부분에 대한 정확한 추정이 요구되는데 아카

이케 정보척도는 전 구간의 표본을 잘 추정하기 

위해 제안된 기법이기 때문에 꼬리부분에 대한 정

확도는 상대적으로 떨어질 수 있는 단점이 있다. 

이러한 단점을 보완하기 위해 꼬리부분에 대해서

는 일반화파레토 분포(generalized Pareto distribution: 

GPD)를 이용하여 정확한 꼬리 모형을 생성하고, 

기존 분포의 꼬리부분을 일반화파레토 분포로 대

체하는 신뢰성 해석 방법이 제안되었다.
(6,7)

 

일반화파레토 분포에 대한 연구로는 꼬리 모형

의 시작점인 임계점(threshold)의 위치를 결정하는 

방법에 대한 연구,
(8,9)

 꼬리 모형에 포함되어야 하

는 표본의 최소 개수를 결정하는 연구(10,11)가 많이 

이루어졌으나 임계점의 정확도에 따른 일반화파레

토 분포의 정확도에 대한 연구는 진행되지 않았다. 

높은 신뢰도 영역일수록 임계점의 작은 변화가 신

뢰도 추정에 큰 차이를 가져오기 때문에 높은 신

뢰도의 정확한 추정을 위해 정확한 임계점 추정이 

필요하다. 

본 논문에서는 전 구간의 표본을 아카이케 정보

척도를 이용하여 강건하게 추정하고, 임계점을 초

과하는 표본인 꼬리부분은 일반화파레토 분포를 

이용하여 꼬리 모형을 생성 함으로써 신뢰성 해석

의 정확도를 향상 시킬 수 있는 아카이케 정보척

도 기반 일반화파레토 분포 기법을 제안한다. 또

한 여러 형태의 분포에 대해 제안하는 기법과 기

존의 경험분포함수(empirical cumulative distribution 

function: ECDF)를 이용하는 방법을 비교하여 제안

하는 기법의 정확성을 검증한다. 

2. 신뢰성 해석 

신뢰성 해석은 신뢰도를 정량화하여 평가하는 과

정이다. 신뢰도 R 은 식 (1)과 같이 정의할 수 있다. 
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여기서 )(XY 는 설계변수 X 에 대한 응답의 함수

이며, ty 는 목표성능이다. 

신뢰성 해석을 수행하기 위해서는 확률밀도 함

수의 계산이 필요하므로 표본을 이용하여 확률밀
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도함수를 추정해야 한다. 따라서 이 장에서는 신

뢰성 해석을 수행하기 위한 표본의 꼬리부분 추정 

방법인 일반화파레토 분포에 대해 설명한다. 

 

2.1 일반화파레토 분포 

일반화파레토 분포의 누적분포함수는 식 (2)로 

정의한다.
(12,13)     
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여기서 η 는 형상모수, σ 는 척도모수, µ 는 임

계점을 의미한다. 임계점을 초과하는 표본에 대해 

일반화파레토 분포를 이용하여 꼬리 모형을 생성

하여 분포를 추정한다. 

Fig. 1에서 표현한 누적분포함수에서 임계점 µ 는 

일반화파레토 분포의 시작점, )(µF 는 임계점에서의 

신뢰도를 나타낸다. 기존의 일반화파레토 분포에 대

한 연구에서는 임계점 이하의 구간에 대해 Fig. 1과 

같이 경험분포함수를 이용하여 추정한다. 
 

 
 

Fig. 1 Cumulative distribution function of conventional 
generalized Pareto distribution 

 
Fig. 2 Classification of tail model in terms of shape parameter 

Fig. 2는 형상모수의 크기에 따른 누적분포 함수

의 꼬리 모형 차이를 나타내고 있다. 일반화파레

토 분포는 형상모수의 크기에 따라 특징이 다른 

세 가지 형태의 꼬리 모형으로 나뉜다. 

1) η > 0 : 두꺼운 꼬리 분포(Pareto) 

2) η = 0 : 중간 꼬리 분포(exponential) 

3) η < 0 : 얇은 꼬리 분포(typeⅡ Pareto) 

형상모수의 크기에 따라 다양한 꼬리 형상을 추

정할 수 있으므로 일반화파레토 분포를 이용한 꼬

리 모형을 통해 다양한 확률밀도함수의 꼬리부분

을 추정 할 수 있다. 

일반화파레토 분포의 형상모수와 척도모수는 임

계점을 초과하는 표본에 대한 최우량추정을 이용

해 추정한다. 일반화파레토 분포의 대수우량함수

(log likelihood function)는 식 (3)과 같다. 
 














=−−−

≠








 −
+








+−−

=

∑

∑

=

=

0if)(
1

ln

0if

)(
1ln

1
1ln 

),(ln

1

1

ηµy
σ

σn

η

σ

µyη

η
σn

σηL
n

i

i

n

i

i

 (3) 

 

대수우량함수가 최대가 되는 최적화 문제를 풀

어 최우량추정을 수행할 수 있다. 형상모수와 척

도모수를 추정하는 최적설계 정식화는 식 (4)와 

같다. 
      

),(lnMax
,

σηL
ση

                         (4) 

 

2.2 기존 연구의 방향과 한계 

임계점의 위치를 결정하기 위한 연구로 McNeil

과 Frey는 임계점을 초과하는 표본의 개수가 50 

이상이면 일반화파레토 분포의 정확도가 임계점에 

큰 영향을 받지 않는다는 것을 보였다.
(8)
 Begueria

도 임계점에 따라 형상모수와 척도모수가 함께 변

하기 때문에 꼬리 모형의 변화는 크지 않음을 보

였다.
(9)
 

또한 임계점을 초과하는 표본의 최소 개수에 대

해 Boos는 꼬리 모형에 포함되어야 하는 표본의 

개수는 전체 표본의 개수( N )가 50 이상 500 미만 

일 때 0.02 N , 전체 표본의 개수가 500 이상일 때 

0.1 N  으로 제안하였다.
(10)
 Hasofer는 꼬리 모형에 

포함되어야 하는 표본의 개수를 N5.1 으로 제안

하였다.
(11)
 

하지만 지금까지 수행된 연구에서는 일반화파레

토 분포의 임계점 추정에 경험분포함수를 이용하

였다. 경험분포함수는 각 표본을 계단함수(step 

function)로 표현하기 때문에 간단하게 이용할 수 
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있지만 경험분포함수의 불연속적인 특성으로 인해 

표본의 수가 적을 경우 임계점이 민감하게 변하는 

단점이 있다. 

3. 아카이케 정보척도 기반 일반화 

파레토 분포 기법 

기존에 수행된 일반화 파레토 분포에 대한 연구

에서는 꼬리모형의 시작점인 임계점의 위치를 결

정하는 연구와 꼬리모형에 포함되는 표본의 최소 

개수를 결정하는 연구가 활발히 진행되었으나, 임

계점의 정확도에 따른 일반화 파레토 분포의 정확

도에 대한 연구는 진행되지 않았다. 기존의 연구

에서는 표본을 계단함수로 표현하는 경험분포함수

를 이용하여 임계점을 추정하였으나, 이는 표본에 

따라 임계점이 민감하게 변하는 문제가 있다. 따

라서 강건한 임계점 추정을 통해 정확한 꼬리 모

형을 생성할 수 있는 아카이케 정보척도 기반 일

반화 파레토 분포 기법을 제안한다. 

 

3.1 아카이케 정보척도 

아카이케 정보척도는 여러 후보 확률밀도함수 

중 미지의 표본을 가장 잘 표현하는 분포의 종류

와 모수를 결정하는 방법이다. 아카이케 정보척도

는 식 (5)와 같이 정의된다. 
      

)(2 freeml nfφ −−=                       (5) 

 

여기서 mlf 은 후보 확률분포의 최대수우량 

(maximum log likelihood)이며 freen 는 후보 확률분

포 모수의 개수이다. 식 (5)의 최소 φ  값에 해당

하는 분포와 모수가 표본을 가장 잘 표현함을 의

미한다. 아카이케 정보척도를 이용해 표본의 통계

적 특성을 가장 잘 표현하는 확률밀도함수를 결정

할 수 있다. 

 

3.2 아카이케 정보척도 기반 일반화파레토 분포

의 임계점 추정 

아카이케 정보척도를 이용하여 임계점을 추정함

으로써 강건한 임계점을 추정할 수 있고 일반화파

레토 분포의 정확도를 향상 시킬 수 있다. 따라서 

본 논문에서는 아카이케 정보척도를 이용해 전 구

간의 표본에 대한 누적분포함수를 추정하여 정의

된 누적분포 )(µF 에 해당하는 강건한 임계점 v

를 결정한다. 

강건하게 추정된 임계점으로 시작하는 꼬리부분

에 대한 일반화파레토 분포의 모수를 최대수우량 

추정을 이용하여 결정한다. 이를 통해 기존에 활

용되지 않았던 전체 표본의 통계적 특성을 반영하

여 임계점을 추정함으로써 강건한 임계점을 얻을 

수 있고 꼬리 모형의 정확도를 높일 수 있다. 

제안하는 기법의 전체적인 과정을 순서대로 표

현하면 다음과 같다. 

1) 전체 표본에 대해 아카이케 정보척도를 이용

하여 분포의 종류와 모수 추정 

2) 추정된 분포를 이용하여 정확하고 강건한 임

계점의 위치 결정 

3) 임계점을 초과하는 꼬리 부분의 표본에 대해 

일반화파레토 분포를 이용한 모수 추정을 통해 꼬

리 모형을 생성 

4) 아카이케 정보척도로 추정한 전체 분포 중 

꼬리부분을 일반화파레토 분포로 추정한 꼬리모형

으로 대체 

5) 대체된 꼬리모형을 이용하여 신뢰성 해석 수행 

4. 수학예제 

4.1 임계점 추정 

기존의 연구에서 사용된 경험분포함수와 제안하

는 기법에서 사용된 아카이케 정보척도를 이용하

여 임계점을 추정하고 결과를 비교한다. λ = 1, α = 

0.7 인 와이블분포를 이용하여 200개의 표본을 무

작위 추출하고, 신뢰도 )(µF = 0.8 을 갖는 임계점

을 추정한다. 와이블분포의 확률밀도함수는 식 (6)

과 같다. 
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무작위 추출을 통해 서로 다른 표본집합을 추출

한 후 임계점 추정을 10회 반복하여 10개의 임계

점을 구한다. 이에 대한 결과를 Fig. 3에 상자 그

림으로 나타내었으며 실제 함수값에 대한 10개 임

계점의 오차의 평균과 분산을 Table 1에 나타내었

다. 
  

 
  

Fig. 3 Box plot of 10 thresholds 
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Table 1 Robustness of thresholds in ECDF and AIC 

 
ECDF AIC 

Mean of error [%] 10.83 7.14 

Var. of error [%] 0.0128E-3 0.0063E-3 

 

Table 2 Robustness of reliability using proposed method 
and conventional method 

True 

reliability 

ECDF+GPD 
AIC+GPD 

(proposed method) 

Mean of 

error [%] 

Var. of 

error [%] 

Mean of 

error [%] 

Var. of 

error [%] 

0.8000 2.46 0.8347E-3 1.96 0.4692E-3 

0.9000 1.29 0.2267E-3 0.83 0.0924E-3 

0.9500 0.58 0.0638E-3 0.51 0.0339E-3 

0.9900 0.46 0.0325E-3 0.42 0.0281E-3 

0.9990 0.18 0.0049E-3 0.17 0.0045E-3 

0.9999 0.07 0.0009E-3 0.07 0.0009E-3 

 

Table 3 Robustness of reliability of 0.9 for several 
distributions 

Distribution 

type 

ECDF+GPD 
AIC+GPD 

(proposed method) 

Mean of 

error [%] 

Var. of 

error [%] 

Mean of 

error [%] 

Var. of 

error [%] 

X~N(0,2
2
) 1.91 0.5579E-3 1.70 0.4162E-3 

X~exp(1.5) 1.72 0.5127E-3 1.53 0.4765E-3 

X~logN(0,0.7) 1.48 0.3141E-3 1.30 0.2731E-3 

X~gam(9,0.5) 1.37 0.2289E-3 1.12 0.1536E-3 

X~beta(2,4) 1.21 0.2274E-3 1.02 0.1952E-3 

 
경험분포함수를 이용한 임계점 추정 결과와 아

카이케 정보척도를 이용한 임계점 추정 결과를 비

교해보면 아카이케 정보척도를 이용한 임계점 추

정이 더 정확하고 강건함을 확인할 수 있다. 

 

4.2 분포 추정 

4.1에서 무작위 추출한 λ = 1, α = 0.7 인 와이블

분포를 따르는 표본을 이용하여 분포추정을 수행

한다. 임계점에서의 신뢰도는 설계자의 판단에 따

라 )(µF = 0.8 로 결정한다. 경험분포함수를 이용

하는 기존의 방법과 아카이케 정보척도를 이용하

는 제안하는 기법으로 10회의 분포추정을 수행하

고, 신뢰도 0.9 이상에서 비교하는 두 방법을 이용

해 신뢰도를 추정하고 신뢰도 추정 오차의 평균과 

분산을 Table 2에 나타내었다.  

Table 2의 결과를 비교해보면 제안하는 기법의 

오차의 평균과 분산이 작아 더 정확하고 강건함을  

Table 4 Result of reliability analysis 

Target MCS 
ECDF+GPD 

AIC+GPD 

(proposed method) 

Reliability Error[%] Reliability Error[%] 

Y(X)≤6 0.8765 0.8611 1.76 0.8732 0.38 

Y(X)≤8 0.9407 0.9282 1.33 0.9379 0.30 

Y(X)≤10 0.9726 0.9696 0.31 0.9742 0.17 

 

 

알 수 있다. 하지만 임계점에서 멀어질수록 두 방

법의 차이가 줄어듦도 확인할 수 있다. 

동일한 검증을 다양한 형태의 분포에 대해 수행

하여 신뢰도 0.9 에서의 오차의 평균과 분산을 

Table 3에 나타내었다. 

제안하는 기법의 오차의 평균과 분산이 작으므

로 이를 통해 분포의 형태가 달라도 강건한 분포

추정이 가능함을 확인하였다. 

 

4.3 신뢰성 해석 

제안하는 기법을 이용하여 신뢰성 해석을 수행

한다. 선정된 예제는 비정규분포를 따르는 설계변

수 1X , 2X 와 비선형적인 특징을 갖는 수식 )(XY

로 구성되어 있다. 각 분포를 따르도록 무작위 추

출을 통해 설계변수의 표본 100개를 얻는다. 임계

점에서의 신뢰도는 )(µF = 0.8 로 결정한다. 수학

예제의 수식과 설계변수의 분포는 식 (7)과 같다. 
      

)3,2(~

)6,1(~

58

80
)(

2

1

2
2

2
1

wbl

beta

X

X

XX

XY

++
=

                   (7) 

 

응답의 분포를 추정하고 목표값에서의 신뢰도를 

계산하여 몬테카를로 시뮬레이션(Monte Carlo 

simulation: MCS) 결과와 비교한다. Table 4의 결과

에서 기존의 방법을 이용할 경우 최대 1.76% 의 

오차가 발생하는 반면 제안하는 기법을 이용할 경

우 0.38% 로 오차가 감소하는 정확한 신뢰성 해

석 기법임을 알 수 있다. 

5. 결 론 

본 논문에서는 일반화파레토 분포를 이용한 신

뢰성 해석의 정확도를 향상시키기 위해 아카이케 

정보척도를 이용하여 정확하고 강건한 임계점을 

추정한 후, 추정된 임계점에서 시작하는 일반화파

레토 분포를 추정하는 아카이케 정보척도 기반 일
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반화파레토 분포 추정 기법을 제안한다. 

아카이케 정보척도를 이용하여 전 구간의 표본에 

대한 통계적 특성을 반영하여 누적분포함수를 추정

함으로써 꼬리부분에 대한 표본만을 이용하는 기존

의 경험분포함수보다 정확하고 강건한 임계점을 추

정한다. 정확하고 강건한 임계점으로 인해 일반화파

레토 분포의 정확도를 향상 시킬 수 있으며 결과적

으로 정확한 신뢰성 해석을 수행 할 수 있다. 

수학 예제를 통해 제안하는 기법을 검증하였다. 

와이블분포를 이용하여 무작위 추출한 서로 다른 

표본집합에 대해 기존의 연구에서 사용된 경험분

포함수와 제안하는 기법에서 사용된 아카이케 정

보척도를 이용하여 임계점을 추정한다. 10개의 임

계점을 추정하여 비교한 결과 오차의 평균이 

10.83% 에서 7.14% 로 감소하였으며 오차의 분산

이 0.0128E-3% 에서 0.0063E-3% 로 감소하였다. 

이를 통해 제안하는 기법의 강건한 임계점 추정을 

확인하였다. 동일한 표본을 이용하여 신뢰도 추정

의 오차를 구하고 오차의 평균과 분산을 비교하여 

분포추정이 강건함을 확인하였다. 

위 검증된 내용을 바탕으로 제안하는 기법을 이

용하여 신뢰성 해석 수학예제를 수행하였다. 비정

규분포를 따르는 설계변수와 비선형적인 특징을 

갖는 수식으로 이루어진 수학예제의 응답을 제안

하는 기법을 이용하여 추정하고 신뢰도를 계산하

여 몬테카를로 시뮬레이션 결과와 비교하였다. 기

존의 기법을 이용할 경우 최대 1.76% 의 오차가 

발생하는 반면 제안하는 기법을 이용할 경우 

0.38% 로 오차가 감소하는 정확한 신뢰성 해석 

기법임을 알 수 있다.  

본 논문의 연구를 통해 일반화파레토 분포를 이

용한 정확한 신뢰성 해석을 수행 할 수 있으며 신

뢰성 기반 최적설계에 적용하여 요구하는 신뢰도

를 만족시키는 설계 결과를 도출 할 수 있다. 공

학문제의 신뢰성 해석을 수행 할 때 표본의 수가 

많을 경우 계산량과 해석에 소요되는 시간의 증가

로 인한 문제가 발생할 수 있다. 이러한 경우 대

체모델을 생성하여 수식을 통해 응답을 얻는다면 

이러한 문제를 해결할 수 있다. 

본 논문의 연구를 통해 임계점의 정확하고 강건

한 추정을 통해 신뢰성 해석의 정확도를 높일 수 

있다. 하지만 임계점에서 멀어질수록 꼬리 모형이 

비슷한 양상을 보여 두 방법을 이용한 신뢰도 추

정 결과의 차이가 거의 없음을 확인하였다. 따라

서 설계자가 임의로 결정하던 임계점의 위치 또한 

하나의 모수로 고려하는 꼬리 모형 추정기법의 연

구가 필요하다고 판단된다. 
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